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Durée 3 heures. Les cahiers de cours et de travaux dirigés ainsi que les documents
imprimés distribués par les enseignants sont autorisés.

Temps de cohérence d’un condensat de Bose-Einstein

A la limite thermodynamique, la condensation de Bose-Einstein confére au gaz de
bosons a tres basse température une cohérence temporelle infinie. Cependant, dans un
systemes de taille finie, méme isolé de l’environnement pendant son évolution, le gaz en
interaction acquiére un temps de cohérence fini que nous allons calculer.

Nous considérons un gaz dilué de bosons non relativistes de masse m a 1’équilibre
thermique, dans le régime de tres basse température T' < T, , avec un condensat de Bose-
Einstein bien formé. Le gaz, isolé et homogene a trois dimensions, est constitué de N
atomes dans un volume de quantification V avec des conditions aux limites périodiques.
Les atomes froids interagissent par un potentiel a courte portée caractérisé par le parametre
a, longueur de diffusion en onde-s. On se limite au cas a > 0 et au régime d’interaction
faible (pa®)'/? < 1 avec p = N/V la densité moyenne. Pour décrire les interactions, on
utilise le modele sur réseau introduit en cours, avec un potentiel d’interaction entre deux
particules

51‘ r
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ou b est le pas du réseau et gy la constante de couplage nue qui est cependant proche de
la constante de couplage vraie g = % dans le régime d’interaction faible considéré ici.

1 Opérateur phase et étalement de la phase dans un modele
a un mode

1.1 Opérateur phase du condensat

En présence d’un condensat, il est commode d’introduire une représentation “module-
phase” pour I'opérateur ag qui annihile un atome dans le mode du condensat :

ap = e’ /no (2)
ou 6 est un opérateur hermitien, ng = agao et

[0, 0] =i (3)

Comme nous allons le montrer, cette représentation est justifiée si I’on néglige la possibilité
que le mode du condensat soit vide.



1. (a) Justifier que, dans la base de Fock |ng) du mode du condensat, 'opérateur ng

s’écrit
o0

fig = Y no [no)(no| (4)

no=0

(b) On définit Popérateur /ng de la facon suivante

Vo =Y Vg no) (ol (5)

no=0
vérifier alors que y/ng est hermitien.

2. A partir de la définition (2), ou cependant 1’on ne sait pas encore si 0 est hermitien,

N A\ T
calculer I’action des 'opérateurs e? et (€Z€> sur les états de Fock |ng) avec ng # 0.

Ao\t
3. Montrer que dans I'espace de Fock privé de 1'état |ng = 0), on a e (e’e) =1let

(ew) e =1, si bien que Vopérateur e est unitaire.

4. Justifier le fait que, dans les conditions spécifiées en début d’énoncé, pourvu que
N > 1, on peut négliger la possibilité que le mode du condensat soit vide, et donc
introduire un opérateur phase # hermitien du condensat.

5. A partir les régles de commutation (3), avec v/fg et 6 hermitiens :

- montrer que [fg, OP] = ip P!

- montrer que [fg, F(0)] = i F'(6)

- retrouver a partir de (2) les regles de commutations attendues [ao, ag] =1.

6. Souligner I’analogie entre les opérateurs —0 et no et les opérateurs = et p, position
et impulsion d’une particule & une dimension.

1.2 Etalement balistique de la phase dans un modéle 4 un mode

Dans cette section, nous allons étudier la dynamique de phase du condensat dans un
modele simple ol toutes particules du gaz sont dans le mode du condensat ng = N. Le
hamiltonien du systeme est
1 mod QN 2 r A
H> Mo = = avec N,0| =i 6
2k ,6) (6)
et on suppose que l’état initial du systeme est un mélange statistique avec des faibles
fluctuations du nombres d’atomes autour de N = N :

&= TIN|[N)(N]| (7)
N



avec N|N) = N|N) et Iy une fonction assez étroite de N — N pour que Var[N V] < N. On
rappelle que pour chaque opérateur A, on définit la variance Var[A} et 'écart—type AA:

A o .2 - o ~ 2\ 1/2
Var[A] = (42) — (A)? et AA=/Var[d] = (<A ) — (A) ) , (8)
ou la moyenne (-) est prise dans 1’état représenté par la matrice densité &
7. (a) Quelle est la condition de normalisation sur la matrice densité ¢ ?
L’exprimer en termes des populations Iy .
(b) Dessiner qualitativement 'allure des coefficients IIy en fonction de N

8. On utilisera dans tout le probléme la représentation de Heisenberg, dans laquelle
chaque opérateur A(t) évolue en fonction du temps selon 1’équation d’évolution

(a) Montrer que, pour ce modele simple, 'opérateur N est une constante du mou-
vement.
Cela signifie-t—il que le nombre de particules ne présente aucune fluctuation ?

(b) Etablir I’équation du mouvement pour 'opérateur 9( ), et écrire l'opérateur
df /dt explicitement en termes de l'opérateur N.

(¢) Montrer que l'opérateur d26/dt* = 0.

9. On va introduire

po(N) = —h——=(N) (10)
Exprimer 6(t) — 6(0) en fonction de 1o(N) et de t. On remarquera au passage que
dans ce modele simple & un seul mode, po(N) coincide avec le potentiel chimique
d’un gaz a N particules.

10. Montrer que Pécart-—type A¢ = A[A(t) — 6(0)] de I'opérateur 6(t) — 6(0) satisfait :

A A 1
Ap=A[B(t) —0(0)] = ~L ANt (11)
hV
ou lécart—type AN reflete 'incertitude sur le nombre de particules dans le mélange
statistique décrit par la matrice densité o.

11. Donner une interprétation physique simple de cet étalement de la phase di aux
fluctuations de N. Omn pourra s’inspirer de la derniere question de la partie 1.1.
Pourquoi parle-t-on dans ce cas d’“étalement balistique” de la phase du condensat ?

12. Dans le groupe de Jorg Schmiedmayer a Vienne ils ont mesuré la variation de po(N)
avec le nombre d’atomes autour de N = N dans un gaz a treés basse température.
Les résultats sont montrés en figure 1, panneau de gauche, ou

Apt = o (N (L = 2)) = po(N (1 + 2))) (12)

1d/lo|

Déduire de la figure la valeur de 7 ) X N pour un condensats avec N atomes.



Chemical potential difference Ap/h (Hz)
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Figure 1: Extrait de Tarik Berrada et al. Nat. Comm. (2013).

13. Dans la figure 1, panneau de droite, on montre ’étalement de la phase du condensat
en fonction du temps di aux fluctuations de N dans le mélange initial

A¢p = {Var[é(t) - é(())]}l/2 (13)

La courbe noire correspond a des fluctuations poissonniennes avec Var[N] = N et la
courbe rouge a des fluctuations sub-poissonniennes avec Var[N]| ~ N /2. A combien
estimez-vous le nombre d’atomes dans cette expérience 7

2 Fonction de corrélation temporelle et lien avec la PGP

Dans la section précédente, avec un modele & un mode, nous avons vu qu’en présence de
fluctuations du nombre des particules (quantité conservé par I’évolution hamiltonienne),
la phase du condensat s’étale, avec une variance Var[f(t) — 6(0)] qui croit au cours du
temps.

Dans la suite nous allons considérer un état initial & nombre de particules fixé égale a
N, et nous allons nous concentrer sur les effets multimode a température non nulle. Nous
verrons que si le systeme est préparé dans I’ensemble canonique, la phase du condensat
s’étale encore de fagon balistique a cause des fluctuations de 1’énergie totale du gaz E
(autre quantité conservée par 1’évolution hamiltonienne). Si par contre le systeéme est
préparé dans ’ensemble microcanonique a N et E fixés, I’étalement de la phase devient
diffusif.

Au lieu de regarder directement Var[(t) — 6(0)] comme dans la section précédente,
nous étudierons la fonction de corrélation temporelle g;(t). Les deux expression sont reliés
par la relation suivante, valable pour une distribution de () — 6(0) gaussienne :

(i) (e~ TOO=00N) — (7)e3 Varlb®—o(0)] (14)
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dont on ne vous demande pas la démonstration.



2.1 Fonction de corrélation temporelle

Au temps longs, la cohérence temporelle du gaz de bosons est dominée par la contribution
du condensat. Elle est alors décrite par la fonction de corrélation temporelle du condensat

g1(t) = (ah(t)ao(0)) (1)
ou les opérateurs sont en représentation de Heisenberg.

14. Soit U un opérateur unitaire et F' une fonction développable en série. Démontrér
I'identité :
UF(BYUT = F(UBUY) (16)

15. Dans la suite on va négliger la contribution des fluctuations de ng qui est faible en
valeur relative. Montrer qu’en remplacant ng(t) par (ng) dans (15) on obtient :

g1(t) = (g) (e (D00 (17)
avec 0(t) = eilltge=itlt ot 0(0) = 4.

16. En utilisant par deux fois la relation (16), montrer qu’on peut récrire la fonction de
corrélation (17) sous la forme

g1(t) = (no) (et Tt Moty (18)

ot H est le hamiltonien du systeme et ou on a introduit

Hy = e~ feif (19)

2.2 Lien avec la PGP

Dans le cas le plus général, qui inclue I’ensemble canonique et micro canonique, on suppose
que le systéme est préparé dans un mélange statistique d’états propres du Hamiltonien H
a N-particules, décrit par 'opérateur densité a N-corps :

& =Y Tl (e (20)
X

oll I:I|@ZJ>\> = E\|1)) et E) est 'énergie totale du gas dans 1’état [¢y). Il faut donc d’abord
calculer la fonction de corrélation dans un état |¢y).

17. Montrer que d’apres I’équation (18), on a
g1 (1) = (alab(D)ao(0)[1r) = (Ro)eh ™ (yale™ #He*|yby) (21)

On écrit ensuite Hy comme la somme du hamiltonien H du gaz plus une différence W que
nous verrons étre N fois plus petite que H a la limite d’'un grand systéme

Hy=H+ (Hy—H) =H+W (22)

On reconnait alors dans (21) amplitude de probabilité que le systéme reste dans I’état
[1y), état propre de H, apres évolution avec le “hamiltonien perturbé” Hy.



18.

19.

20.
21.

2.3

On veut calculer g} (t) dans (21) en utilisant le formalisme de la résolvante et la
méthode des projecteurs. Il s’agit bien str de Gy(z) : la résolvante du hamiltonien
Hy. Quelle est le projecteur P qu’il convient de choisir 7

Rappeler la forme de PGy(z)P en fonction du hamiltonien effectif Heg(z), et donner
Hqg(z) en fonction de P, Q@ =1 — P, W et Hy.

Ecrire PGy(z)P & D’ordre le plus bas (non nul) en W

Rappeler le lien entre la résolvante et l'opérateur d’évolution, et montrer qu’a cet
ordre _

91 (1) = {fg)e” " (23)
avec Wy = (x|W|1)). On utilisera le théoréme des résidus en intégrant dans le
plan complexe sur un contour fermé comme indiqué ci-dessous

%
[ X ] -

;

pble de PGP

Identification de W

Pour obtenir des résultats explicites, nous devons donner un sens physique a l'opérateur
W. Nous allons pour cela identifier H avec le hamiltonien de Bogoliubov HBOg(N A, AT),
voir 1’équation (27) plus bas, qui dépend des opérateurs A et AT 1 et du nombre total
d’atomes N = fg + N, ot Ny = 3 0*Af(r)A(r) est le nombre de particules dans les
modes orthogonaux au condensat.

22.

23.
24.

25.

26.

N X 5., B A A
On rappelle que [A(r), Af(r')] = 5 — +. Montrer que les opérateurs A et AT conser-

vent le nombre total de particules : [N, A(r')] = 0. On pourra calculer séparément
les deux contributions [V, A(r’)] et [fg, A(r')] oul on rappelle que [ng, 0] = i.

Justifier les régles de commutation [AT,8] = 0, [A,0] =0, [N, 6] = 0.

Comme nous 'avons vu en cours, le nombre de particules dans le mode du condensat
fig est finalement éliminé de la description de Bogoliubov, remplacé par N — N|. A

A

partir de [fg, ] = i déduire que [N, 6] = i.

Montrer que

Hy= e PH(N,A,AN)e? = FI(N —1,A, AT) (24)
Ecrire I’équation de Heisenberg pour é(t) et montrer que

_di(t OH(N, A, AT
md(t) = —z(aN)\A,AT (25)

'On rappelle que A(r) = eiiéz/A)L (r), ot ¢, (r) est la projection de Popérateur champ sur les modes
orthogonaux au condensat.



27. Montrer qu’a 'ordre dominant en 1/N on peut identifier :

10
W= h— (26)

3 Expression microscopique de la dérivée de la phase

3.1 Dérivée de la phase dans la théorie de Bogoliubov

Nous allons dans cette section calculer la dérivée temporelle de la phase du condensat a
partir du hamiltonien de Bogoliubov

Hpog(N) = (27)

At (h + % >A+ o (A2+AT2)

ol hg est I'énergie cinétique, de valeur propre A2k%/2m sur une onde plane. On rappelle
le développement des champs A et AT sur le modes propres des équations du mouvement

linéarisés : ) |
GO-Smle ] e

28. En utilisant (25) et (27), écrire explicitement la la dérivée de la phase en terme de
N, A et Af.

29. On rappelle I'orthogonalité des ondes planes sur le réseau :

b3 Z ei(k—k’)~r _ V(Sk,k’ (29)

Calculer ). BAT(r)A(r) et Dor bA2(r) et exprimer les résultats comme une somme
simple sur k.

30. Montrer qu’en négligeant les termes en bb_y et bLbT_k (qui sont rapidement oscillants
en point de vue de Heisenberg), on obtient le résultats simple :

df _ MO(N) go
= v g%(U K+ Vi) (30)

avec Ny = I;LI;k et ou on a introduit le potentiel chimique a température nulle

no(W) = % N+ V(Ui + Vi) (31)
k20

31. A partir des expression des modes propres de Bogoliubov et de I’énergie propre €, 2

E +1/2 h2k2 N
Ukin:<6:) ;&= VE(Er+2p90); Er=—F5—; p== (32)

2m Vv

2 Attention : les notations utilisées en TD et en cours pour €, et Ei ne sont pas les mémes. Ici on
reprend les notations du cours.



montrer qu’on a bien po(N) = dEo(N)/dN ou Eyz(N) est I’énergie du fondamental
dans 'approximation de Bogoliubov

Eo(N) = oy E eV (33)
k#0

On pourra montrer au préalable que €;V}? = %(Ek + pgo — €) et que Vi (Up + Vi) =
1 <@ _ )
2\ e :

32. Toujours a partir des expressions (32), montrer qu’'on peut récrire 1’équation (30)

sous la forme

do . ey, .
~he = (V) + Y S (34)

3.2 Interprétation physique

Nous voulons montrer que le deuxieme terme dans le membre de droite de (34) représente
la contribution des modes thermiquement excités au potentiel chimique. Plagons-nous
dans ’ensemble canonique avec N atomes :

7/BHB0
. e g ~ "
Gean = —— avec Hpog = Eo(N) + E €Nk (35)
k20

L’énergie libre du systeme est donnée par 1’énergie de I'état fondamental du gaz Ey plus
I’énergie libre des quasi particules de Bogoliubov :

F=Ey(N)+kpTy In(l—e %) (36)
k

33. A l'odre de Bogoliubov, les quasi particules forment un gaz parfait de bosons. Rap-
peler I'expression des nombres d’occupation moyens nx = (ng) des quasi particules
de Bogoliubov avec en fonction de ¢ et de 5 = 1/(kgT).

dF

34. Exprimer le potentiel chimique du gaz pican = (W et montrer qu’on retrouve la

) V,T

valeur moyenne dans I’ensemble canonique de I'opérateur —h% donné par I’équation
(34).

35. On va donc désormais identifier le membre de droite de I’équation (34) avec un
“opérateur potentiel chimique” :

i
gt (37)
dt h

Faire le rapprochement (similitudes et différences) entre I’équation (37) et la seconde
équation de Josephson pour un supraconducteur.



4 FEtalement balistique de la phase pour un systeme préparé
dans I’ensemble canonique

Une premier mécanisme de reduction du temps de cohérence du condensat, c’est a dire de
décroissance de la fonction de corrélation g;(t), vient de l'effet du moyennage du terme
dominant de g3 (t), donné par I’équation (23), sur la distribution (20).

4.1 Fluctuations de I’énergie dans ’ensemble canonique

Nous allons maintenant considérer un systeme initialement préparé dans I’ensemble canon-
ique, avec N atomes et Var[N] = 0. Nous allons calculer le coefficient A = Acapn
d’étalement balistique de la phase du condensat

Var[f(t) — 0(0)] = Acant? (38)

dans ce cas. Pour commencer, nous utilisons I’hypothese de “microcanonicité de états
propres”, que vous ne chercherez pas a démonter, qui dit que dans un systeme a N corps
ou il y a “ergodicité quantique”, la moyenne d’un opérateur dans un état propre ¥ du
hamiltonien, est bien approchée par la valeur moyenne micro canonique a ’énergie E) de
cet opérateur. Appliquant ce résultat & notre opérateur W, on a donc

Wi = (AW [1)2) 2 Wine(Ex, N») = —fme(Ex, Ny) (39)
et par conséquent, pour Ny = N,
GR(8) == (ing)ertmePA Nt (40)

Comme FE) fluctue sur la distribution (20), ceci entraine un amortissement de g (¢). Pour
des fluctuations gaussiennes de 1’énergie, ce qui est bien le cas de I'’ensemble canonique
pour un grand systéme, on a

g5 (8)] = (Rg)e 2 Acent® (41)

avec Acan = (F aEumc(E,N)\E:E)QVarE.

36. La premiere étape pour calculer A.,, consiste & en se ramener a des grandeurs
canoniques, au lieu que micro canoniques. En partant du fait qu’a I’ordre dominant
en 1/N on peut identifier le potentiel chimique canonique a la température T' avec
le potentiel chimique microcanonique & une énergie Fe,, = <fI )can, correspondant a
I’énergie moyenne dans ensemble canonique :

Hcan (T, N) = Mmc(Ecan(Ta N)7 N) (42)
exprimer Ogfime en fonction de Orpican et de O Eean

37. En utilisant le Hamiltonien de Bogoliubov

Hpog = Eo + Z €k (43)
k#0



montrer qu’on obtient

Ao = (5 )2 (2l + VP e+ 1) (44)

% Zk G%ﬁk(ﬁk +1)

ou les ng sont les nombres d’occupation moyens des modes de Bogoliubov dans
I’ensemble canonique.

5 Diffusion de phase

Si le systéme est préparé dans ensemble microcanonique, avec Var[N] = 0 et Var[E] = 0,
le coefficient A d’étalement balistique de la phase est nul. Pour trouver le temps de
cohérence du condensat dans ce cas, il faut reprendre le calcul de la section 2.2, et inclure
l'ordre suivant en W.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

On se limitera & Pordre deux en W. Montrer qu’a la limite d’un spectre continu et
dans Papproximation du pole, le hamiltonien effectif Hog(E + in) prend la forme

~ A ih
HIR* = PHyP + hy — 5T, (45)
Montrer qu’alors
i . Iyt
g (t) ~ <fz0>e_ﬁwkte_m”e_% (46)
si bien que
\ Tyt
91 ()] = (fo)e™ 2 (47)

Donner une interprétation physique a Ay et T'y.

Pour un quasi continuum, donner I’expression de I'y en terme d’une somme sur les
états propres v, de H, avec pu # A, et reconnaitre une reégle d’or de Fermi.

En utilisant la relation (14), déduire que I"amortissement exponentiel de la fonction
de correlation décrit par 1’équation (47) correspond & un étalement diffusif de la
phase du condensat, comme pour un mouvement Brownien a une dimension, avec
un coefficient de diffusion Dy que 'on reliera a I'y.

Montrer que le coefficient de diffusion de la phase D) est simplement lié & la fonction
de corrélation de df/dt :

- oo db(r) db(0) b\’
D)\—Re /0 dr <dtdt>)\_<dt> (48)

A

Pour cela, on utilisera ’équation (26) et I'on inseérera dans l'expression (48) une
relation de fermeture sur les états propres du hamiltonien H.
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