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Chapitre 1

Problème à deux corps

1.1 Lois de conservation et référentiel du centre de masse

Considérons deux corps, deux points matériels que nous nommerons 1 et 2, en interaction
mutuelle. On pose ~r1 et ~r2 les positions de ces points dans le référentiel du laboratoire, supposé
galiléen. Nous appellerons ~F12 la force que le corps 1 exerce sur le corps 2 et inversement ~F21

la force que le corps 2 exerce sur le corps 1. D’après la troisième loi de Newton, ~F12 et ~F21 ont
le même module, la même direction et des sens opposés. De plus, si on exclut certains phéno-
mènes électromagnétiques (interaction dipôle-dipôle), la direction des forces d’interaction se
confond avec la droite qui passe par les deux points :

~F12 = −~F21 et ~F12 ∧ (~r1 −~r2) = 0. (1.1)

m1

m2~F21

~F12

Figure 1.1 – Deux corps interagissent avec une force mutuelle ~F = ~F12 = −~F21.

Nous supposons le système isolé, c’est à dire il n’y a pas d’autre force extérieure agissant
sur les deux corps. Une application directe de la loi de Newton sur ce système isolé dans le
référentiel du laboratoire montre que le centre de masse, de vecteur position ~rc, n’est pas affecté
par l’interaction entre les deux corps.

..
~rc = ~0 (1.2)

La vitesse
.
~rc du centre de masse dans le référentiel du laboratoire est donc constante, ce qui

montre que le référentiel du centre de masse Rc est bien un référentiel galiléen. 1 On pose ~r1,c
et ~r2,c les positions des deux points matériels dans le référentiel Rc. Ces positions s’expriment

1. Rappelons l’expression du vecteur position du centre de masse

~rc =
m1~r1 +m2~r2
m1 +m2

. (1.3)

Le référentiel du centre de masseRc est le référentiel qui est en translation par rapport au référentiel du laboratoire
et dont l’origine est ~rc. L’application de la deuxième loi de Newton dans le référentiel du laboratoire donne bien

(m1 +m2)
..
~rc =m1

..
~r1 +m2

..
~r2 = ~F21 + ~F12 = ~0.
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6 CHAPITRE 1. PROBLÈME À DEUX CORPS

simplement en terme de la position relative ~r

~r ≡ ~r2 −~r1 = ~r2,c −~r1,c (1.4)

~r1,c = ~r1 −~rc = − m2

m1 +m2
~r ~r2,c = ~r2 −~rc =

m1

m1 +m2
~r (1.5)

La deuxième loi de Newton dans Rc appliquée à chacun des deux corps

m1

..
~r1,c = ~F21 m2

..
~r2,c = ~F12 (1.6)

donne alors deux fois la même équation

m1m2

m1 +m2

..
~r = ~F12 (1.7)

Nous allons introduire µ la masse réduite

µ ≡ m1m2

m1 +m2
(1.8)

et la force ~F ≡ ~F12. À cause de l’invariance par translation du système, ~F dépend seulement de
la position relative ~r2 −~r1 = ~r. On obtient donc l’équation du mouvement relatif

µ
..
~r = ~F(~r) (1.9)

À partir d’un problème à deux corps, nous avons obtenu deux problèmes à un corps. Le
centre de masse a un mouvement rectiligne uniforme dans le référentiel du laboratoire, et
l’équation (1.9) du mouvement relatif représente le mouvement un corps fictif de masse µ
soumis à une force extérieure ~F. On dit que le problème à deux corps est séparable. (Remarque :
on montre que l’impulsion totale du système est m1

.
~r1 +m2

.
~r2 = (m1 +m2)

.
~rc. On peut donc dire

que le centre de masse se comporte comme une particule libre de masse m1 +m2.)

1.2 Force centrale

Nous allons supposer que la force ~F est centrale, c’est-à-dire que
— La force est dirigée selon ~r
— La norme et le sens de la force ne dépendent que de r.

Dans le contexte du problème à deux corps, ~r = ~r2−~r1 est la position relative des deux corps, et
est donc aussi la position de la particule fictive. Cependant, tout ce qui est dit dans ce chapitre
s’applique également à une particule réelle dans un champ de force centrale.

Une force centrale est forcément conservative, c’est-à-dire qu’il existe un potentiel V (r) tel
que 2

~F(r) = −~∇V (r) = −dV (r)
dr

~ur avec ~ur =
~r
r
. (1.10)

Le potentiel V ne dépend que de r, et pas de θ ou de φ, parce que la force ~F a seulement
une composante selon ~ur , et pas selon ~uθ ou ~uφ. Si la force entre les deux corps est attractive,

comme représenté sur le dessin en figure 1.1, on a dV (r)
dr > 0 ∀r > 0.

2. Nous avons utilisé dans (1.10) l’expression du gradient en coordonnées sphériques ~gradf (r,θ,φ) = ∂f
∂r
~ur +

1
r
∂f
∂θ
~uθ + 1

r sinθ
∂f
∂φ
~uφ



1.2. FORCE CENTRALE 7

Dorénavant, nous nous concentrons sur les équations (1.9) et (1.10), qui décrivent le mou-
vement d’une particule fictive de position ~r et masse µ dans un potentiel extérieur V (r) qui
dépend seulement de la distance r à un point immobile donné O, dit le centre du champ de
force. Une fois ce problème résolu, on pourra remonter aux mouvements individuels des deux
corps par rapport à leur centre de masse en utilisant les équations (1.5).

Appliquons le théorème du moment cinétique à la particule fictive en O :

d~L
dt

= ~r ∧ ~F = ~0 ⇒ ~L est constant. (1.11)

Le moment cinétique de la particule fictive est ~L = ~r ∧ µ
.
~r. Comme ~r et

.
~r sont à chaque instant

orthogonaux à ~L qui est constant, on déduit que la trajectoire de la particule fictive se trouve
dans un plan P orthogonal à ~L. On peut ainsi réduire ultérieurement le nombre de des degrés
de liberté du système. Dans le plan P , on utilisera les coordonnées polaires. En rajoutant un
axe z orthogonal à P orienté selon ~L, on aura des coordonnées cylindriques. On considère pour
l’instant le cas ~L , ~0. Dans ce cas 3 :

~L = r~ur ∧µ
.
~r = r~ur ∧µ( .

r~ur + r
.
θ~uθ) = µr2 .

θ~uz (1.12)

La constance du module de ~L a une interprétation géométrique simple : l’aire élémentaire dA
balayée par ~r pendant dt est constante, comme montré en figure 1.2.

dA =
r2

2
dθ ⇒ dA

dt
=
r2

2
dθ
dt

=
L

2µ
(1.13)

C’est la loi des aires, ou seconde loi de Kepler.

tr
aj

ec
to

ir
e

d
e

la
p

ar
ti

cu
le

~r

~r + d~r

dθ

Figure 1.2 – Soit dA l’aire élémentaire balayée par ~r pendant dt, en gris sur la figure. L’aire du
triangle (à gauche des pointillés) est 1

2r
2 tan(dθ) ≈ 1

2r
2 dθ. L’aire à droite des pointillés est négli-

geable (d’ordre dr dθ). On a donc au premier ordre dA = 1
2r

2 dθ, et dA/dt = 1
2r

2
.
θ = L/(2µ), qui est

constant.

Nous allons maintenant utiliser la conservation de l’énergie pour obtenir la solution com-
plète du problème. La force étant conservative, dérivée du potentiel V (r), l’énergie mécanique
est conservée :

E =
1
2
µv2 +V (r) = const. (1.14)

En utilisant le fait que

1
2
µv2 =

µ

2

∥∥∥ .
r~ur + r

.
θ~uθ

∥∥∥2
=
µ

2
( .
r2 + r2 .

θ2) et L = µr2 .
θ (1.15)

on se ramène à un problème purement radiale, à un seul degré de liberté, pour une particule
fictive de masse µ dans un potentiel effectif Ueff(r)

E =
1
2
µ

.
r2 +Ueff(r) avec Ueff(r) = V (r) +

L2

2µr2 . (1.16)

3. Clairement, ~L = ~0 correspond à une trajectoire rectiligne pour la particule fictive.
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1.2.1 Étude qualitative des trajectoires

Nous supposons ici une force attractive entre les deux corps ce qui implique, comme on
l’a dit, dV (r)/dr > 0∀r. Rappelons que le potentiel V (r) n’est défini qu’à une constante près ;
lorsque V (∞) est fini, on s’arrange toujours pour avoir V (∞) = 0. Le potentiel attractif V (r)
est alors négatif. Le potentiel effectif Ueff(r) est donc formé par la fonction croissante V (r) (qui
typiquement s’annule donc à l’infini), plus la partie en L2

2µr2 , toujours positive, qui devient très
grande à faible r. Le potentiel effectif prend sa valeur minimal U∗ pour une valeur de r = r∗.

0

U
eff

(r)

V(r)

L
2
/(2µr

2
)

U
*

r
*

0

U
eff

(r)
E

r
max

r
min

Figure 1.3 – Gauche : Potentiel effectifUeff(r), et son minimumU∗ atteint pour r = r∗. Droite : points
rmin et rmax de rebroussement du mouvement radial pour une énergie E comprise entre U∗ et zéro.

D’après l’équation (1.16), l’énergie doit satisfaire E ≥ U∗. Comme illustré en figure 1.3, pour
toute valeur de l’énergie strictement comprise entre U∗ et zéro 0 > E > U∗ il existent deux
valeurs de r appelés rmin et rmax pour lesquelles Ueff(r) = E et donc .

r = 0. Ce sont des points de
rebroussement pour le mouvement radial. Quand la particule va de rmin à rmax, on a .

r > 0, et
quand la particule va de rmax à rmin, on a .

r < 0. En isolant .
r et en intégrant par la méthode de

séparation des variables, on obtient l’équation implicite de la trajectoire 4

∫ rmax

rmin

dr√
2
µ (E −Ueff(r))

= tmax − tmin = ∆t (1.17)

Ici, tmax est le moment où r = rmax et tmin le moment où r = rmin (dans les deux cas, .
r = 0).

Quand le point atteint rmax, .
r change de signe. Il faut alors prendre le signe moins devant la

racine carrée et on a ∫ rmin

rmax

−dr√
2
µ (E −Ueff(r))

=
∫ rmax

rmin

dr√
2
µ (E −Ueff(r))

= ∆t (1.18)

Les temps pour aller de rmin à rmax et de rmax à rmin sont égaux à cause de la symétrie du poten-
tiel, on les a posé égaux à ∆t. Au bout d’un temps 2∆t le module de r revient donc à sa valeur
initiale. La trajectoire dans le plan P est-elle pour autant une courbe fermée ? Pour répondre à
cette question, il faut regarder la variation de l’angle θ pendant ce temps. Supposons que L > 0.
(En général, on s’arrange toujours pour orienter l’espace de manière à avoir L > 0. Nous ferons
toujours cette hypothèse dans la suite.) On commence par remarquer que

.
θ =

L

µr2 > 0 (1.19)

4. En inversant (1.16), on obtient .
r = ±

√
2
µ [E −Ueff(r)]. Le signe est + de rmin à rmax et − de rmax à rmin. On a

donc dt = ±dr/
√

2
µ [E −Ueff(r)] et on obtient (1.17) et (1.18) en mettant le bon signe et en intégrant.
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L’angle θ donc grandit toujours, et la vitesse angulaire
.
θ ne s’annule pas. Toujours par sépara-

tion des variables, pendant le temps 2∆t, la variation de θ est donnée par 5

∆θ = 2
∫ rmax

rmin

L

µr2
dr√

2
µ (E −Ueff(r))

(1.20)

Ce ∆θ correspond donc à l’augmentation de l’angle entre deux instants consécutifs pour les-
quels r = rmax (ou, de manière équivalente, entre deux instants consécutifs pour lesquels r =
rmin). L’orbite est fermée si et seulement si il existe deux entiers n et m tels que

∆θ = 2π
n
m
, (1.21)

auquel cas l’angle θ retrouvera la valeur initiale (modulo 2π) après m périodes 2∆t du mou-
vement radial, quand la particule aura fait n tours autours de l’origine. Dans le cas contraire,
l’orbite n’est pas fermée ; elle passe une infinité de fois par rmin et rmax, comme montré en figure
1.4, et finit par remplir densément la couronne de cercle entre ces deux valeurs. Remarquons
que pour E =U∗, on a .

r = 0 : la trajectoire est fermée et circulaire de rayon r = r∗.

Figure 1.4 – Trajectoire non fermée d’un mouvement radial limité, compris entre rmin et rmax.

Enfin, dans le cas où E > 0, le mouvement radial n’est pas limité, et on a seulement la
contrainte r ≥ rmin. La particule peur venir de l’infini par une direction arbitraire et repartir à
l’infini dans une autre direction. L’angle de déflexion ∆θ est alors donné par la même formule
(1.20) où l’on remplace rmax par +∞.

1.3 Problème de Kepler

Nous considérons dans cette section le problème de Kepler, qui correspond au cas de la
force gravitationnelle

V (r) = −α
r

avec α = Gm1m2 = GMµ > 0 (1.22)

où M =m1 +m2 est la masse totale, µ = m1m2
m1+m2

est la masse réduite et G est la constante de gra-
vitation universelle [G] =M−1L3T −2 de valeur G ' 6,674× 10−11 m3 · s−2 ·kg−1 dans le Système
International d’unités (SI).

5. On pose dθ
dt = L

µr2 = dθ
dr

dr
dt et on utilise dr

dt =
√

2
µ (E −Ueff(r)).
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Le potentiel effectif (1.16) est donc de la forme

Ueff(r) = −α
r

+
L2

2µr2 (1.23)

En résolvant dUeff
dr = 0, on peut calculer aisément la valeur r∗ qui rend le potentiel effectif mini-

mum et la valeur U∗ du minimum correspondante

r∗ =
L2

µα
et U∗ = −1

2
α2µ

L2 (1.24)

En remplaçantUeff(r) dans la formule intégrale pour l’angle (1.20), mais en intégrant seulement
jusqu’à r et non jusqu’à rmax, et en prenant l’origine des angles de manière à avoir θ(rmin) = 0,
on obtient

θ =
∫ r

rmin

L
r2 dr√

2µ
(
E + α

r

)
− L2

r2

(1.25)

En introduisant le paramètre p et l’excentricité e de l’orbite :

p =
L2

µα
et e =

√
1 +

2EL2

µα2 =

√
1− E

U∗
(1.26)

on obtient après intégration 6 l’équation de la trajectoire qui est une section de conique

r =
p

ecosθ + 1
(1.27)

Selon la valeur de e, donc de l’énergie, la trajectoire est ou non limitée :

Cas e > 1 correspondant à E > 0 : hyperbole

Cas e = 1 correspondant à E = 0 : parabole

Cas 0 < e < 1 correspondant à U∗ < E < 0 : ellipse

Cas e = 0 correspondant à E =U∗ : cercle.

6. On complète d’abord le carré sous la racine au dénominateur

2µ
(
E +

α
r

)
− L

2

r2
= −

(L
r
−
µα

L

)2
+
(
µ2α2

L2 + 2µE
)

On factorise ensuite µ2α2

L2 dans les deux termes ce qui donne

θ =
∫ r

rmin

L2

µα
dr
r2√

(1 + 2EL2

µα2 )− ( L
2
µα

1
r − 1)2

=
∫ r

rmin

p
r2 dr√

e2 −
(p
r − 1

)2

où l’on a utilisé le relations (1.26) pour obtenir la deuxième égalité. Le changement de variable

x =
1
e

(p
r
− 1

)
dx = −

p

e
1
r2

dr

donne

θ =
∫ x

xmin

−dx
√

1− x2
= arccos(x)− arccos(xmin)

On remarque enfin que puisque rmin annule le dénominateur sous la racine carrée dans l’expression de θ, on a

xmin =
1
e

(
p

rmin
− 1

)
= 1 .
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Revenons au problème initial des deux corps. Dans le référentiel Rc du centre de masse les
positions des deux corps sont simplement reliées à ~r :

~r1,c = −
µ

m1
~r (1.28)

~r2,c =
µ

m2
~r (1.29)

Chacun des deux corps a donc une trajectoire qui est une section de conique dont le foyer est
en la position ~rc du centre de masse. Dans le cas particulier où on auraitm1�m2, comme dans
le cas du Soleil et une planète telle la Terre, µ

m1
' 0 et µ

m2
' 1 si bien que ~r1,c ' 0 et ~r2,c ' ~r.

1.3.1 Trajectoire elliptique

Figure 1.5 – Ellipse de demi-axes a et b. L’équation de la courbe en coordonnées cartésiennes

est x2

a2 + y2

b2 = 1.

Concentrons-nous sur le cas de l’ellipse. À l’aide de la figure 1.5, il est simple d’exprimer les
demi-axes a et b de l’ellipse en fonction des paramètres p et e qui apparaissent dans la formule
(1.27). On trouve 7.

a =
p

1− e2 et
b2

a
= p (1.33)

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la troisième loi de Kepler, qui relie la période
T de révolution au demi-grand axe a de l’orbite elliptique. En reprenant la loi des aires (1.13)
intégrée sur une période et en prenant le carré du résultat, on obtient

π2a2b2 = T 2 L
2

4µ2 = T 2pα

4µ
(1.34)

Par ailleurs on a montré que p = b2/a et on sait que α/µ = GM. On a donc

a3

T 2 =
GM

4π2 (1.35)

7. Pour un point quelconque M sur la courbe, la somme des distances de M aux deux foyers est une constante
égale au grand axe 2a. Pour un point M aligné aux foyers, et en utilisant l’équation (1.27), on a donc

2a = rmin + rmax =
p

1 + e
+

p

1− e
=

2p
1− e2

⇒ a =
p

1− e2
(1.30)

Par ailleurs, on a
c = a− rmin = a−

p

1 + e
=

p

1− e2
−

p

1 + e
=

pe

1− e2
= ea (1.31)

et, par symétrie de la figure, on a aussi b2 = a2 − c2 ce qui donne

b2

a
= a− c

2

a
= a(1− e2) = p ⇒ b2

a
= p (1.32)
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Ici M = m1 +m2 est la masse totale. Encore une fois, dans le cas du système solaire on peut
approximer M avec la masse du Soleil et on a donc que pour différentes planètes du système
solaire, le rapport entre le cube du demi-grand axe de l’orbite et le carré de la période est une
constante.

1.3.2 Trajectoire hyperbolique

Potentiel attractif

Considérons toujours le problème de Kepler avec le potentiel attractif (1.22). Dans le cas où
E > 0, e > 1 et la section de conique décrite par l’équation (1.27) est un branche d’hyperbole,
qui contourne le centre du champ de force, point que nous avons appelé F dans la figure 1.6.
L’équation de la trajectoire en coordonnées polaires est encore donné par l’équation (1.27)

F’F
b

a

c

S S’

Figure 1.6 – Hyperbole de demi-axe a. L’équation de la courbe en coordonnées cartésiennes est
x2

a2 −
y2

b2 = 1.

r =
p

ecosθ + 1
(1.36)

mais cette fois l’angle θ varie dans l’intervalle θ ∈ [−(π − θ̃),π − θ̃] où tan(θ̃) est la pente des
asymtotes de l’hyperbole

y
x→−∞→ ±b

a
tan(θ̃) =

b
a

(1.37)

L’angle θ = 0 correspond au périhélie

rmin =
p

e+ 1
(1.38)

La deuxième branche de l’hyperbole, celle qui contourne le point F′ dans la figure 1.6, n’as pas
d’intérêt physique dans le cas d’un potentiel attractif, mais nous verrons qu’elle représente la
trajectoire physique dans le cas d’un potentiel répulsif de centre F. Son équation en coordon-
nées polaires est

r =
p

ecosθ − 1
(1.39)

Comme dans le cas de l’ellipse, nous pouvons relier les paramètres géométriques de la courbe
a, b et c à p et e (1.26) qui dépendent des paramètres physiques tels l’énergie et le moment
cinétique. On trouve 8

a =
p

e2 − 1
b2 =

p2

e2 − 1
c =

ep

e2 − 1
. (1.40)

8. En faisant référence aux notations de la figure 1.6, on calcule d’abord a :

2a = FS ′ −FS = p
( 1
e − 1

− 1
e+ 1

)
=

2p
e2 − 1

.
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Potentiel répulsif

Considérons maintenant le cas d’un potentiel répulsif

V (r) =
α
r

α > 0 (1.41)

Le potentiel effectif (1.16) et cette fois une fonction monotone décroissante. Le mouvement
est donc non limité comme montré dans la figure 1.7 Comme dans le cas attractif, le calcul

0

U
eff

(r)

E

r
min

Figure 1.7 – Potentiel effectif Ueff(r) (1.16) dans le cas d’un potentiel V (r) répulsif, et point rmin de
rebroussement du mouvement radial.

de la trajectoire s’effectue en remplaçant l’expression de Ueff(r) dans la formule intégrale pour
l’angle (1.20) avec θmax = θ et rmax = r, en prenant l’origine des angles correspondante à rmin.
Le calcul suit de près celui du cas attractif si l’on remplace α par −α dans les formules 9, et l’on
obtient

r =
p

ecosθ − 1
(1.42)

Il s’agit de la branche de l’hyperbole qui est extérieure au centre de force F dans la figure 1.6.
La distance du périhélie au centre de force F est

rmin =
p

e − 1
= a(e+ 1) . (1.43)

ensuite
c = a+FS =

p

e2 − 1
+

p

e+ 1
=

p

e2 − 1
(1 + e − 1) =

ep

e2 − 1
.

enfin, en utilisant le fait que cos θ̃ = 1/e et la relation 1
cos2 θ̃

= 1 + tan2 θ̃, on obtient

e2 = 1 +
b2

a2 ⇒ b2 = a2(e2 − 1) =
p2

e2 − 1
.

9. Au moment du changement de variables dans l’intégrale il faut cette fois poser x = 1
e

(p
r + 1

)
au lieu de

x = 1
e

(p
r − 1

)
.
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Chapitre 2

Collisions

Nous appelons « collision » un processus d’interaction entre deux particules qui change
leur quantité de mouvement et leur énergie, et qui a lieu pendant un temps bref par rapport
au temps d’observation du système, si bien qu’on définit un « avant » et un « après » collision.
« Avant » et « après » la collision, on suppose que les particules sont suffisamment éloignées
pour que potentiel d’interaction soit négligeable : les particules sont pratiquement libres, se
déplacent à peu près de manière rectiligne et uniforme, et ont une énergie mécanique environ
égale à leur énergie cinétique.

Comme nous le verrons, beaucoup de propriétés et de résultats simples sur les collisions
peuvent être déduits des lois de conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie.
D’autres propriétés dépendent du potentiel d’interaction entre les particules, et l’étude des
trajectoires permet justement de remonter à la loi d’interaction si elle n’est pas connue.

2.1 Collisions élastiques

Nous appelons «élastique» une collision pour laquelle l’énergie cinétique totale des parti-
cules est conservée entre l’état « avant » la collision et « après » la collision. Il faut pour cela
qu’il n’y ait pas de conversion de l’énergie mécanique en d’autres formes d’énergie, comme
l’énergie interne des particules, la masse, la chaleur ou la radiation.

2.1.1 Collisions à une dimension

En une dimension, plutôt que de travailler avec des vecteurs, on préfère considérer des
quantités algébriques. Dans cette section, donc, v ne représente pas la norme (forcement posi-
tive) ‖~v‖ du vecteur vitesse ~v d’une particule, mais sa vitesse algébrique qui est positive si la
particule va dans un certain sens (par exemple, vers la droite) et négative si elle va dans l’autre
sens (vers la gauche). Autrement dit, v est définit par la relation ~v = v ~u, où ~u est un vecteur
unitaire de la dimension dans laquelle on travaille.

Considérons une collision entre deux particules de masse m1 et m2 qui a lieu en une di-
mension. Si l’on connait les vitesses v1 et v2 des particules avant la collision, on peut déduire
leurs vitesses après collision v′1 et v′2 en résolvant un système à deux équations et deux incon-
nues. Les inconnues sont v′1 et v′2, des quantités algébriques, et les équations viennent des loi
de conservation de l’impulsion et de l’énergie cinétique

m1v1 +m2v2 =m1v
′
1 +m2v

′
2 (2.1)

1
2
m1v

2
1 +

1
2
m2v

2
2 =

1
2
m1(v′1)2 +

1
2
m2(v′2)2 (2.2)

Sous l’hypothèse qu’il y a effectivement une collision, c’est-à-dire que v1 , v
′
1 et v2 , v

′
2, on

15
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trouve que v1 + v′1 = v2 + v′2 et 1

v′1 =
m1 −m2

m1 +m2
v1 +

2m2

m1 +m2
v2

v′2 =
2m1

m1 +m2
v1 +

m2 −m1

m1 +m2
v2

(2.3a)

(2.3b)

Collision à une dimension sur une particule initialement au repos

Analysons le cas particulier où la particule 2 est initialement au repos : v2 = 0. À partir des
formules générales (2.3a-2.3b), on obtient alors

v′1 =
m1 −m2

m1 +m2
v1 v′2 =

2m1

m1 +m2
v1 (2.4)

Selon le rapport des deux masses m1/m2, on observe les comportements suivants :

m1 =m2 =⇒ v′1 = 0, v′2 = v1 Les particule échangent leurs vitesses

m1�m2 =⇒ v′1 ' −v1, v′2 ' 0 La particule 1 rebondit

m1�m2 =⇒ v′1 ' v1, v′2 ' 2v1 La boule qui frappe le cochonnet

2.1.2 Collisions à deux ou trois dimensions

Dans le cas des collisions à deux ou trois dimensions, les équations fournies par la conser-
vation de la quantité de mouvement (deux ou trois équations) et de l’énergie cinétique (une
équation) ne suffisent pas pour déterminer les vitesses des particules après la collision à partir
des vitesses avant la collision. Des relations simples peuvent toutefois être trouvées si on décrit
la collision dans le référentiel du centre masse.

Collision à deux ou trois dimensions dans le référentiel au centre de masse

Plaçons-nous dans le référentiel du centre de masse Rc. Le positions des deux particules
dans Rc en fonction de ~r = ~r2 −~r1 sont, voir les équations (1.5),

~r1,c = − m2

m1 +m2
~r ~r2,c =

m1

m1 +m2
~r (2.5)

En introduisant la vitesse relative ~v = ~v2 − ~v1 =
.
~r et la masse réduite µ = m1m2/(m1 +m2), les

quantités de mouvement ~p1,c et ~p2,c des deux particules dans Rc avant le choc vérifient

~p1,c = −µ~v ~p2,c = µ~v

d’où on voit que
~p1,c = −~p2,c et p1,c = p2,c (2.6)

1. On récrit d’abord les équations sous la forme

m1
[
v2

1 − (v′1)2
]

=m2
[
(v′2)2 − v2

2

]
m1(v1 − v′1) =m2(v′2 − v2).

En divisant ces deux équations, on obtient v1 +v′1 = v′2 +v2 et donc v′2 = v1 +v′1−v2. En remplaçant cette expression
de v′2 dans l’équation ci-dessus, on obtient

m1(v1 − v′1)−m2(v1 + v′1 − 2v2) = 0 =⇒ v′1(m1 +m2) = 2m2v2 + (m1 −m2)v1 .
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En posant ~p ′1,c et ~p ′2,c les impulsions des particules dans Rc après le choc, la conservation de
la quantité de mouvement prend alors une forme très simple dans le référentiel du centre de
masse :

~p1,c + ~p2,c = ~0 = ~p ′1,c + ~p ′2,c (2.7)

ainsi que la conservation de l’énergie cinétique

p2
1,c

2

(
1
m1

+
1
m2

)
=

(p′1,c)
2

2

(
1
m1

+
1
m2

)
(2.8)

d’où
p1,c = p′1,c (2.9)

Le seul paramètre libre pour décrire la collision dans le référentiel du centre de masse est donc
la direction de ~p ′1,c que nous indiquerons par le vecteur unitaire ~n0 ou, de façon équivalente,
par l’angle χ entre ~v ′1,c et ~v1,c et, si l’on est en trois dimensions, la donnée du plan contenant les
vitesses ~v1,c et ~v ′1,c. On a ~p ′1,c = p1,c~n0 =m1v1,c~n0 et ~p ′2,c = −p1,c~n0 = −m1v1,c~n0. En repassant aux
vitesses :

~v ′1,c = v1,c ~n0 ; ~v ′2,c = −m1

m2
v1,c ~n0 (2.10)

comme le représente la figure 2.1. La direction ~n0 dépend de la loi d’interaction entre les par-
ticules qui rentrent en collision et de leur positions relative pendant le choc.

C

~v1,c ~v2,c

Avant

C

~v
′
1,c

~v
′
2,c

χ

Après

Figure 2.1 – Collision à deux ou trois dimensions dans le référentiel du centre de masse.

Collision à deux ou trois dimensions dans le référentiel du laboratoire

À partir des formules obtenues dans le référentiel du centre de masse, il est aisé d’exprimer
les vitesses finales des deux particules dans le référentiel du laboratoire

~v1
′ =

m2

m1 +m2
v~n0 +

m1~v1 +m2~v2

m1 +m2
~v2
′ = − m1

m1 +m2
v~n0 +

m1~v1 +m2~v2

m1 +m2
(2.11)

où v = ‖~v2 − ~v1‖ et ~n0 est la direction de ~v ′1,c, vitesse de la particule 1 après collision dans le
référentiel du centre de masse.

Considérons maintenant le cas particulier où la particule 2 est initialement au repos dans le
référentiel du laboratoire, comme montré en figure 2.2. Dans ce cas, il est possible d’exprimer
simplement les angles θ1 = ( ̂~v1, ~v1

′) et θ2 = ( ̂~v1, ~v2
′) entre des vitesses finales ~v1

′ et ~v2
′ des deux

particules par rapport à la direction de la vitesse initiale ~v1, en fonction de χ = ( ̂~v1,c, ~v
′

1,c), angle
entre ~v1,c et ~v ′1,c dans le référentiel du centre de masse. (On suppose dans cette section que les
angles θ1, θ2 et χ ne sont pas orientés.)

Pour cela écrivons les impulsions ~p1
′ et ~p2

′ dans le référentiel du laboratoire. À partir des
équations (2.11), pour ~v2 = 0 et v = v1, avec µ =m1m2/(m1 +m2) la masse réduite, on obtient

~p1
′ = µv1~n0 +

m1

m2
µ~v1 (2.12)

~p2
′ = −µv1~n0 +µ~v1 (2.13)



18 CHAPITRE 2. COLLISIONS

m2m1

~v1

Avant

m1
~v
′
1

m2
~v ′2

θ2

θ1

Après

Figure 2.2 – Collision à deux dimensions dans le référentiel du laboratoire, dans le cas où la particule
2 est initialement au repos.

On peut alors représenter les vecteurs apparaissant dans ces expressions sur un cercle de centre
O et de rayon R = µv1 comme dans la figure 2.3, avec

~OC = µv1~n0, ~AO =
m1

m2
µ~v1, ~OB = µ~v1

~p1
′ = ~OC + ~AO = ~AC ~p2

′ = − ~OC + ~OB = ~CB

On a donc

Figure 2.3 – Collision à deux dimensions dans le référentiel du laboratoire, dans le cas où la particule
2 est initialement au repos. Construction géométrique permettant d’exprimer les angles θ1 et θ2 des
vitesses sortantes ~v1

′ et ~v2
′, par rapport à la vitesse entrante ~v1 (voir la figure 2.2). L’angle χ est

l’angle entre ~v1,c et ~v ′1,c dans le référentiel du centre de masse (voir la figure 2.1).

‖~p1
′‖sinθ1 = µv1 sinχ ‖~p2

′‖sinθ2 = µv1 sinχ (2.14)

‖~p1
′‖cosθ1 =

m1

m2
µv1 +µv1 cosχ ‖~p2

′‖cosθ2 = µv1 −µv1 cosχ (2.15)

d’où
tanθ1 =

sinχ
m1
m2

+ cosχ
; tanθ2 =

sinχ
1− cosχ

=
1

tan χ
2

=⇒ θ2 =
π −χ

2
(2.16)

Dans le cas particulier où m1 =m2, on obtient :

θ1 =
χ
2

; θ1 +θ2 =
π
2
. (2.17)

Remarquons que l’angle θ1 est une fonction décroissante dem1/m2. On en déduit que θ1 +θ2 >
π
2 pourm1 < m2, comme dans la figure 2.3, panneau de gauche, et que θ1+θ2 <

π
2 pourm1 > m2.
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Pour ceux d’entre vous qui préfèrent l’algèbre à aux raisonnements géométriques, on peut
arriver au même résultat (2.17) pour le casm1 =m2 directement par le calcul suivant. La conser-
vation de la quantité de mouvement nous permet d’affirmer qu’il exsite un vecteur ~q tel que

~p1
′ =

~p1

2
+ ~q ~p2

′ =
~p1

2
− ~q (2.18)

La conservation de l’énergie cinétique, où l’on a tout multiplié par 2m, donne

p2
1 + 02 =

(~p1

2
+ ~q

)2
+
(~p1

2
− ~q

)2
=
p2

1
2

+ 2q2 ⇒ q2 =
p2

1
4

(2.19)

Si on calcule le produit scalaire entre ~p1
′ et ~p2

′ on obtient

~p1
′ · ~p2

′ =
p2

1
4
− q2 = 0, (2.20)

montrant bien que ~p1
′ et ~p2

′ sont orthogonaux.

2.2 Collisions inélastiques : la désintégration

Lors d’une collision inélastique, l’énergie cinétique totale des particules avant et après col-
lision n’est pas la même. Il y a donc eu une conversion entre l’énergie cinétique des particules et
une ou plusieurs autres formes d’énergie. Par exemple, lors de la collision d’une voiture contre
un mur, l’énergie cinétique de la voiture se convertit en énergie de déformation du métal et en
chaleur.

Comme exemple de processus inélastique, nous allons étudier la désintégration spontanée
d’une particule en deux particules indépendantes.

C

Avant

C

~p
′
1,c

~p
′
2,c

Après

Figure 2.4 – Desintegration d’une particule dans le référentiel du centre de masse.

Considérons une particule initialement au repos qui se désintègre en deux parties indépen-
dantes, et plaçons-nous dans le référentiel du centre de masse Rc. Si on appelle encore ~p ′1,c et
~p ′2,c les quantités de mouvement des particules sortantes, comme en Figure 2.4, et Eint l’éner-
gie interne de la particule mère avant désintégration, et E1,int et E2,int les énergies internes des
particules après désintégration, la conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie
donnent :

~0 = ~p ′1,c + ~p ′2,c ⇒ ~p ′1,c = −~p ′2,c ≡ ~p0 (2.21)

Eint = E1,int +E2,int +
p2

0
2m1

+
p2

0
2m2

(2.22)

En introduisant l’énergie de désintégration ε,

ε = Eint − (E1,int +E2,int) > 0 (2.23)

on a les relations simples

ε =
p2

0
2

(
1
m1

+
1
m2

)
=
p2

0
2µ

⇒ p0 =
√

2µε avec µ =
m1m2

m1 +m2
(2.24)
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et pour les modules des vitesses des deux particules sortantes,

v ′1,c =
p0

m1
v ′2,c =

p0

m2
(2.25)

2.3 Diffusion de particules

2.3.1 Diffusion par un potentiel U (r)

O

ρ

Aχ

φ
0

Figure 2.5 – Diffusion d’une particule sur un centre de force immobile O. La particule viens de la
droite, avec une vitesse initiale parallèle à l’axe des x. ρ est la distance de visée et χ est l’angle de
déviation.

Nous considérons dans cette section la diffusion d’une particule de massem dans un poten-
tiel central U (r), le centre de force étant immobile en O comme en figure 2.5. Nous appelons
A le point de la trajectoire le plus proche du centre, et φ0 l’angle formé par [OA) et chacun des
deux asymptotes de l’orbite, l’orbite étant symétrique par rapport à la droite (OA). Comme le
montre la discussion en section 1.2.1 sur les mouvements a force centrale, la trajectoire de la
particule est symétrique par rapport au point le plus proche du centre. L’angle de déflexion de
la particule sera appelé χ et on a

χ = π − 2φ0 (2.26)

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent pour le mouvement d’une particule dans un
champ de force central, l’angle φ0 s’exprime en termes d’une intégrale radiale. En particulier
il faut utiliser l’équation (1.20) où φ0 = ∆θ/2 et où l’on remplace µ par m et rmax par l’infini

φ0 =
∫ ∞
rmin

L

mr2
dr√

2
m

(
E −Ueff(r)

) =
∫ ∞
rmin

L

r2
dr√

2m
(
E −U (r)

)
− L2

r2

(2.27)

On rappelle que rmin annule l’expression sous la racine au dénominateur. On peut re-exprimer
l’intégrale en (2.27) en utilisant comme constantes, au lieu de E et L, la vitesse à l’infini de la
particule v∞ et la distance de visée ρ, les constantes E et L étant liés à v∞ et ρ par

E =
1
2
mv2
∞ (2.28)

L =
∣∣∣~r ∧m~v ∣∣∣ = ρmv∞ (2.29)
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On obtient alors :

φ0 =
∫ ∞
rmin

ρ

r2
dr√

1− ρ
2

r2 −
2U (r)
mv2
∞

(2.30)

L’angle de déflexion χ est ensuite déduit de l’équation (2.26).

2.3.2 Section efficace différentielle de diffusion

Considérons maintenant un faisceau de particules identiques qui vont vers le centre de
force O avec la même vitesse v∞ et des paramètres de visée ρ différents. Posons n le courant
incident de particules, c’est-à-dire le nombre de particules qui traversent l’unité de de surface
d’une section droite de faisceau par unité de temps. (Autrement dit, pendant un temps dt, un
élément de surface dS perpendiculaire à la trajectoire est traversé par ndS dt particules. Le
courant n s’exprime donc en m−2 · s−1.)

Les particules, ayant des paramètres de visée ρ différents, sont défléchies sous différents
angles, et nous notons dN le nombre de particules diffusées par unité de temps avec un angle
de déflexion compris entre χ et χ + dχ. La quantité dN s’exprime donc en s−1. Comme dN est
proportionnel au flux incident de particules, on introduit le rapport

dσ =
dN
n

(2.31)

où dσ a la dimension d’une surface et s’appelle section efficace différentielle de diffusion. Considé-
rons le cas simple où l’angle χ = χ(ρ) est une fonction strictement décroissante donc admettant
une fonction réciproque : plus le paramètre de visé est grand, plus l’angle de déflexion est pe-
tit. Dans ce cas, les particules qui sont diffusées dans l’intervalle [χ,χ + dχ] sont celles pour
lesquelles ρ est dans l’intervalle [ρ(χ) + dρ(χ),ρ(χ)], où ρ(χ) est la fonction réciproque de χ(ρ)
et où dρ(χ) = dρ

dχ dχ < 0 puisqu’on a suppose χ(ρ) décroissante. On a donc :

dN = n× 2πρ(χ)
∣∣∣∣∣dρdχ

∣∣∣∣∣dχ (2.32)

Par comparaison de (2.31) et de(2.32), on déduit l’expression de la section efficace différentielle
de diffusion

dσ = 2πρ(χ)
∣∣∣∣∣dρdχ

∣∣∣∣∣ dχ (2.33)

Le plus souvent, on rapporte la section efficace différentielle de diffusion à un élément d’angle
solide dΩ plutôt qu’à un élément d’angle plan dχ, comme représenté en figure 2.6

dΩ = 2π sinχdχ (2.34)

On a alors

dσ =
ρ(χ)
sinχ

∣∣∣∣∣dρdχ

∣∣∣∣∣ dΩ (2.35)

L’interprétation géométrique de la section efficace différentielle est alors la suivante : dσ est la
mesure de la surface perpendiculaire au flux incident dans laquelle doit passer les particules
incidentes pour être déviées dans l’angle solide dΩ, dans la direction χ.

2.3.3 Diffusion de Rutherford

Dans la cas particulier d’une particule chargée dans un potentiel de Coulomb

U (r) =
α
r

(2.36)
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Figure 2.6 – Section efficace différentielle de diffusion d’une particule sur un centre de force immo-
bile O.

(répulsif si α > 0 ou attractif si α < 0), on peut calculer l’intégrale (2.30) pour obtenir 2

φ0 = arccos


α

mρv2
∞√

1 +
(

α
mρv2

∞

)2

 (2.38)

ou, plus simplement,

φ0 = arctan
mρv2

∞
α

(2.39)

comme on peut le voir à partir du dessin de la figure 2.7
Nous pouvons maintenant calculer la section efficace différentielle de diffusion (2.33) ou

(2.35). À partir de l’équation (2.39) et de la relation

φ0 =
π
2
− χ

2
⇒ tanφ0 = cotan

χ
2

(2.40)

2. On complète le carré sous la racine au dénominateur

φ0 =
∫ ∞
rmin

ρ

r2
dr√

1− ρ
2

r2 − 2α
rmv2

∞

=
∫ ∞
rmin

ρ

r2
dr√

1 +
(

α
mρv2

∞

)2
−
(
ρ
r + α

mρv2
∞

)2

On pose

x =
ρ

r
+

α

mρv2∞
, x2

min = 1 +
(

α

mρv2∞

)2

Cette notation se justifie par le fait que rmin a été définie comme la valeur de r pour laquelle le dénominateur
s’annule. Donc, lorsque r = rmin, on a x = xmin. On fait maintenant le changement de variable r → x, puis le
changement x→ y = x/xmin :

φ0 =
∫ xmin

α
mρv2∞

dx√
x2

min − x2
=

∫ 1

1
xmin

α
mρv2∞

dy√
1− y2

= −arccos(1) + arccos
(

1
xmin

α

mρv2∞

)
. (2.37)
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x

1
√ 1 + x

2

φ0

Figure 2.7 – Sur la figure, on a cosφ0 = x/
√

1 + x2 et tanφ0 = 1/x. On en déduit que φ0 =
arccos x√

1+x2
= arctan1

x .

on obtient

tan2φ0 =
m2v4

∞
α2 ρ2 ⇒ ρ2 =

α2

m2v4
∞

cotan2 χ
2

(2.41)

qui différenciée donne 3 en fonction de dχ :

dσ = π
(
α

mv2
∞

)2 cos χ2
sin3 χ

2

dχ (2.42)

et en fonction de dΩ :
dΩ = 2π sinχdχ = 4π sin

χ
2

cos
χ
2

dχ (2.43)

on obtient

dσ =
(

α

2mv2
∞

)2 dΩ

sin4 χ
2

(2.44)

2.3.4 Diffusion aux petits angles

Dans cette section, on ne suppose plus que U (r) = α/r, on considère à nouveau le cas gé-
néral. Nous considérons ici le cas où la distance de visée ρ est grande, le potentiel U (r) est

Figure 2.8 – Diffusion à petits angles d’une particule sur un potentiel central U (r) de centre de force
immobileO. Au premier ordre, on calcule l’effet du potentiel diffuseur sur la trajectoire non perturbée
de la particule.

faible, et par conséquent les angles de déflexion sont petits. La particule de masse m vient de

3. On rappelle la relation
d

dx
cotanx = − 1

sin2 x
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la gauche avec un paramètre de visée ρ et une quantité de mouvement ~p parallèle à l’axe des
x :

~p = p~ex avec p =mv∞ (2.45)

À cause du potentiel diffuseur, sa trajectoire est légèrement déviée si bien qu’après collision
la quantité de mouvement de particule ~p ′ a une petite composante selon y (on suppose que la
collision a lieu dans le plan xy). On se rappelle que (par conservation de l’énergie) ‖~p‖ = ‖~p ′‖ =
p =mv∞ et on obtient

~p ′ = p′x~ex + p′y ~ey avec p′y = p sinχ ' pχ ⇒ χ '
p′y
mv∞

. (2.46)

De l’équation de Newton on déduit

.
py = Fy ⇒ p′y =

∫ ∞
−∞
Fy(t)dt (2.47)

et on a par ailleurs 4

Fy = −∂U
∂y

= −dU (r)
dr

dr
dy

= −dU
dr

y

r
(2.48)

Pour évaluer l’intégrale (2.47) au premier ordre en U , nous approchons la trajectoire réelle
dans (2.48) par la trajectoire non perturbée de la particule

y ' ρ ; vx ' v∞ ⇒ dt ' dx
v∞

(2.49)

d’où

p′y ' −
ρ

v∞

∫ ∞
−∞

dU
dr

dx
r

= −2
ρ

v∞

∫ ∞
0

dU
dr

dx
r

(2.50)

Or, en changeant de variable de x à r, avec

r2 = x2 + ρ2 ; x =
√
r2 − ρ2 ; dx =

r dr√
r2 − ρ2

(2.51)

on obtient

χ ' −
2ρ
mv2
∞

∫ ∞
ρ

dU
dr

dr√
r2 − ρ2

(2.52)

Qui donne l’angle de déflexion dans la limite des petits angles.

2.3.5 Section efficace à petits angles pour un potentiel U = αr−n

Considérons la diffusion à petits angles sur un potentiel de la forme

U =
α
rn

n > 0 (2.53)

À l’aide de l’équation (2.52) on obtient directement

χ =
2ραn
mv2
∞

∫ ∞
ρ

dr

rn+1
√
r2 − ρ2

(2.54)

ensuite on change de variable en introduisant u

u =
ρ2

r2 ; du = −2ρ2 dr
r3 (2.55)

4. On utilise r =
√
x2 + y2 pour obtenir dr

dy = y
r .
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on obtient

χ =
αn

mv2
∞ρn

∫ 1

0

u
n−1

2 du
√

1−u
(2.56)

L’intégrale (2.56) est une intégrale d’Euler de première espèce B(x,y) qui s’exprime en termes
de la fonction Γ d’Euler comme suit

B(x,y) =
∫ 1

0
ux−1(1−u)y−1 du =

Γ (x)Γ (y)
Γ (x+ y)

(2.57)

La fonction Γ est une généralisation à tous les réels de la factorielle : si z est un entier positif,
alors Γ (z) = (z − 1)! = 1× 2× · · · × (z − 1). Pour nous x = n+1

2 et y = 1
2 . Sachant que

Γ

(1
2

)
=
√
π et Γ (z+ 1) = zΓ (z) (2.58)

on a donc

χ =
A
ρn

avec A =
2α
√
π

mv2
∞

Γ (n+1
2 )

Γ (n2 )
(2.59)

Le rapport Γ (n+1
2 )/Γ (n2 ) vaut Γ (1)/Γ (1/2) = 1/

√
π pour n = 1, et Γ (3/2)/Γ (1) =

√
π/2 pour n = 2, et

Γ (2)/Γ (3/2) = 2/
√
π pour n = 3, etc. La section efficace différentielle de diffusion est donnée par

l’équation (2.35) avec sinχ ' χ

dσ =
ρ(χ)
χ

∣∣∣∣∣dρdχ

∣∣∣∣∣dΩ (2.60)

pour notre cas, avec la relation (2.59), on obtient

dσ =
1
n
A

2
nχ−2(1+ 1

n ) dΩ (2.61)

Nous terminons avec la remarque troublante que, pour un potentiel non à support compact, la
section efficace totale de diffusion, obtenue en intégrant la section efficace différentielle dσ sur
l’angle solide dΩ, diverge à cause des petits angles χ→ 0.

Ceci se comprend à partir de l’interprétation géométrique de la section efficace : σ est la
mesure de la surface perpendiculaire au flux incident dans laquelle doit passer les particules
incidentes pour être déviées dans une direction quelconque. Or, en mécanique classique, pour
un potentiel qui n’est pas à support compact, la déviation χ est non nulle même si ρ est très
grand, et donc σ est infini.
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Chapitre 3

Équations de Lagrange

Dans le formalisme lagrangien, les équations du mouvement, qui prennent une forme très
élégante et compacte, résultent de la minimisation d’une quantité, l’action, par une approche
variationnelle. Ce formalisme, qui se révèle fructueux dans de nombreux domaines de la phy-
sique dont la théorie quantique des champs et la relativité, est aussi précieux en mécanique car
il permet d’absorber toutes les contraintes mécaniques d’un système dans un choix opportun
de coordonnées indépendantes. Enfin, comme nous le verrons, les équations de Lagrange ont la
propriété remarquable de garder la même forme par changement de systèmes de coordonnées.

3.1 Coordonnées généralisées

Dans un système mécanique, le nombre de quantités scalaires (longueurs et angles, prin-
cipalement) qu’il faut préciser pour caractériser entièrement la position d’un système est le
nombre de degrés de liberté. Par exemple, un point matériel dans l’espace a trois degrés de li-
berté, qui peuvent être (x, y, z) ou (r, θ, φ) ou (ρ, z, φ) ou autre. Un solide indéformable en a
six parce qu’il faut préciser, en plus de sa position, son orientation.

Considérons un système à s degrés de liberté, où la position du système est déterminée de
façon univoque par s grandeurs dites coordonnées généralisées q1,q2, . . .qs, que nous allons noter
globalement avec une seule lettre q

q = (q1,q2, . . . , qs) (3.1)

Si par exemple notre système est constitué de N points matériels, nous avons :

q = (x1, y1, z1,x2, y2, z2, . . . ,xN , yN , zN ) et s = 3N (3.2)

Figure 3.1 – Pendule simple.

Si, autre exemple, notre système est un pendule constitué d’un point matériel de masse m
qui bouge sur un cercle de rayon fixé comme dans la figure, nous aurons :

q ≡ θ et s = 1 (3.3)

27



28 CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DE LAGRANGE

Bien que la position du système soit entièrement déterminée par les coordonnées q à un temps
donné, son état mécanique ne l’est pas. Nous voulons dire par là que la connaissance de q au
temps t ne suffit pas à déterminer la position du système à des temps successifs t′ > t. L’état
mécanique du système est par contre déterminé si l’on connaît l’ensemble des coordonnées gé-
néralisées q et des vitesses généralisées .

q :

.
q ≡ ( .

q1,
.
q2, . . . ,

.
qs) =

(
dq1(t)

dt
,
dq2(t)

dt
, . . . ,

dqs(t)
dt

)
(3.4)

où la notation
.
f = df (t)

dt indique la dérivée temporelle. Ceci est une conséquence du fait que
les accélérations ..

q à un instant t sont complètement déterminées par les q et les .
q au même

instant, c’est-à-dire qu’il existe des fonctions f = (f1, f2, . . . , fs) telles que

..
q(t) = f

(
q(t), .

q(t)
)

(3.5)

(Cette notation signifiant ..
qi(t) = fi

(
q(t), .

q(t)
)

= fi
(
q1(t), . . . , qs(t),

.
q1(t), . . . , .

qs(t)
)

pour i = 1, . . . , s. Il
y a donc s fonctions fi qui dépendent chacune de 2s variables.) On voit bien que dans ce cas, à
partir de q(t) et .

q(t) nous pouvons calculer q(t + dt) et .
q(t + dt) par intégration infinitésimale :

q(t + dt) = q(t) + .
q(t)dt (3.6)

.
q(t + dt) = .

q(t) + f
(
q(t), .

q(t)
)
dt (3.7)

et ainsi de suite, pour déterminer les équations du mouvement à partir d’une condition initiale
q(0), .

q(0). Les relations (3.5) qui associent les accélérations aux coordonnées et aux vitesses,
sont appelées les équations du mouvement. Il s’agit d’équations différentielles du second ordre
en les q(t). Dans le cas deN particules en coordonnées cartésiennes (3.2), les 3N équations (3.5)
sont les N équations de Newton (une équation par particule) projetées sur les axes x, y et z

..
x1 = f1(x1, y1, z1, . . . ,xN , yN , zN ,

.
x1,

.
y1,

.
z1, . . . ,

.
xN ,

.
yN ,

.
zN ) où f1 =

F1x

m1
(3.8)

..
y1 = f2(x1, y1, z1, . . . ,xN , yN , zN ,

.
x1,

.
y1,

.
z1, . . . ,

.
xN ,

.
yN ,

.
zN ) où f2 =

F1y

m1
(3.9)

...
..
zN = f3N (x1, y1, z1, . . .xN , yN , zN ,

.
x1,

.
y1,

.
z1, . . .

.
xN ,

.
yN ,

.
zN ) où f3N =

FNz
mN

(3.10)

où la force agissant sur la particule i (i = 1, . . . ,N ) est ~Fi = Fi,x~ex + Fi,y~ey + Fi,z~ez. Cette force
dépend a priori des positions et éventuellement des vitesses de toutes les particules.

3.2 Principe de moindre action

Selon le principe de moindre action, tout système mécanique est caractérisé par une fonction
L(q, .

q, t) des coordonnées, des vitesses et du temps, telle que, si l’on considère la trajectoire du
système entre deux instants t1 et t2 où les positions du système q(1) et q(2) sont fixées, l’intégrale

S =
∫ t2

t1

L(q, .
q, t)dt (3.11)

est minimale. La fonction L s’appelle Lagrangien, et S donnée par l’intégrale (3.11) action.
Attention, on change ici de point de vue : quand on résout les équations du mouvement de

Newton, on est habituellement intéressé par la question suivante : étant données les positions
q(1) et les vitesses .

q(1) à l’instant initial t1, quelle est la trajectoire ? En particulier, où se trouve le
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système à l’instant t2 ? Dans le cadre du principe de moindre action, on cherche la trajectoire en
se donnant les positions initiale q(1) et finale q(2). En particulier, on trouvera la vitesse initiale.

Établissons maintenant les équations du mouvement à partir de ce principe. Pour simplifier
nous allons considérer d’abord un système à un seul degré de liberté, si bien que la position du
système est caractérisée par la valeur d’une seule coordonnée q. Soit q(t) la fonction qui rend
S minimale. Cela implique que si l’on remplace q(t) par une fonction de la forme

q(t) + δq(t) (3.12)

où δq(t) est une petite variation non-nulle, l’intégrale (3.11) croît. Nous allons calculer la varia-
tion δS de S induite par une variation δq(t) de q(t) que l’on suppose petite. Notons cependant
que, puisque la position du système aux temps t = t1 et t = t2 est imposée, nous devons prendre
des variations δq(t) qui s’annulent au bord de l’intervalle de temps considéré

δq(t1) = δq(t2) = 0 . (3.13)

Le changement de l’action S , lorsqu’on remplace q(t) par q(t) + δq(t), est donné par∫ t2

t1

L(q+ δq, .
q+ δ .

q, t)dt −
∫ t2

t1

L(q, .
q, t)dt (3.14)

Le fait que (3.11) soit minimal pour q = q(t) implique que la différence (3.14) est nulle au
premier ordre en δq(t) pour toute variation δq(t) qui respecte la relation (3.13). En indiquant
δS la variation de S au premier ordre, on a donc :

δS = δ
∫ t2

t1

L(q, .
q, t)dt =

∫ t2

t1

(
∂L
∂q
δq+

∂L
∂

.
q
δ

.
q

)
dt = 0 (3.15)

On remarque que

δ
.
q ≡ d

dt
(q(t) + δq(t))− d

dt
q(t) =

d
dt
δq(t) (3.16)

et on intègre un terme dans (3.15) par parties :∫ t2

t1

∂L
∂

.
q
δ

.
q =

∂L
∂

.
q
δq

∣∣∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

(
d
dt
∂L
∂

.
q

)
δqdt (3.17)

Grâce à la condition (3.13), le terme tout intégré dans (3.17) est nul. On obtient alors

δS =
∫ t2

t1

(
∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂

.
q

)
δqdt = 0 (3.18)

L’annulation de δS pour toute variation δq entraîne

d
dt
∂L
∂

.
q

=
∂L
∂q

(3.19)

Faisons attention à la signification de cette formule. L est une fonction de trois variables q, .
q

et t. Les dérivées partielles ∂L/∂q et ∂L/∂ .
q sont aussi des fonctions des trois variables q, .

q et t.
Pour chaque valeur de t, on évalue ces fonctions avec q la position q(t) du système au temps t,
.
q sa vitesse .

q(t) au temps t et, bien sûr t. Dit autrement, on a écrit ∂L/∂q comme un raccourci
de ∂L

∂q

(
q(t), .

q(t), t
)
, et idem pour ∂L/∂ .

q. Du coup, dans l’expression (3.19), ∂L/∂q et ∂L/∂ .
q sont

maintenant deux fonctions du temps. On peut donc dériver par rapport au temps, et écrire une
égalité.

Les notations sont une difficulté de ce sujet : L’écriture .
q est parfois la dérivée temporelle

de la trajectoire q(t), et parfois le nom de la deuxième variable de L. Quand on écrit L, on veut
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parfois dire la fonction de trois variables (q, .
q et t), et parfois la fonction du temps L

(
q(t), .

q(t), t
)

que l’on obtient en appliquant cette fonction aux trois variables q(t), .
q(t) et t.

S’il y a plusieurs degrés de liberté, les s fonctions qs doivent pouvoir varier indépendam-
ment, et on obtient alors s équations pour j = 1,2, . . . , s

d
dt
∂L
∂

.
qj

=
∂L
∂qj

(3.20)

qui représentent les équations du mouvement recherchées. On appelle les (3.20) les équations
de Lagrange. Remarquons que les équations ont la même forme, quel que soit le type de co-
ordonnées que l’on utilise : qj peut être une longueur, un angle, etc., l’équation de Lagrange
associée à une coordonnée qj donnée garde toujours la même forme.

Remarquons enfin que le rajout à L de la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction
f (q, t) des coordonnées et du temps ne change l’action S que d’une quantité dont la variation
est nulle, et donc ne change pas les équations du mouvement. On a en effet :

S ′ =
∫ t2

t1

(
L(q, .

q, t) +
d
dt
f (q, t)

)
dt =

∫ t2

t1

L(q, .
q, t)dt + f (q(2), t)− f (q(1), t) (3.21)

ce qui montre que δS ′ = δS . Dans l’écriture ci-dessus, q et .
q sont en fait q(t) et .

q(t). Il faut
s’habituer à ce genre de raccourcis. De même, la multiplication de L par une constante change
l’action, mais ne change pas les équations du mouvement.

3.3 Lagrangien d’une particule libre

Considérons le cas d’une particule libre. On a dans ce cas

q = (q1,q2,q3) = (x,y,z) (3.22)

où (x,y,z) sont les coordonnées cartésiennes de la particule. Nous savons que dans un référen-
tiel galiléen les équations du mouvement de la particule libre sont

m
..
x = 0 ⇒ d

dt
(m .
x) = 0 (3.23)

m
..
y = 0 ⇒ d

dt
(m .
y) = 0 (3.24)

m
..
z = 0 ⇒ d

dt
(m .
z) = 0 (3.25)

par comparaison avec (3.20), on voit qu’on peut prendre

∂L
∂

.
x

=m .
x,

∂L
∂

.
y

=m .
y,

∂L
∂

.
z

=m .
z, et

∂L
∂x

=
∂L
∂y

=
∂L
∂z

= 0 (3.26)

ce qui correspond à un Lagrangien pour une particule libre de la forme 1

L =
1
2
mv2 avec v2 = .

x2 + .
y2 + .

z2 (3.27)

Le fait que le Lagrangien soit une fonction du module v de la vitesse de la particule reflète
l’isotropie de l’espace. Le fait qu’elle ne dépende pas des coordonnées ni du temps reflète le
fait que l’espace est homogène et le temps uniforme. Autrement dit, en l’absence de potentiel
extérieur sur la particule (elle est libre), les équations du mouvement ne peuvent pas dépendre
de l’endroit où la particule se trouve, de la direction selon laquelle elle avance, ni du temps
auquel on regarde.

1. En tant que dérivée totale d’une fonction du temps, la constante d’intégration peut être omise.
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3.3.1 Exemple : géodésique sur la sphère

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré une particule libre dans l’espace à trois
dimensions. L’utilisation des coordonnées cartésiennes est naturelle dans ce cas. Considérons
maintenant une particule toujours libre, dans le sens qu’elle n’est pas soumise à un potentiel
extérieur, mais qui vit en dimension deux sur une sphère. Pour écrire le Lagrangien, nous
devons dans ce cas exprimer v2, le carré de la vitesse, à l’aide de coordonnées angulaires (θ,ϕ)
sur la sphère, c’est-à-dire en coordonnées sphériques. Pour cela, on remarque que

v2 =
(

dl
dt

)2

=
(dl)2

(dt)2 (3.28)

Il suffit donc d’exprimer la longueur de l’élément d’arc dl dans le système de coordonnées
correspondant. Pour un point M sur la sphère de centre O et de rayon R, nous avons

d
−−−→
OM = Rdθ ~uθ +Rsinθdϕ ~uϕ (3.29)

donc
(dl)2 = d

−−−→
OM ·d

−−−→
OM = R2(dθ)2 +R2 sin2θ (dϕ)2 (3.30)

et
L =

1
2
mv2 =

1
2
mR2

( .
θ2 + sin2θ

.
ϕ2

)
(3.31)

Une chose remarquable est que dans n’importe quel système de coordonnées, les équations du
mouvement gardent la même forme

d
dt
∂L
∂

.
θ

=
∂L
∂θ

(3.32)

d
dt
∂L
∂

.
ϕ

=
∂L
∂ϕ

(3.33)

Si nous fixons deux points A et B sur la sphère donnant la position de la particule à deux temps

Figure 3.2 – Selon les équations de Lagrange, une particule libre sur une sphère va d’un point A à
un point B de la sphère en suivant une géodésique.

t1 et t2 respectivement, nous pouvons montrer que d’après les équations de Lagrange (3.32)-
(3.33) la particule parcourt l’arc de grand cercle qui lie les deux points à vitesse angulaire
constante. À cette fin, remarquons que l’on peut toujours orienter le repère des coordonnées
sphériques de sorte que les deux pointsA et B se trouvent tous les deux sur l’équateur avec θA =
θB = π/2, comme indiqué en figure 3.2. Les équations du mouvement (3.32)-(3.33) donnent :

d
dt

.
θ = sinθ cosθ

.
ϕ2 (3.34)

d
dt

(
sin2θ

.
ϕ
)

= 0 (3.35)
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On voit facilement que

θ(t) =
π
2

; ϕ(t) = ϕA +
ϕB −ϕA
t2 − t1

(t − t1) (3.36)

est une solution des équations (3.34)-(3.35) qui respecte les conditions aux limites 2. Dans la
solution (3.36) qui minimise l’action (3.11), la particule suit la géodésique (la courbe la plus
courte) qui relie les deux points avec une vitesse angulaire constante.

3.3.2 Exercice : solution des équations du mouvement sur la sphère

Dans cet exercice, nous allons résoudre en général les équations (3.34)-(3.35) pour trouver
toutes les solutions compatibles avec les conditions aux limites suivantes pour les temps t1 = 0
et t2 = tf :

θ(0) =
π
2

; ϕ(0) = 0 et θ(tf ) =
π
2

; ϕ(tf ) = ϕB (3.37)

Pour simplifier, on prendra m = 1, R = 1.
• Quantités conservées

Pour commencer remarquons que, puisque la particule est libre, l’énergie mécanique
(ici seulement cinétique) donnée par l’équation (3.31) est une quantité conservée

E =
1
2

( .
θ2 + sin2θ

.
ϕ2

)
(3.38)

(C’est le sujet du chapitre suivant, mais on peut le vérifier directement en dérivant cette
quantité par rapport au temps et en utilisant les équations de Lagrange.) Ensuite, l’équa-
tion (3.35) nous indique une deuxième quantité conservée,

Lz = sin2θ
.
ϕ , (3.39)

qui, comme nous le verrons plus tard, est la composante selon z du moment cinétique.

• La variable u = cos(θ) évolue comme la position d’un oscillateur harmonique
En utilisant (3.39) pour exprimer

.
ϕ en fonction de Lz et de θ, et en remplaçant le résultat

dans (3.38), on obtient

E =
1
2

( .
θ2 +

L2
z

sin2θ

)
⇒ E sin2θ =

1
2

( .
θ2 sin2θ +L2

z

)
(3.40)

Changeons maintenant de variable, de θ à u = cosθ :

u = cosθ ; du = −sinθdθ ; .
u = −

.
θ sinθ (3.41)

En introduisant Ẽ ≡ E − L
2
z

2 et ω ≡
√

2E, l’équation (3.40) prend la forme

E(1−u2) =
1
2

( .
u2 +L2

z

)
⇒ Ẽ =

1
2

.
u2 +

1
2
ω2u2 , (3.42)

donnant formellement l’énergie Ẽ d’un oscillateur harmonique de pulsation ω. Comme
montré en figure 3.3, la coordonnée u effectue un mouvement harmonique à la pulsation
ω, dont l’amplitude dépend de l’énergie Ẽ.

2. Par contre, on se convainc facilement que (3.36) n’est pas la seule solution des équations du mouvement
compatible avec les conditions aux limites. En effet, le fait de fixer les points et les temps de départ et d’arrivée sur
la sphère ne détermine pas la trajectoire de façon univoque. Selon la valeur de la vitesse initiale, on pourrait par
exemple faire le tour long, c’est-à-dire parcourir 2π−ϕ au lieu de ϕ, ou même faire plusieurs tours avant d’atteindre
le point B. La solution complète des équations du mouvement est abordée dans l’exercice facultatif suivant.
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Figure 3.3 – La coordonnée u effectue un mouvement harmonique à la pulsation ω. L’amplitude du
mouvement dépend de l’énergie Ẽ.

• Solutions pour θ(t) et ϕ(t) dans le cas Ẽ = 0 où l’oscillateur est au repos.

Considérons le cas Ẽ = 0 correspondant à E = L2
z

2 , où l’oscillateur effectif représenté en
figure 3.3 est au repos au fond du puits de potentiel. On a dans ce cas .

u = 0 et donc,
pour satisfaire aux conditions aux limites,

.
θ = 0 avec θ = π/2. L’équation (3.35) nous

dit alors que
.
ϕ est constante. La solution des équations (3.34) et (3.35) satisfaisant aux

conditions aux limites (3.37) est alors

θ(t) =
π
2

; ϕ(t) =
(
ϕB + 2πn

tf

)
t avec n ∈Z (3.43)

La solution (3.36) représentée en figure 3.2 correspond à n = 0.

• Solutions pour θ(t) et ϕ(t) dans le cas Ẽ > 0 où la variable u = cos(θ) oscille.

Considérons maintenant le cas Ẽ > 0 correspondant à E > L2
z

2 . La solution générale pour
le mouvement harmonique de la variable u est dans ce cas

u(t) = Acos(ωt) +Bsin(ωt) (3.44)

Les conditions (3.37) en t = 0 imposent u(0) = 0 donc A = 0. On a donc

u = Bsin(ωt) ; .
u = −ωBcos(ωt) (3.45)

La conservation de l’énergie Ẽ pour t = 0 fixe la valeur de B :

Ẽ =
ω2B2

2
⇒ B2 = 1− L

2
z

2E
< 1 (3.46)

et les conditions (3.37) en t = tf , qui exigent u(tf ) = 0, fixent les valeurs possibles de
ω : 3

ωtf = nπ ⇒ω =
nπ
tf
. (3.47)

Si de la variable u = cosθ on revient à la variable θ, d’après (3.45) on a donc

θ(t) = arccos(Bsinωt) (3.48)

La fonction arccos(x), lire “arc cosinus”, est définie sur l’intervalle [−1,1]. À chaque
nombre réel x ∈ [−1,1] elle associe l’unique angle θ ∈ [0,π] dont le cosinus vaut x. Son
graphe est représenté en bleu dans la figure 3.4. L’angle θ oscille donc périodiquement
entre les valeurs arccos(B) et arccos(−B) avec une période T = 2π/ω. La condition (3.47)
sur ω traduit le fait que, pour que θ(tf ) reprenne sa valeur initiale θ(0) = π/2, il faut
que tf soit un multiple entier de T /2 = π/ω où T est la période de la fonction θ(t) (3.48).

3. On rappelle qu’on a posé Ẽ ≡ E − L
2
z

2 et ω ≡
√

2E
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Figure 3.4 – Graphe des fonctions arccos(x) en bleu, et arcsin(x) en rouge.

Venons-en maintenant à l’angle ϕ, et voyons s’il est possible de satisfaire à la condition
ϕ(tf ) = ϕB pour tf = nπ/ω. Nous pouvons réécrire l’équation (3.39) comme suit :

.
ϕ =

Lz
1− cos2θ

=
Lz

1−B2 sin2(ωt)
(3.49)

Remarquons d’abord que, comme cosθ ≤ 1, le signe de
.
ϕ est constant, donné par le

signe de Lz. En appliquant les formules de dérivation, on vérifiera sans difficulté que

F(t) =
Lz

ω
√

1−B2
arctan

[√
1−B2 tan(ωt)

]
(3.50)

est une primitive de la fonction f (t) = Lz
1−B2 sin2(ωt)

. Tout comme la fonction tan(ωt), F(t)

est une fonction périodique de période π/ω, continue dans l’intervalle ]− π
2ω ,

π
2ω [. Pour

évaluer l’incrément de ∆ϕ de la variable ϕ sur un temps T /2 = π/ω (on rappelle que
T est la période de θ(t)) nous pouvons utiliser la primitive F(t), pourvu qu’on choisisse
l’intervalle ]− π

2ω ,
π

2ω [ où elle est continue.

∆ϕT /2 =
∫ π

2ω

− π
2ω

dt Lz
1−B2 sin2ωt

= F
( π

2ω

)
−F

(
− π

2ω

)
=
π
ω

Lz√
1−B2

= π signe(Lz) . (3.51)

Nous voyons donc que c’est seulement dans les cas où ϕB = π que la solution avec Ẽ > 0
(où θ n’est pas constant) peut satisfaire aux conditions aux limites (3.37). Auquel cas (en
nous bornant aux solutions qui ne font pas plus d’un tour de la sphère) :

θ(t) = arccos
(
Bsin

π
tf
t

)
; ϕ(t) = F

(
−
tf
2

+ t
)
−F

(
−
tf
2

)
avec B = ±

√
1−

(
Lztf
π

)2

(3.52)
Nous voyons que dans ce cas ϕB = π, il y a une infinité de solutions, paramétrées par Lz,
qui correspondent aux demi-tours de la sphère pour atteindre le point opposé au point
initial suivant l’un des grands cercles qui relient les deux points (voir la figure 3.5).
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Figure 3.5 – Ensemble des solutions (3.52) qui relient deux points A et B opposés.

3.4 Lagrangien d’une particule dans un potentiel extérieur

Si la particule est soumise à un potentiel extérieur dépendant des coordonnées U (q), le
Lagrangien prend la forme

L =
1
2
mv2 −U (3.53)

On voit ainsi apparaître un terme de force dans les équations du mouvement. Par exemple, en
coordonnées cartésiennes

q = (q1,q2,q3) = (x,y,z) ; v2 = .
x2

1 + .
x2

2 + .
x2

3 (3.54)

Comme le potentiel U ne dépend que des coordonnées, les équations prennent la forme habi-
tuelle des équations de Newton projetées sur les coordonnées

m
..
x = −∂U

∂x
m

..
y = −∂U

∂y
m

..
z = −∂U

∂z
(3.55)

3.4.1 Exemple : le pendule au point d’attache mobile

Figure 3.6 – Pendule dont le point d’attache bouge horizontalement selon une loi X(t) imposée.

Considérons un pendule, de masse m et de longueur l, dont le point d’attache bouge ho-
rizontalement selon une loi X(t) imposée, comme illustré en figure 3.6. Puisque X(t) est une
fonction connue du temps, l’angle θ suffit à déterminer complètement la position du pendule.
Elle sera notre coordonnée lagrangienne. Exprimons d’abord la position et la vitesse de la masse
m en fonction de θ :

x = X(t) + l sinθ ; .
x =

.
X(t) + l

.
θ cosθ (3.56)

y = −l cosθ ; .
y = l

.
θ sinθ (3.57)

On a donc pour l’énergie cinétique et l’énergie potentielle

1
2
mv2 =

1
2
m

( .
X2 + 2l

.
X

.
θ cosθ + l2

.
θ2

)
(3.58)

U = −mgl cosθ (3.59)
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Remarquons que le
.
X2 peut être omis du lagrangien puisque c’est une fonction du temps, et

donc une dérivée totale par rapport au temps. On obtient donc

L =ml2
( .
θ2

2
+

.
X
l

.
θ cosθ +

g

l
cosθ

)
(3.60)

L’équation du mouvement pour θ s’obtient sans difficulté

..
θ = −

g

l
sinθ −

..
X
l

cosθ (3.61)

En exercice, le lecteur pourra considérer le cas d’un mouvement du point d’attache uniformé-
ment accéléré X(t) = 1

2at
2, et cherchera dans ce cas les positions d’équilibre du pendule.

3.5 Lagrangien d’un ensemble de particules

Considérons un ensemble deN particules interagissant entre elles mais formant un système
isolé, c’est-à-dire qu’elles ne sont soumises à aucune force extérieure. (Mais le formalisme reste
le même si on rajoute un potentiel extérieur indépendant du temps.) Le Lagrangien du système
prend alors la forme

L =
N∑
α=1

mαv
2
α

2
−U (~r1,~r2, . . . ,~rN ) (3.62)

où le premier terme est l’énergie cinétique, somme des énergies cinétiques de chaque particule

N∑
α=1

mαv
2
α

2
=

N∑
α=1

mα
2

( .
x2
α + .

y2
α + .

z2
α

)
(3.63)

et le deuxième terme est l’énergie potentielle qui dépend seulement des coordonnées des par-
ticules.

U (~r1,~r2, . . .~rN ) =U (x1, y1, z1, . . . ,xN , yN , zN ) (3.64)

(Nous considérons ici le cas le plus simple et le plus habituel, où les forces sont conservatives
et où le potentiel ne dépend que des coordonnées, et pas des vitesses ni du temps.)

Les 3N équations du mouvement

d
dt

∂L
∂

.
xα

=
∂L
∂xα

d
dt

∂L
∂

.
yα

=
∂L
∂yα

d
dt
∂L
∂

.
zα

=
∂L
∂zα

(3.65)

pour α = 1, . . . ,N , reproduisent alors les équations de Newton pour chaque particule

mα
..
xα = − ∂U

∂xα
= Fαx mα

..
yα = − ∂U

∂yα
= Fαy mα

..
zα = −∂U

∂zα
= Fαz (3.66)

qui se résument sous la forme vectorielle

mα
..
~r = − ~gradrαU = ~Fα (3.67)

Remarquons que si l’énergie potentielle U dans (3.62) est définie à une constante arbitraire
près, ceci n’affecte pas les équations du mouvement 4. La façon la plus naturelle de choisir
la constante dans U est d’imposer que l’énergie potentielle s’annule lorsque la distance entre
particules tend vers l’infini.

4. C’est un cas particulier du fait que l’on peut rajouter au Lagrangien la dérivée temporelle d’une fonction sans
affecter les équations du mouvement.
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3.6 Expression générale du Lagrangien

Si pour décrire le mouvement des points matériels α = 1, . . . ,N qui constituent le système
physique, au lieu des coordonnées cartésiennes on utilise les coordonnées généralisées :

q = (q1,q2, . . . , qs) (3.68)

il faudra exprimer l’énergie cinétique et l’énergie potentielle en fonction des q et .
q.

À ce fin, exprimons les coordonnées cartésienne en fonction des s coordonnées libres q =
(q1,q2, . . . , qs)

xα = xα(q) , yα = yα(q) , zα = zα(q) , α = 1, . . . ,N (3.69)

En prenant la dérivée temporelle des xα, yα, zα, puis le carré

.
xα =

s∑
i=1

∂xα
∂qi

.
qi ; .

x2
α =

s∑
i,k=1

∂xα
∂qi

∂xα
∂qk

.
qi

.
qk ; etc. (3.70)

nous récrivons l’énergie cinétique

T =
1
2

N∑
α=1

mα
( .
x2
α + .

y2
α + .

z2
α

)
=

1
2

s∑
i,k=1

aik(q) .
qi

.
qk (3.71)

avec

aik =
N∑
α=1

mα

(
∂xα
∂qi

∂xα
∂qk

+
∂yα
∂qi

∂yα
∂qk

+
∂zα
∂qi

∂zα
∂qk

)
(3.72)

Remarquons que les coefficients aik sont symétriques. Par ailleurs, même sans connaître a priori
la symétrie des aik , on voit que seule la composante symétrique des aik contribue à la somme
puisque

s∑
i,k=1

aik
.
qi

.
qk =

1
2

s∑
i,k=1

aik + aki
2

.
qi

.
qk (3.73)

En somme, pour le Lagrangien L = T −U , on obtient l’expression générale

L(q, .
q) =

1
2

s∑
i,k=1

aik(q) .
qi

.
qk −U (q) (3.74)

où l’énergie cinétique est une fonction homogène quadratique des vitesses généralisées .
q, qui

peut dépendre des coordonnées q.

3.6.1 Additivité du Lagrangien

Remarquons que le Lagrangien est une grandeur additive. Cela veut dire que pour un sys-
tème composé de deux parties A et B, décrites séparément par deux fonctions de Lagrange LA
et LB, en l’absence d’interaction entre les deux parties, si par exemple on les éloigne suffisam-
ment pour rendre leur interaction négligeable, la fonction de Lagrange du système total tend
vers la somme : LA +LB

LA+B
|rA−rB|→∞−−−−−−−−−→LA +LB . (3.75)

Ceci implique que le système A sera décrit par des variables qui sont indépendantes de celles
du système B duquel il serait infiniment éloigné. On peut remarquer que la situation n’est pas
la même en mécanique quantique, où pour deux systèmes intriqués même infiniment éloignés,
on ne peut pas décrire les deux systèmes localement, de façon indépendante.
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Chapitre 4

Lois de conservation

Dans tout ce chapitre, on suppose que L ne dépend pas explicitement du temps :

L = L(q, .
q)

et non L = L(q, .
q, t). Bien sûr, lorsque l’on remplace la variable q par la position q(t) au temps

t et la variable .
q par la vitesse .

q(t) au temps t, on obtient la quantité L
(
q(t), .

q(t)
)

qui dépend
encore du temps, mais la dépendance en temps n’est pas explicite, elle vient du fait que la
position et la vitesse dépendent du temps.

Pour un système isolé, du fait de l’uniformité du temps, il est automatique que L ne dépend
pas du temps. Les seuls cas où L peut dépendre du temps, c’est quand le système est soumis à
une force extérieure dépendant du temps, comme dans l’exemple du pendule au point d’attache
mobile.

4.1 Intégrales du mouvement

Lorsqu’un système est en mouvement, l’ensemble des coordonnées q et des vitesses géné-
ralisées .

q dépendent du temps. Il y a cependant des fonctions F(q, .
q) qui restent constantes

pendant le mouvement, leur valeur étant déterminée par les conditions initiales. Elles sont
appelées intégrales du mouvement.

Montrons d’abord que pour un système isolé à s degrés de liberté il y a 2s − 1 intégrales
du mouvement indépendantes. Étant donné que les équations de Lagrange (3.20) sont s équa-
tions différentielles du second ordre en les q(t), leur solution générale comporte 2s constantes
arbitraires.

q1(t) = q1(t,C1, . . . ,C2s)
.
q1(t) = .

q1(t,C1, . . . ,C2s)

. . .

qs(t) = qs(t,C1, . . . ,C2s)
.
qs(t) = .

qs(t,C1, . . . ,C2s)

(4.1)

Ces 2s constantes peuvent alors être déterminées par les conditions initiales. Puisqu’on a sup-
posé que les équations ne comportent pas de terme dépendant explicitement du temps, l’une
de ces constantes peut être choisie comme une constante additive t0 du temps, ce qui fixe de
fait l’origine des temps. On peut donc écrire :

q1(t) = q1(t + t0,C1, . . . ,C2s−1) .
q1(t) = .

q1(t + t0,C1, . . . ,C2s−1)

. . .

qs(t) = qs(t + t0,C1, . . . ,C2s−1) .
qs(t) = .

qs(t + t0,C1, . . . ,C2s−1)

(4.2)

On a maintenant 2s équations pour 2s paramètres qui sont t + t0 et C1 à C2s−1. En inversant le
système, on pourra écrire, pour certaines fonctions Fi ,

t + t0 = F0

(
q(t), .

q(t)
)
, Ci = Fi

(
q(t), .

q(t)
)

pour i = 1, . . . ,2s − 1. (4.3)

39
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On ignore la première équation, et l’on voit que Fi
(
q(t), .

q(t)
)
, . . . , F2s−1

(
q(t), .

q(t)
)

sont des fonc-
tions des q et .

q qui restent constantes au cours du temps. Ce sont les intégrales du mouvement.
Parmi les intégrales du mouvement, il y en a de très importantes, dont la constance est liée à

des propriétés fondamentales de l’espace et du temps. Elles sont des quantités additives, dont la
conservation nous permet de déduire des propriétés du mouvement sans intégrer les équations.
On en a vu des exemples dans les chapitres précédents, par exemple pour une collision entre
deux corps à une dimension, où la conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie
permettent de déterminer les vitesses de deux corps après la collision, si elles étaient connues
avant la collision.

4.2 Uniformité du temps et conservation de l’énergie

Considérons un système fermé à s degrés de liberté. Du fait de l’uniformité du temps, le
Lagrangien du système ne dépend pas explicitement du temps. Il s’ensuit que 1

dL
dt

=
s∑
i=1

∂L
∂qi

.
qi +

∂L
∂

.
qi

..
qi . (4.4)

En utilisant les équations de Lagrange, on peut aussi écrire

dL
dt

=
s∑
i=1

.
qi

d
dt

(
∂L
∂

.
qi

)
+
∂L
∂

.
qi

..
qi =

s∑
i=1

d
dt

(
.
qi
∂L
∂

.
qi

)
(4.5)

d’où l’on obtient
d
dt

 s∑
i=1

.
qi
∂L
∂

.
qi
−L

 = 0 (4.6)

et finalement

H≡
s∑
i=1

.
qi
∂L
∂

.
qi
−L = const. (4.7)

Nous allons maintenant montrer que la constante H dans (4.7) n’est rien d’autre que l’énergie
mécanique du système. Nous rappelons à cette fin l’expression générale du Lagrangien (3.74)

L = Ecin(q, .
q)−U (q) (4.8)

où l’énergie cinétique est une fonction quadratique des vitesses généralisées .
q. D’après le théo-

rème d’Euler sur les fonctions de plusieurs variables, une fonction différentiable f (x1, . . . ,xs)
homogène de degré k vérifie l’identité 2 :

s∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(x1, . . . ,xs) = k f (x1, . . . ,xs) . (4.9)

1. Si le Lagrangien dépendait explicitement du temps, il faudrait rajouter un terme ∂L
∂t

à l’expression (4.4).
2. Une fonction est homogène de degré k si elle vérifie :

f (λx1, . . . ,λxs) = λkf (x1, . . . ,xs)

Dérivons cette égalité par rapport à λ :

s∑
i=1

xi
∂f

∂xi
(λx1, . . . ,λxs) = kλk−1f (x1, . . . ,xs).

Prendre λ = 1 donne la relation d’Euler.
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En appliquant ce théorème à la fonction énergie cinétique :

s∑
i=1

.
qi
∂L
∂

.
qi

=
s∑
i=1

.
qi
∂Ecin

∂
.
qi

= 2Ecin (4.10)

si bien que
H = Ecin(q, .

q) +U , (4.11)

ou, en coordonnées cartésiennes,

H =
N∑
α=1

1
2
mαv

2
α +U (~r1,~r2, . . . ,~rN ) . (4.12)

4.3 Homogénéité de l’espace et conservation de l’impulsion

L’homogénéité de l’espace a pour conséquence l’invariance des propriétés mécaniques d’un
système lors d’un déplacement parallèle du système entier dans l’espace. Considérons, pour
un système fermé de N particules en coordonnée cartésiennes, un déplacement infinitésimal
~ε : toutes les positions des points matériels sont alors translatées de la même quantité

~rα→ ~rα + ~ε (4.13)

En imposant le fait que le Lagrangien reste inchangé 3, nous trouverons une deuxième loi de
conservation. Nous avons,

δL =
N∑
α=1

( ~gradrαL) · δ~rα = ~ε ·
N∑
α=1

~gradrαL = 0 (4.14)

Comme l’égalité (4.14) doit valoir pour tout ~ε, on déduit que

N∑
α=1

~gradrαL = ~0 (4.15)

et donc, en utilisant les équations de Lagrange pour récrire ~gradrαL = d
dt (

~gradvαL),

N∑
α=1

d
dt

( ~gradvαL) =
d
dt

N∑
α=1

~gradvαL = ~0 (4.16)

De l’équation (4.16) on déduit que la quantité vectorielle

~P ≡
N∑
α=1

~gradvαL (4.17)

est conservée. Le vecteur ~P , qui d’après l’expression (3.62) s’écrit

~P =
N∑
α=1

mα~vα (4.18)

3. Strictement parlant, le fait que les équations du mouvement sont inchangées n’implique pas que L soit in-
changé, mais qu’il soit inchangé à une dérivée totale d’une fonction δF des coordonnées et du temps près. Nous
allons considérer ici le cas plus simple où le Lagrangien est inchangé par la transformation, et nous donnerons un
exemple du cas plus général dans la section 4.7 à la fin du chapitre.
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est la quantité de mouvement totale ou impulsion su système. Comme l’énergie, elle est une
quantité additive. De plus, contrairement à l’énergie, l’impulsion d’un système est égale à la
somme des impulsions des différentes particules qui composent le système,

~pα =mα~vα (4.19)

indépendamment du fait que les particules interagissent ou non.
La lois de conservation de l’impulsion n’est valable que sous l’hypothèse d’homogénéité de

l’espace, ce qui exclut la présence de forces extérieures agissant sur le système. Certaines com-
posantes de l’impulsion peuvent toutefois être conservées en présence d’une force extérieure, si
l’énergie potentielle du système ne dépend pas des coordonnées cartésiennes correspondantes.
Par exemple, dans un champ uniforme selon l’axe z (comme dans le champ de pesanteur) les
propriétés mécaniques ne sont pas affectées par une translation le long de l’axe x ou y, et
les composantes Px et Py de l’impulsion sont des quantités conservées. Remarquons enfin que
l’égalité (4.15) a une signification physique simple. Puisque

~gradrαL = − ~gradrαU = ~Fα (4.20)

représente la force agissant sur la particule α, l’égalité (4.15) indique que pour un système
fermé la somme des forces sur toutes les particules est nulle :

N∑
α=1

~Fα = ~0 (4.21)

Dans le cas particulier d’un système composé de deux particules seulement, on appelle l’égalité
~F1 + ~F2 = ~0 principe d’action et réaction. La force ~F1 exercée sur la particule 1 par la particule 2
est égale en module et opposée à la force ~F2, exercée sur la particule 2 par la particule 1.

4.3.1 Impulsions et forces généralisées

Si le mouvement est décrit avec des coordonnées généralisées qi , les dérivées de la fonction
de Lagrange par rapport aux vitesses généralisée .

qi

pi =
∂L
∂

.
qi

(4.22)

s’appellent impulsions généralisées, et les dérivées par rapport aux qi

Fi =
∂L
∂qi

(4.23)

s’appellent forces généralisées. Les équations de Lagrange prennent alors la forme simple

.
pi = Fi (4.24)

En général, L est une fonction quadratique des vitesses généralisées .
qi , les pi sont alors des

fonctions linéaires des .
qi . Elles sont toutefois différentes des composantes des vecteurs im-

pulsion des particules ~pα = mα~vα, sauf dans le cas où les qi coïncident avec les coordonnées
cartésiennes.

4.3.2 Exercice

Une particule de masse m et de quantité de mouvement initiale de module p, passe d’un
demi-espace dans lequel son énergie potentielle est constante de valeur U1 à un demi-espace
dans lequel son énergie potentielle est aussi constante, mais de valeur U2. Comme en figure
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Figure 4.1 – Une particule passe d’un demi-espace dans lequel son énergie potentielle vaut U1 à un
demi-espace dans lequel son énergie potentielle vaut U2.

4.1, on appelle θ1 et θ2 les angles entre la vitesse de la particule et la normale à la surface qui
sépare les deux demi-espaces.

Déterminer le changement de direction de la particle lors qu’elle passe d’un demi-plan à
l’autre, quantifié par le rapport sinθ1/ sinθ2. Quel est le signe deU1−U2 dans le cas représenté
en figure 4.1? (Indice : quelles sont les quantités conservées ?)

4.4 Référentiel du centre de masse

4.4.1 Transformation de l’impulsion par changement de référentiel galiléen

L’impulsion totale d’un système dépend du référentiel galiléen choisi. Si un système K ′ est
en mouvement par rapport à K avec une vitesse ~V , les vitesses ~vα et ~v ′α des particules dans les
deux systèmes sont liées par la relation

~vα = ~v ′α + ~V (4.25)

On obtient ainsi la loi de transformation de l’impulsion totale :

~P =
N∑
α=1

mα~vα =
N∑
α=1

mα~v
′
α + ~V

N∑
α=1

mα (4.26)

ou

~P = ~P ′ + ~V
N∑
α=1

mα (4.27)

4.4.2 Décomposition de l’impulsion à l’aide du référentiel du centre de masse

Pour un système isolé, il est toujours possible de se placer dans un référentiel K ′ dans
lequel l’impulsion totale est nulle. Par rapport à un référentiel initial K où les particules ont
une vitesse ~vα , K ′ a une vitesse ~V qui se trouve en posant ~P ′ = 0 dans l’équation (4.27)

~V =
~P∑N

α=1mα
=

∑N
α=1 ~vαmα∑N
α=1mα

(4.28)

La vitesse ~V décrit le mouvement du système dans son ensemble. Elle est liée à l’impulsion par
~P =M~V où M =

∑N
α=1mα est la masse totale du système. Notons que ~V définie par (4.28) est la

dérivée de

~rc =
∑N
α=1~rαmα∑N
α=1mα

(4.29)
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qui est la coordonnée du centre de masse du système. Par conséquent, ~V = ~vc est la vitesse du
centre de masse, et le référentiel particulier qu’on cherche est le référentiel du centre de masse
K ′ =Rc.

En choisissant K ′ =Rc, l’équation (4.27) devient

~P =M~vc (4.30)

où l’on décompose l’impulsion totale du système en l’impulsion ~P
′
dans le référentiel du centre

de masse (qui est nulle) plus l’impulsion du centre de masseM~vc qui caractérise le mouvement
du système dans son ensemble.

4.4.3 Transformation de l’énergie par changement de référentiel galiléen

De façon similaire, on peut écrire la loi de transformation de l’énergie lors qu’on passe d’un
référentiel galiléen K à un référentiel galiléen K ′ en mouvement par rapport à K avec une
vitesse ~V . En utilisant (4.25) :

E =
1
2

N∑
α=1

mαv
2
α +U =

1
2

N∑
α=1

mα

∥∥∥∥~v ′α + ~V
∥∥∥∥2

+U =
N∑
α=1

mαv
′2
α

2
+ ~V ·

N∑
α=1

mα~v
′
α +

MV 2

2
+U (4.31)

autrement dit,

E = E′ + ~V · ~P ′ + MV
2

2
. (4.32)

Remarquons que l’énergie potentielle U d’interaction entre les particules, qui dépend des co-
ordonnées relatives ~rα −~rβ entre particules, est la même dans les deux référentiels.

4.4.4 Décomposition de l’énergie à l’aide du référentiel du centre de masse

SiK ′ est le référentiel du centre de masse, dans lequel le système est au repos, on a E′ = Eint,
où Eint est dite l’énergie interne du système et ~P ′ = 0. On peut donc toujours écrire

E =
Mv2

c

2
+Eint (4.33)

ce qui revient à décomposer l’énergie du système en une partie liée à son mouvement d’en-
semble, et une partie d’énergie interne. C’est le second théorème de König. L’énergie interne
Eint contient l’énergie cinétique du mouvement relatif des particules et l’énergie potentielle de
leur interaction.

4.5 Isotropie de l’espace et conservation du moment cinétique

Montrons maintenant comment la loi de conservation du moment cinétique dérive de l’iso-
tropie de l’espace. Pour cela nous imposons que la fonction de Lagrange ne change pas lorsque
le système, supposé isolé, subit une rotation infinitésimale dans son ensemble. C’est en par-
ticulier le cas lorsque l’énergie potentielle U ne dépend que des distances ‖~rα − ~rβ‖ entre les

particules. Nous commençons par introduire le vecteur de rotation infinitésimale ~δϕ dont le
module est égale à l’angle de rotation, et la direction coïncide avec l’axe de rotation (la rotation
s’effectuant en sens direct selon la règle de la main droite). On prend un système de coordon-
nées dont l’origine est sur l’axe de rotation. Sous l’effet de la rotation, le rayon vecteur ~r vers un
point quelconque du système se transforme selon la loi ~r→ ~r + ~δr avec

~δr = ~δϕ ∧~r (4.34)
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et il en va de même pour les vitesses des particles : ~v→ ~v + ~δv avec

~δv = ~δϕ ∧ ~v . (4.35)

La condition d’invariance du Lagragrangien est

δL =
N∑
α=1

[
( ~gradrαL) · δ~rα + ( ~gradvαL) · δ~vα

]
= 0 (4.36)

si l’on y remplace les expressions (4.34) et (4.35), et on utilise le fait que ~gradvαL = ~pα et que,

grâce aux équations de Lagrange ~gradrαL =
.
~pα, on obtient

N∑
α=1

[ .
~pα · ( ~δϕ ∧~rα) + ~pα · ( ~δϕ ∧ ~vα)

]
= 0 (4.37)

puis, en permutant circulairement les facteurs pour sortir ~δϕ de la somme,

~δϕ ·
N∑
α=1

(
~rα ∧

.
~pα + ~vα ∧ ~pα

)
= ~δϕ · d

dt

N∑
α=1

(~rα ∧ ~pα) = 0 . (4.38)

Puisque cette relation doit valoir pour un ~δϕ arbitraire, on conclut que

d
dt

N∑
α=1

~rα ∧ ~pα = ~0 (4.39)

Il y a donc conservation du vecteur moment cinétique total ~L du système

~L =
N∑
α=1

~rα ∧ ~pα (4.40)

Comme l’impulsion, le moment cinétique du système est la somme des moments cinétiques de
chaque particule, indépendamment du fait que les particules interagissent ou pas.

Pour résumer, un système fermé (c’est-à-dire non soumis à des forces extérieures) admet
sept intégrales du mouvement additives : les trois composantes de l’impulsion totale ~P , les trois
composantes du moment cinétique total ~L, et l’énergie. Comme pour l’impulsion, certaines
composantes du moment cinétique peuvent être conservées même en présence d’un champ
extérieur, si celui-ci présente une symétrie de rotation par rapport à l’axe correspondante. Un
exemple important est celui d’un champ central, où l’énergie potentielle dépend seulement de
la distance au point O dit le centre des forces. Comme le potentiel présente une symétrie de
rotation par rapport à tout axe passant par O, les trois composantes du moment cinétique sont
conservées pourvu qu’on définisse le moment cinétique par rapport au point O.

Remarquons enfin que, tout comme

N∑
α=1

∂L
∂

.
xα

= Px ;
N∑
α=1

∂L
∂

.
yα

= Py et
N∑
α=1

∂L
∂

.
zα

= Pz , (4.41)

la projection du moment cinétique sur un axe, s’obtient simplement à partir des dérivées de
la fonction de Lagrange par rapport à

.
ϕα, où la coordonnée ϕα est l’angle de rotation autour
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de l’axe considéré pour la particule α. Par exemple, si l’on utilise les coordonnées cylindriques
(rα ,ϕα , zα), dont le lien avec les coordonnées cartésiennes est donné par

xα = rα cosϕα (4.42)

yα = rα sinϕα (4.43)

zα = zα (4.44)

le Lagrangien prends la forme

L =
N∑
α=1

m
2

( .
x2
α + .

y2
α + .

z2
α)−U =

N∑
α=1

m
2

( .
r2
α + r2

α
.
ϕ2
α + .

z2
α)−U , (4.45)

et on vérifie facilement que l’expression

Lz =
N∑
α=1

∂L
∂

.
ϕα

=
N∑
α=1

mαr
2
α

.
ϕα (4.46)

coïncide bien avec avec la composante selon z du moment cinétique : Lz =
∑N
α=1mα(xα

.
yα−yα

.
xα).

4.5.1 Transformation du moment cinétique par changement de référentiel

Voyons maintenant la loi de transformation du moment cinétique suite à un changement de
référentiel galiléen. Considérons donc deux référentiels K et K ′, où K ′ est en mouvement par
rapport à K avec une vitesse ~V , et l’origine du repère lié à K ′ se trouve en ~R par rapport à
l’origine dans K. En utilisant les relations ~rα = ~r ′α + ~R, et , ~vα = ~v ′α + ~V ,

~L =
N∑
α=1

mα~rα ∧ ~vα =
N∑
α=1

mα(~r ′α + ~R)∧ ~v ′α +
N∑
α=1

mα~rα ∧ ~V (4.47)

En introduisant les coordonnées du centre de masse ~rc, on récrit

~L = ~L ′ + ~R∧ ~P ′ +M~rc ∧ ~V (4.48)

ce qui donne la forme finale de la loi de transformation recherchée.

4.5.2 Décomposition du moment cinétique à l’aide du référentiel du centre de
masse

Si le référentiel K ′ est celui dans lequel le système est au repos dans son ensemble (K ′ est
donc le référentiel du centre de masse Rc), on a ~V = ~vc, ~P ′ = ~0 et

~L = ~L ′ +M~rc ∧ ~vc (4.49)

On peut donc toujours décomposer le moment cinétique d’un système en un moment cinétique
propre ~L ′ calculé dans le référentiel du centre de masse, plus un moment M~rc ∧ ~vc lié au mou-
vement de son centre de masse. C’est le premier théorème de König.
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4.6 Similitudes mécaniques et théorème du viriel

4.6.1 Changements d’échelle

Nous avons déjà remarqué à la fin de la section 3.2 que la multiplication de la fonction de
Lagrange par une constante ne change pas les équations du mouvement. Nous allons utiliser ce
fait pour déduire des propriétés générales du mouvement dans le cas où l’énergie potentielle
U du système est une fonction homogène (de degré k) des coordonnées :

U (λ~r1,λ~r2, . . .λ~rN ) = λkU (~r1,~r2, . . .~rN ) . (4.50)

Effectuons une transformation par laquelle toutes les coordonnées sont multipliées par le
facteur λ et le temps est multiplié par un facteur β. Toutes les vitesses ~vα = d~rα

dt seront multi-
pliées par un facteur λ/β, et l’énergie cinétique par un facteur (λ/β)2. L’énergie potentielle est
pour sa part multipliée par λk d’après l’équation (4.50). Or, si λ et β sont liés par la relation

λ2

β2 = λk ⇔ β = λ1− k2 , (4.51)

suite à la transformation la fonction de Lagrange se retrouve multipliée par un facteur constant,
ce qui implique que les équations du mouvement restent inchangées. Cela veut dire que si
l’énergie potentielle est une fonction homogène des coordonnées de degré k, les équations du
mouvement admettent une infinité de trajectoires géométriquement semblables. Si l’on consi-
dère deux de ces trajectoires ayant un rapport l′/l dans leur dimensions linéaires, tous les temps
du mouvement (aux points correspondants des deux trajectoires) sont alors dans le rapport

t′

t
=

(
l′

l

)1− k2
(4.52)

Prenons l’exemple des petites oscillations que nous traiterons dans le chapitre suivant. Dans
ce cas l’énergie potentielle est une fonction homogène quadratique des coordonnée : k = 2.
La relation (4.52) nous dit alors que pour des petites oscillations la période est indépendante
de l’amplitude. Autre exemple, un champ de forces homogène où l’énergie potentielle est une
fonction linéaire des coordonnées : k = 1, comme pour le champ de pesanteur. La relation (4.52)
nous dit alors que dans ce cas que

t′

t
=

√
l′

l
(4.53)

ce qui donne par exemple la loi de variation de la période d’une pendule pesante en fonction
de sa longueur. Enfin considérons l’attraction gravitationnelle entre deux masses : k = −1. Nous
avons dans ce cas

t′

t
=

(
l′

l

) 3
2

(4.54)

d’où nous savons que le carré des temps de révolution des corps sur leur orbite sont propor-
tionnels aux cubes des dimensions de l’orbite. C’est la troisième loi de Kepler (1.35).

4.6.2 Théorème du viriel

Pour exposer ce théorème, définissons d’abord la moyenne temporelle f d’une fonction quel-
conque du temps f (t) :

f = lim
τ→∞

1
τ

∫ τ

0
f (t)dt . (4.55)
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On remarquera que si f (t) est la dérivée par rapport au temps d’une fonction F(t) bornée, sa
moyenne temporelle est nulle. En effet

f = lim
τ→∞

1
τ

∫ τ

0

dF(t)
dt

dt = lim
τ→∞

F(τ)−F(0)
τ

= 0 . (4.56)

Considérons maintenant un système physique pour lequel (i) l’énergie potentielle est une
fonction homogène de degré k des coordonnées et (ii) le mouvement du système s’effectue dans
une région limitée de l’espace. Le théorème du viriel nous dit alors que la moyennes temporelles
T et U de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle sont liées par la relation simple

2T = kU . (4.57)

Nous allons maintenant démontrer le théorème.
Puisque l’énergie cinétique T est une fonction homogène quadratique des vitesses ~vα des

particules, le théorème d’Euler (déjà évoqué au début dans la section 4.2 de chapitre) nous dit
que

N∑
α=1

(
~gradvαT

)
· ~vα = 2T (4.58)

En introduisant les impulsions

~pα = ~gradvαT , (4.59)

l’équation (4.58) donne

2T =
N∑
α=1

~pα · ~vα =
d
dt

 N∑
α=1

~pα ·~rα

− N∑
α=1

~rα ·
.
~pα . (4.60)

Prenons maintenant la moyenne temporelle de cette égalité. Dû au fait que la trajectoire s’ef-
fectue dans une région limitée de l’espace, en supposant que les vitesses ne divergent pas, la
fonction F(t) =

∑N
α=1 ~pα ·~rα est bornée, ce qui implique l’annulation de la moyenne temporelle

de sa dérivée. Par ailleurs l’équation de Newton nous dit que

.
~pα = − ~gradrαU (4.61)

on obtient ainsi pour la moyenne temporelle

2T =
N∑
α=1

~rα ·
(
~gradrαU

)
= kU (4.62)

où, pour la dernière égalité, on a utilisé le fait que U est une fonction homogène de degré k.
Puisque T +U = E = E, où E est l’énergie mécanique totale, constante pour un système

fermé, on peut également écrire le théorème du viriel sous la forme

T =
k

k + 2
E ; U =

2
k + 2

E (4.63)

Ci-dessous, deux exemples importants.

• Petites oscillations k = 2 : T =U = E
2 .

• Interaction gravitationnelle k = −1 : T = −E, U = 2E. Ici E < 0.
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4.7 Annexe : Théorème de Noether

Dans les sections 4.3 et 4.5, nous avons trouvé des constantes du mouvement à partir de
l’invariance du Lagrangien sous certaines transformations (translation ou rotation) effectués
sur le système. Un théorème général qui relie les lois de conservation aux symétries du système
est dû à la mathématicienne allemande Emmy Noether (1882-1935) :

À toute transformation infinitésimale qui laisse le Lagrangien d’un système invariant à une déri-
vée temporelle totale près correspond une grandeur physique conservée.

Nous en donnons une démonstration ci-dessous.
Soit L(q, .

q, t) un Lagrangien dépendant de s coordonnées généralisées qi(t), et considérons
une transformation infinitésimale des coordonnées

qi → q′i = qi + δqi (4.64)

(δqi peut ou non dépendre du temps), qui laisse le Lagrangien invariant à une dérivée tempo-
relle totale près :

L→L′ = L+
d
dt
δF(q, t) . (4.65)

Le développement de Taylor de L(q, .
q, t) à partir de l’équation (4.64) donne :

L′ −L =
∑
i

[
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂

.
qi
δ

.
qi

]
=

∑
i

[
∂L
∂qi

δqi +
∂L
∂

.
qi

(
d
dt
δqi

)]
(4.66)

ce qui peut s’écrire

L′ −L =
d
dt

∑
i

∂L
∂

.
qi
δqi

+
∑
i

(
∂L
∂qi
− d

dt
∂L
∂

.
qi

)
δqi (4.67)

Le deuxième terme dans (4.67) est nul en vertu des équations de Lagrange. En comparant
l’équation (4.67) avec l’équation (4.65), on en conclut que

d
dt
δF(q, t) =

d
dt

∑
i

∂L
∂

.
qi
δqi

 (4.68)

et donc que la quantité

C ≡
∑
i

∂L
∂

.
qi
δqi − δF(q, t) (4.69)

est une quantité conservée.

Exemple 1 : Considérons d’abord l’exemple de la section 4.3, d’un ensemble deN particules
en absence de champ extéreur

L =
N∑
α=1

mα
2

( .
x2
α + .

y2
α + .

z2
α)−U (4.70)

où l’énergie potentielle d’interaction U entre les particules dépend de leur distance relative,
et considérons comme transformation une translation selon l’axe Ox d’une quantité constante
δxα = ε.

xα→ x′α = xα + ε ; y′α = yα ; z′α = zα (4.71)
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Comme toutes les vitesses et les positions relatives entre les particules sont inchangées, le
Lagrangien n’est pas affecté par la transformation :

L′ = L et par conséquent δF = 0 (4.72)

Le théorème de Noether dit dans cas que

C =
N∑
α=1

∂L
∂

.
xα
ε =

 N∑
α=1

mα
.
xα

ε (4.73)

est une constante. C’est-à-dire que la composante Px de l’impulsion du système est constante.

Exemple 2 : Considérons maintenant une particule chargée dans un champ électromagné-
tique. Le Lagrangien s’écrit :

L =
m
2

( .
x2 + .

y2 + .
z2) + q(~v · ~A−V ) (4.74)

ici ~A est le potentiel vecteur (relié à ~B par ~B = ~rot~A) et V le potentiel scalaire. Pour un champ
magnétique uniforme ~B = B~ez, on vérifie que

~A =
1
2
~B∧~r; (4.75)

ici
~A =

B
2

(x~ey − y~ex). (4.76)

(Vérifiez-le en calculant ~rot ~A.)

V est le potentiel scalaire tel que ~E = − ~gradV − ∂~A∂t . On suppose ici que V = 0. On a donc

L =
m
2

( .
x2 + .

y2 + .
z2) +

qB

2
( .
yx − .

xy) (4.77)

Considérons encore une translation selon l’axe (Ox) d’une quantité constante δx = ε.

x→ x′ = x+ ε ; y′ = y ; z′ = z (4.78)

Le Lagrangien devient

L′ = L+
qBε

2
.
y = L+

d
dt

(qBε
2
y
)

(4.79)

Le théorème de Noether dit dans cas que

C = ε (m .
x − qBy) (4.80)

est une constante du mouvement, ce qui est effectivement le cas pour une trajectoire circulaire
dans le plan xy avec une pulsation de cyclotron ωc = qB/m.



Chapitre 5

Petites oscillations

5.1 Oscillations libres

Dans cette section nous étudions les oscillations libres d’un système isolé à un seul degré
de liberté autour d’un point d’équilibre stable.

5.1.1 Équilibre stable

Un point de coordonnée généralisée q0 est dit être un point d’équilibre stable si l’énergie
potentielle du système U (q) a un minimum en q0. Lorsqu’on développe U (q) autour de q0, le
terme du premier ordre en q − q0 est nul, et le premier terme non nul est en général celui du
second ordre :

U (q) =U (q0) +
1
2

(
d2U

dq2

)
q=q0

(q − q0)2 + · · · (5.1)

Si on introduit le coefficient k, nécessairement positif, donnant la dérivée seconde de U en q0 :

k =
(

d2U

dq2

)
q=q0

> 0 (5.2)

et si on se limite au second ordre dans le développement (5.1), on obtient

U (q) 'U (q0) +
k
2

(q − q0)2. (5.3)

L’équation (5.3) montre que pour un écart x = q − q0 par rapport au point d’équilibre q0, il
apparait une force généralisée

F = −dU
dq

= −k(q − q0) = −kx (5.4)

qui à un signe opposé à x, et tend à ramener le système vers le point d’équilibre.

5.1.2 Petites oscillations autour de l’équilibre

Un mouvement très répandu en physique sont les petites oscillations effectuées par un sys-
tème autour d’une position d’équilibre stable. Considérons un système à un seul degré de li-
berté, dont l’énergie potentielle présente un minimum en q0, et exprimons le Lagrangien du
système pour des petits écarts

x = q − q0 (5.5)

autour du minimum. En choisissant l’origine des énergies en U (q0), on prendra pour l’énergie
potentielle

U (x) =
k
2
x2 . (5.6)

51
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Pour l’énergie cinétique de notre système à un seul degré de liberté, pour x petit on fera l’ap-
proximation

T =
1
2
a(q) .

q2 =
1
2
a(q) .

x2 ' 1
2
a(q0) .

x2 ≡ 1
2
m

.
x2 (5.7)

où on a introduit le paramètre positif

m = a(q0) > 0. (5.8)

On obtient donc le Lagrangien des petites oscillations d’un système à un degré de liberté :

L =
m

.
x2

2
− kx

2

2
(5.9)

L’équation du mouvement

..
x+ω2x = 0 avec ω =

√
k
m

(5.10)

a pour solution générale
x = c1 cosωt + c2 sinωt (5.11)

où c1 et c2 sont des constantes arbitraires dont la valeur est déterminée par les conditions
initiales. De façon équivalente, la solution générale de (5.10) peut être écrite sous la forme

x = acos(ωt +α) (5.12)

avec a et α deux constantes arbitraires 1. L’équation (5.12) décrit un mouvement d’oscillation
harmonique d’amplitude a et de pulsation ω. On appelle fréquence ν = ω

2π l’inverse de la pé-
riode T = 2π

ω du mouvement. Remarquons que la fréquence du mouvement ν = (2π)−1
√
k/m est

indépendante de l’amplitude des petites oscillations. L’énergie mécanique du système est

E =
m

.
x2

2
+
kx2

2
=
m
2

( .
x2 +ω2x2) =

1
2
mω2a2 (5.14)

où nous avons utilisé (5.12) pour établir la dernière égalité. L’énergie est donc proportionnelle
au carré de l’amplitude des oscillations.

5.1.3 Représentation complexe

Il est parfois commode de représenter la solution (5.12) comme la partie réelle d’un nombre
complexe

x = Re{Aeiωt} avec A = aeiα (5.15)

Remarquons que le module et la phase du nombre complexe A donnent l’amplitude et la phase
initiale des oscillations.

Tant que l’on effectue des opérations linéaires : addition, multiplication par une constante,
différentiation, intégration, nous pouvons opérer avec les quantités complexes, et prendre la
partie réelle à la fin des calculs. Nous verrons un exemple d’application de cette méthode dans
la section 5.2.1.

1. En développant cos(ωt +α) = cosωt cosα − sinωt sinα et en comparant avec (5.11), on voit que les constantes
arbitraires a et α sont liées aux constantes c1 et c2 par les relations

acosα = c1, asinα = −c2 ⇒ a =
√
c21 + c22 , tanα = − c1

c2
(5.13)
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5.2 Oscillations forcées

Considérons maintenant les petites oscillations dans le cas où le système, toujours à un seul
degré de liberté, est soumis à une force extérieure dépendante du temps. On parle dans ce cas
d’oscillations forcées. En plus de son énergie potentielle propre (5.6), le système dans le champ
extérieur possède une énergie potentielle

Uext(x, t) 'Uext(0, t) + x
(
∂Uext

∂x

)
x=0

(5.16)

Le premier terme, qui peut être vu comme la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction
bien choisie, ne contribue pas aux équations du mouvement et peut être omis du Lagrangien.
Dans le second terme, −

(
∂Uext
∂x

)
x=0

représente la force extérieure agissant sur le système dans sa
position d’équilibre. Il s’agit d’une fonction du temps que nous noterons F(t). Ainsi

L =
m

.
x2

2
− kx

2

2
+ xF(t) (5.17)

L’équation du mouvement correspondante est

..
x+ω2x =

1
m
F(t) avec ω =

√
k
m

(5.18)

ω étant la pulsation des oscillations libres, c’est-à-dire en absence de force extérieure. L’équa-
tion (5.18) est une équation différentielle linéaire à coefficients constants avec second membre.
Sa solution générale x(t) = x0(t) + x1(t) s’écrit comme la somme de la solution générale x0 de
l’équation homogène (sans second membre), et d’une solution particulière x1 de l’équation avec
second membre. Dans le cas de l’équation (5.18) nous connaissons déjà x0

x0 = acos(ωt +α). (5.19)

5.2.1 Force extérieure périodique

Nous considérons ici le cas intéressant où la force extérieure F(t) est périodique

F(t) = f cos(γt + β) (5.20)

Cas purement hamiltonien

Nous cherchons une solution particulière de l’équation (5.18) qui oscille avec le même fac-
teur périodique que F(t) :

x1 = b [cos(γt + β)− cos(ωt + β)] (5.21)

avec une amplitude b à déterminer 2. En insérant (5.21) dans l’équation (5.18), pourvu que
γ ,ω on calcule sans mal b = f /m(ω2 −γ2), ce qui donne pour la solution générale

x = acos(ωt +α) +
f

m(ω2 −γ2)
[cos(γt + β)− cos(ωt + β)] (5.22)

Dans le cas γ = ω dit de résonance, où la fréquence de la force extérieure coincide avec la
fréquence des oscillations libres, la solution (5.22) n’est pas valable directement, mais permet

2. Le deuxième terme dans (5.21) est une solution de l’équation homogène, qui aurait pu être omis dans la
recherche d’une solution particulière de l’équation (5.18). Sa fonction est de compenser la divergence qui apparait
dans l’amplitude b dans la limite γ → ω, et d’obtenir ainsi, pour γ , ω, une forme de la solution qui se raccorde
bien à la solution du cas résonnant γ =ω.
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de retrouver la réponse en prenant la limite γ →ω. En faisant des développements limités, on
écrit

cos(γt + β) = cos(ωt + β − (ω −γ)t) ≈ cos(ωt + β) + (ω −γ)t sin(ωt + β), (5.23)

et
1

ω2 −γ2 =
1

(ω −γ)(ω+γ)
≈ 1

(ω −γ)2ω
(5.24)

et donc, à la limite 3.

x = acos(ωt + α̃) +
f

2ωm
t sin(ωt + β) (5.25)

L’équation (5.25) montre que dans le cas résonant l’amplitude des oscillations croit linéaire-
ment en temps.

Cas avec amortissement

Dans la pratique, il est important de considérer le cas où, en plus de la force extérieure
périodique (5.20), le système est sujet à une petite force de frottement Ffrott = −2mα .

x, avec
α < ω. Les facteurs 2 et m ne servent qu’à simplifier les expressions qui suivent. Le régime
α < ω correspond aux petits frottements, le comportement du système est qualitativement
différent pour α ≥ω. En prenant en compte cette force, l’équation du mouvement devient 4

..
x+ω2x =

1
m
F(t)− 2α .

x. (5.26)

Avant de résoudre cette équation, écrivons-la en termes des quantités complexes x̃ et F̃ =
f ei(γt+β), dont la solution x et la force extérieure F sont les parties réelles. On a

..
x̃+ω2x̃ =

1
m
F̃(t)− 2α

.
x̃ (5.27)

Comme vous l’avez vu dans le cours de mécanique physique de L1, la solution de l’équation
homogène associée à (5.27) s’amortit aux temps longs 5. Nous cherchons une solution particu-
lière de (5.27) qui oscille à la fréquence de la force périodique extérieure

x̃ = Beiγt (5.30)

avec B = |B|eiϕ nombre complexe à déterminer. On remarque alors que
.
x̃ = iγx̃ et que

..
x̃ = −γ2x̃.

L’équation devient donc (ω2 −γ2 + 2αiγ)x̃ = 1
m F̃(t) et l’on obtient

x̃ =
F(t)

m(ω2 −γ2 + 2αiγ)
=

f ei(γt+β)

m(ω2 −γ2 + 2aiγ)
(5.31)

3. Un autre façon de trouver la solution (5.25), est de chercher une solution particulière de l’équation (5.18) avec
γ = ω, de la forme x1 = b̃t sin(ωt + β) avec une amplitude b̃ à déterminer. En insérant cette forme dans l’équation,
on trouve b̃ = f /(2ωm), ce qui donne (5.25) pour la solution générale.

4. On peut décrire ce problème avec un Lagrangien, mais il faut généraliser les équations de Lagrange en rajou-
tant un terme supplémentaire pour pouvoir décrire des forces de frottements ou d’amortissement.

5. Pour résoudre l’équation homogène associée à (5.27), on cherche une solution de la forme x̃0 = Aert avec r ∈C.
On tombe sur l’équation

r2 + 2αr +ω2 = 0 ⇒ r1,2 = −α ± i
√
ω2 −α2 (∆ < 0, régime pseudo-périodique ) (5.28)

si bien que

x̃0 = Ae−αte±iΩt avec Ω =
√
ω2 −α2 . (5.29)
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En comparant les expressions (5.31) et (5.30) et en simplifiant le facteur eiγt, on trouve le
module et la phase de B :

|B| =
f

m
1√

(ω2 −γ2)2 + 4α2γ2
et ϕ = β − arctan

2αγ
ω2 −γ2 (5.32)

On peut donc écrire la solution

x̃ =
f

m
ei(γt+ϕ)√

(ω2 −γ2)2 + 4α2γ2
avec ϕ = β − arctan

2αγ
ω2 −γ2 (5.33)

Dans le régime forcé, en présence d’un amortissement pour petit qu’il soit, les oscillations aux
temps longs on lieu à la fréquence γ/(2π) de la force extérieure.

5.2.2 Cas général

Revenons au cas purement hamiltonien (sans amortissement). L’équation (5.18) peut être
intégrée dans le cas général, quelle que soit la force extérieure F(t), en utilisant la notation
complexe. Pour cela on récrit d’abord l’équation sous la forme

d
dt

( .
x+ iωx)− iω( .

x+ iωx) =
1
m
F(t) (5.34)

(où on a rajouté et soustrait iω .
x), et on introduit la quantité complexe

ξ = .
x+ iωx (5.35)

qui obéit à l’équation
dξ
dt
− iωξ =

1
m
F(t) (5.36)

L’équation (5.36) est une équation différentielle du premier ordre avec second membre. La
solution générale de l’équation homogène est

ξ0 = A0e
iωt avec A0 ∈C (5.37)

Suivant la méthode de la variation de la constante, nous cherchons pour l’équation avec second
membre une solution de la forme

ξ = A(t)eiωt . (5.38)

En remplaçant (5.38) dans (5.36) on trouve

.
A(t) =

F(t)
m
e−iωt (5.39)

ce qui donne finalement pour ξ la solution

ξ = eiωt
[∫ t

0

F(t′)
m

e−iωt
′
dt′ +A0

]
(5.40)

D’après (5.35), la fonction x(t) s’obtient à partir ξ en prenant la partie imaginaire et en divisant
par iω.

Toujours d’après (5.35), remarquons que l’énergie mécanique du sytème s’exprime simple-
ment en terme du module au carré de ξ. En effet

E =
m
2

( .
x2 +ω2x2) =

m
2
|ξ |2 . (5.41)
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Calculons alors l’énergie transmise au système par la force extérieure entre t = −∞ et t = +∞
en supposant l’énergie initialement nulle ξ(−∞) = 0. On récrit d’abord la solution (5.40) en
prenant −∞ au lieu de 0 comme limite inférieure de l’intégrale. La condition ξ(−∞) = 0 impose
alors A0 = 0. Pour t = +∞ cela donne

|ξ(+∞)|2 =
∣∣∣∣∣∫ +∞

−∞

F(t)
m
e−iωtdt

∣∣∣∣∣2 (5.42)

et donc pour l’énergie transférée

E =
1

2m

∣∣∣∣∣∫ +∞

−∞
F(t)e−iωtdt

∣∣∣∣∣2 (5.43)

L’énergie transférée est donc égale au module au carré de la composante de Fourier de la force
extérieure F(t) à la fréquence propre du système ω.

5.3 Oscillations d’un système à plusieurs degrés de liberté, modes
normaux

5.3.1 Système à deux degrés de liberté

Considérons le système à deux degrés de liberté représenté en figure 5.1.

z1 z2

3l

Figure 5.1 – Deux oscillateurs, de fréquence propre
√
k/m en absence de couplage, sont couplés par

un ressort de constante de raideur ε.

Deux points matériels de masse égalem1 =m2 =m peuvent se déplacer à une dimension se-
lon l’axe z. Chaque masse est liée à un ressort (de longueur au repos l et de constante de raideur
k) dont l’extrémité est fixée, et à un deuxième ressort (de longueur au repos l et de constante
de raideur ε) qui relie les deux masses. La distance entre les deux points fixes d’attache est de
3l.

Le Lagrangien des petites oscillations

En prenant l’origine de l’axe z au point de fixation du premier ressort, l’énergie potentielle
harmonique du système s’écrit

U =
1
2

[
k(z1 − l)2 + ε(z2 − z1 − l)2 + k(z2 − 2l)2

]
(5.44)

et l’énergie cinétique des deux masses

T =
m
2

( .
z2

1 + .
z2

2) (5.45)

En introduisant x1 et x2, les écarts aux positions d’équilibre des deux masses,

x1 = z1 − l ; x2 = z2 − 2l (5.46)

le Lagrangien du système prend la forme

L = T −U =
m
2

( .
x2

1 + .
x2

1

)
− 1

2

[
k(x2

1 + x2
2) + ε(x2 − x1)2

]
(5.47)
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En divisant par m et en introduisant ω2
0 = (k + ε)/m et α2 = ε/m on obtient

L
m

=
1
2

( .
x2

1 + .
x2

1

)
−
ω2

0
2

(x2
1 + x2

2) +α2x2x1 (5.48)

Pour préparer le cas général, il convient d’introduire des notations matricielles :

X =
(
x1

x2

)
; XT = (x1,x2) et

.
X =

( .
x1.
x2

)
;

.
XT = ( .

x1,
.
x2) (5.49)

ou vectorielles
~X =

(
x1

x2

)
et

.
~X =

( .
x1.
x2

)
(5.50)

que nous utiliserons selon convenance. Le Lagrangien (5.48) s’écrit alors

L =
1
2

.
XTG

.
X − 1

2
XTHX ou L =

1
2

.
~X ·G

.
~X − 1

2
~X ·H ~X (5.51)

La matrice G contient l’information sur la métrique de l’espace des coordonnées et la matrice
H sur l’énergie potentielle près du point d’équilibre. Ici

G =
(
1 0
0 1

)
; H =

(
ω2

0 −α2

−α2 ω2
0

)
(5.52)

Les matrices G et H sont symétriques et définies positives (remarquez que d’après leur défini-
tion ω0 > α), ce qui restera vrais dans le cas général traité dans la section suivante.

Les équations du mouvement et les modes normaux

Les équations du mouvement s’écrivent..
x1 = −ω2

0x1 +α2x2
..
x2 = −ω2

0x2 +α2x1
⇒

..
X = −HX (5.53)

Nous cherchons une solution où les deux coordonnées oscillent à la même fréquence. On ap-
pelle cela un mode collectif ou un mode normal du système

X =U cos(ωt +ϕ) ; X =
(
x1

x2

)
; U =

(
u1

u2

)
⇒

..
X = −ω2X (5.54)

avec la matriceU et la pulsation ω à déterminer. En remplaçant la forme (5.54) dans l’équation
du mouvement (5.53) on obtient un problème aux valeurs propres HX =ω2X, donc :

HU =ω2U (5.55)

Les valeurs propres ω2 s’obtiennent en résolvant l’équation caractéristique det(H −ω2
I) = 0, et

les vecteurs propres U en résolvant (5.55) pour la valeur propre correspondante. Ici on trouve :

ω2
± =ω2

0 ±α
2 ; U+ =

1
√

2

(
1
−1

)
; U− =

1
√

2

(
1
1

)
(5.56)

Le facteur 1√
2

est arbitraire. Il permet d’avoir ‖U±‖ = 1. La symétrie de H garantit l’orthogo-
nalité des vecteurs propres correspondants à des valeurs propres différentes, et nous avons
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normalisé les vecteurs propres pour en faire une base orthonormale dans R
2, où chaque vec-

teur (x1,x2) représente une configuration de notre système. On a trouvé donc les solutions
particulières

X+ =
(
x1

x2

)
=

1
√

2

(
cos(ω+t +ϕ+)
−cos(ω+t +ϕ+)

)
; X− =

(
x1

x2

)
=

1
√

2

(
cos(ω−t +ϕ−)
cos(ω−t +ϕ−)

)
(5.57)

où les phases ϕ+ et ϕ− restent arbitraires. Dans la solution X+ les deux masses oscillent en
opposition de phase, et dans la solution X− elles oscillent en phase.

Dans la solution générale des équations du mouvement, chaque coordonnée sera la super-
position de deux fonctions périodiques A+ cos(ω+t+ϕ+) et A− cos(ω−t+ϕ−) avec des amplitudes
et des phases déterminées par les conditions initiales.

Les coordonnées normales et la forme canonique du Lagrangien

La solution du problème aux valeurs propres (5.55) nous permet également de trouver le
changement de coordonnées tel que les nouvelles coordonnées, que nous appellerons θ+ et θ−
oscillent avec une seule fréquence. Leur expression est donnée par

θ+ =UT
+ X ou θ+ = ~U+ · ~X ici θ+ =

1
√

2
(x1 − x2) (5.58)

θ− =UT
− X ou θ− = ~U− · ~X ici θ− =

1
√

2
(x1 + x2) (5.59)

D’après les équations (5.53) et (5.55), et en utilisant le fait que H est réel et symétrique (c’est
un cas particulier de matrice hermitienne A = (A∗)T que vous verrez en mécanique quantique),
on a

..
θ+ = ~U+ ·

..
~X = − ~U+ ·H ~X = −H ~U+ · ~X = −ω2

+
~U+ · ~X = −ω2

+θ+ (5.60)
..
θ− = ~U− ·

..
~X = − ~U− ·H ~X = −H ~U− · ~X = −ω2

− ~U− · ~X = −ω2
−θ− (5.61)

Les nouvelles coordonnées θ+ et θ− s’appellent coordonnées normales et elles effectuent des
oscillations simples et indépendantes ((5.12))

θ±(t) = a± cos(ω±t +α±) (5.62)

En incluant explicitement les conditions initiales on peut écrire

θ±(t) = θ±(0)cos(ω±t) +

.
θ±(0)
ω±

sin(ω±t) (5.63)

Pour exprimer le Lagrangien en fonction des nouvelles coordonnées, introduisons la ma-
trice de passage P dont les vecteurs colonne sont les vecteurs propres de H . Grâce à l’orthonor-
malité des vecteurs propres, P T = P −1. On dit que P est une matrice unitaire

P =
(
U+1 U−1

U+2 U−2

)
; P T =

(
U+1 U+2

U−1 U−2

)
; P T = P −1. (5.64)

Ici,

P =
1
√

2

(
1 1
−1 1

)
; P T = P −1 =

1
√

2

(
1 −1
1 1

)
(5.65)
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Les équations (5.58)-(5.59) et leur inverses s’écrivent alors sous forme matricielle ou vecto-
rielle

Θ = P TX ou ~Θ = P T ~X avec Θ =
(
θ+

θ−

)
(5.66)

X = PΘ ou ~X = P ~Θ X =
(
x1

x2

)
(5.67)

En remplaçant la relation (5.67) dans le Lagrangien (5.51) en forme matricielle, avec G = I, on
obtient

L =
1
2

.
XT

.
X − 1

2
XTHX =

1
2

.
ΘT P T P

.
Θ − 1

2
ΘT P THPΘ (5.68)

Sachant que

P T P = I et P THP = Λ =
(
ω2

+ 0
0 ω2

−

)
(5.69)

on obtient la forme canonique du Lagrangien

L =
1
2

∑
β=+,−

.
θ2
β −ω

2
βθ

2
β (5.70)

qui représente s = 2 oscillateurs harmoniques indépendendants, où s est le nombre de coor-
données, égale aux nombre de degrés de liberté indépendants du système.

5.3.2 Système à s degrés de liberté autour d’un point d’équilibre stable

Le Lagrangien des petites oscillations

Dans cette section nous traitons le cas générale d’un système à s degrés de liberté, décrit par
des cordonnées q = q1,q2, . . . , qs, qui effectue des petites oscillations autour d’un point d’équi-
libre stable q(0). La forme générale du Lagrangien de départ qu’on considère est celle donnée
par (3.74).

L(q, .
q) =

1
2

s∑
i,k=1

aik(q) .
qi

.
qk −U (q) (5.71)

et on poseU (q(0)) = 0. Comme pour le cas à un degré de liberté traité en section 5.1, on introduit
les petits écarts à l’équilibre

xi ≡ qi − q
(0)

i i = 1, . . . , s (5.72)

et on va quadratiser l’énergie potentielle U autour de q(0). On obtient donc pour U une forme
quadratique qui, si q(0) est un minimum, est définie positive.

U =
1
2

(
x1 x2 · · · xs

)


∂2U
∂q2

1

∂2U
∂q1q2

· · · ∂2U
∂q1qs

...
...

...
...

∂2U
∂qsq1

∂2U
∂qsq2

· · · ∂2U
∂q2

s


q=q(0)


x1
...
...
xs

 (5.73)

La matrice qui contient les dérivées secondes est la matrice Hessienne du potentiel. Elle sera
indiquée avec H et ses élément de matrice hik . L’indice q = q(0) indique que les dérivées sont
évaluées au point d’équilibre. L’énergie cinétique près de l’équilibre est aussi une forme qua-
dratique définie positive. En partant de l’expression (5.71), comme .

qi = .
xi et on a supposé que

les écarts étaient petits, on a au premier ordre non nul :

T =
1
2

s∑
i,k=1

aik(q) .
qi

.
qk ≈

1
2

s∑
i,k=1

aik(q
(0)) .
qi

.
qk (5.74)
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On rappelle que les aik(q) sont symétriques. En posant gik = aik(q(0)),

T =
1
2

( .
x1

.
x2 · · · .

xs
)
g11 g12 . . . g1s
. . .
. . .
gs1 gs2 . . . gss




.
x1
...
...
.
xs

 =
1
2

.
XTG

.
X (5.75)

Le Lagrangien, de la forme (5.51), peut s’écrire plus explicitement

L =
1
2

.
XTG

.
X −XTHX =

1
2

s∑
i,k=1

gik
.
xi

.
xk − hikxixk (5.76)

Les équations du mouvement et les modes normaux

Écrivons les équations du mouvement

d
dt
∂L
∂

.
xj
− ∂L
∂xj

= 0 ⇒ 1
2

∑
k

(
gjk

..
xk + hjkxk

)
+
∑
i

(
gij

..
xi + hijxi

) = 0 (5.77)

Le premier terme dans (5.77) est obtenu pour i = j dans la double somme qui apparait dans L,
et le deuxième pour k = j. En raison de la symétrie de G et H , on voit cependant que les deux
termes sont égaux. Ce qui nous donne pour les équation du mouvement∑

k

(
gjk

..
xj + hjkxj

)
= 0 ou en forme matricielle ⇒ G

..
X = −HX (5.78)

En suivant la procédure que nous avons expliquée dans la section précédente, nous cherchons
les modes collectifs du système. Ce sont des solutions particulières où toutes les coordonnées
oscillent à la même fréquence

X = Ũ cos(ωt +φ) ; X =


x1
...
...
xs

 ; Ũ =


ũ1
...
...
ũs

 ⇒
..
X = −ω2X (5.79)

En mettant ensemble les équations (5.79) et (5.78), on est amené à résoudre le problème aux
valeurs propres

G−1HX =ω2X (5.80)

À partir du fait que G et H sont symétriques et définies positives, on peut montrer que G−1H
est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives 6. Les solutions

Xβ = Ũβ cos(ωβt +φ) avec G−1H Ũβ =ω2
βŨβ (5.81)

représentent les modes normaux du système. Puisque la matrice G−1H n’est en général pas
symétrique, les vecteurs propres Ũβ correspondants à des valeurs propres différents ne sont
pas nécessairement orthogonaux (contrairement aux Uβ du cas simple avec G = I traité dans la
section précédente).
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l

m1
l

m2

ϕ1

ϕ2
~uy

~ux

Figure 5.2 – Pendule double.

5.3.3 Exercice : petites oscillations du pendule double

Considérons le pendule double schématisé en figure 5.2, où deux masses identiques m1 =
m2 =m au bout de deux fils de même longueur l oscillent dans le plan vertical xy sous l’action
de la pesanteur ~P =mg~uy .

1. Écrire le Lagrangien du système en fonction des coordonnées angulaires ϕ1 et ϕ2.

2. Écrire le Lagrangien des petites oscillations du système autour du point d’équilibre
stable ϕ1 = ϕ2 = 0.

3. Écrire les équations du mouvement pour les petites oscillations, trouver les modes nor-
maux du système et leur fréquence propre.

4. Intégrer les équations du mouvement, dans l’approximation des petites oscillations,
pour les conditions initiales suivantes :

ϕ1(0) = 0 , ϕ2(0) = ε ,
.
ϕ1(0) = 0 ,

.
ϕ2(0) = 0 (5.82)

Solution
1. On exprime d’abord les coordonnés cartésiennes des masses en fonction des angles

orientés ϕ1 et ϕ2.

x1 = l sinϕ1 ; x2 = l(sinϕ1 + sinϕ2) (5.83)

y1 = l cosϕ1 ; y2 = l(cosϕ1 + cosϕ2) (5.84)

Pour l’énergie cinétique on obtient

T =
m
2

( .
x2

1 + .
y2

1

)
+
m
2

( .
x2

2 + .
y2

2

)
=
ml2

2

[
2

.
ϕ2

1 +
.
ϕ2

2 + 2
.
ϕ1

.
ϕ2 cos(ϕ1 −ϕ2)

]
(5.85)

Pour l’énergie potentielle, en prenant le zéro dans la position d’équilibre, on obtient

U =mg(l − y1) +mg(2l − y2) = 3mgl −mgl(2cosϕ1 + cosϕ2) (5.86)

Le Lagrangien peut être divisé par ml2 sans que les équations du mouvement soient
affectées. On obtient ainsi

L =
1
2

[
2

.
ϕ2

1 +
.
ϕ2

2 + 2
.
ϕ1

.
ϕ2 cos(ϕ1 −ϕ2)

]
+
g

l
(2cosϕ1 + cosϕ2)−

3g
l
. (5.87)

2. En développant l’énergie potentielle à l’ordre deux autour de ϕ1 = ϕ2 = 0 on obtient

L =
1
2

[
2

.
ϕ2

1 +
.
ϕ2

2 + 2
.
ϕ1

.
ϕ2

]
−
g

2l

(
2ϕ2

1 +ϕ2
2

)
.

=
1
2

(
.
ϕ1,

.
ϕ2)G

( .
ϕ1.
ϕ2

)
− 1

2
(ϕ1,ϕ2)H

(
ϕ1

ϕ2

) (5.88)

6. Les valeurs propres de G−1H sont les mêmes que les valeurs propres deM = G−1/2HG−1/2 qui est symétrique
et définie positive. En effet, det(G−1H −λI) = 0↔ det(G−1/2H −G1/2λ) = 0↔ det(G−1/2HG−1/2 −λI) = 0.
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où l’on a introduit les matrices

G =
(
2 1
1 1

)
, H =ω2

0

(
2 0
0 1

)
, ω2

0 =
g

l
(5.89)

3. Grâce à la symétrie des matrices G etH , les équations du mouvement prennent la forme

G

( ..
ϕ1..
ϕ2

)
= −H

(
ϕ1

ϕ2

)
ou

( ..
ϕ1..
ϕ2

)
= −G−1H

(
ϕ1

ϕ2

)
avec G−1 =

(
1 −1
−1 2

)
(5.90)

On calcule la matrice G−1H et on obtient les équations du mouvement

G−1H =ω2
0

(
2 −1
−2 2

)
,


..
ϕ1 = −ω2

0(2ϕ1 −ϕ2),
..
ϕ2 = −ω2

0(−2ϕ1 + 2ϕ2).
(5.91)

Les modes propres et les fréquences propres se trouvent en diagonalisant la matrice
G−1H . On obtient les vecteurs propres Ũ± et valeurs propres ω2

± :

Ũ+ =
(

1
−
√

2

)
, ω2

+ = (2 +
√

2)ω2
0 , Ũ− =

(
1√
2

)
, ω2

− = (2−
√

2)ω2
0 (5.92)

En revenant aux vecteurs des coordonnées

X =
(
ϕ1

ϕ2

)
(5.93)

les modes normaux correspondent aux deux solutions particulières

X+ =
(
ϕ1,+
ϕ2,+

)
= Ũ+ cos(ω+t +Φ) =

(
cos(ω+t +Φ)

−
√

2cos(ω+t +Φ)

)
(5.94)

X− =
(
ϕ1,−
ϕ2,−

)
= Ũ− cos(ω−t +Φ) =

(
cos(ω−t +Φ)
√

2cos(ω−t +Φ)

)
(5.95)

Figure 5.3 – Modes normaux du pendule double. À gauche, le mode X−, et à droite, le mode X+
.

Pour les deux modes propres, on remarque que l’amplitude de l’oscillation du deuxième
pendule (celui décrit par la coordonnée ϕ2) est

√
2 fois plus grande de celle du premier

pendule. Pour le mode U+ qui oscille à la fréquence ω+ les deux pendules oscillent en
opposition de phase, lorsque pour le mode U− ils oscillent en opposition de phase.

4. La décomposition en modes propres (5.92) nous dit que la forme la plus générale de la
solution est(

ϕ1(t)
ϕ2(t)

)
=

[
Acos(ω+t) +Bsin(ω+t)

]( 1
−
√

2

)
+
[
C cos(ω−t) +D sin(ω−t)

]( 1√
2

)
(5.96)
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et donc, en considérant position et vitesse à t = 0, on a dans le cas particulier (5.82)(
0
ε

)
= A

(
1
−
√

2

)
+C

(
1√
2

)
,

(
0
0

)
= Bω+

(
1
−
√

2

)
+Dω−

(
1√
2

)
(5.97)

et on trouve immédiatement C = −A = ε/(2
√

2) et B =D = 0. La solution est donc(
ϕ1(t)
ϕ2(t)

)
=

ε

2
√

2

 cos(ω−t)− cos(ω+t)√
2
[
cos(ω−t) + cos(ω+t)

] (5.98)

Les deux modes normaux sont excités dans cette solution.

Les coordonnées normales et la forme canonique du Lagrangien

Pour trouver les coordonnées normales et la forme canonique du Lagrangien dans le cas
général, nous rencontrons une petite complication due au fait que la matrice G−1H n’est pas
symétrique. En particulier : (i) la propriété d’hermiticité de H utilisée pour obtenir les équa-
tions (5.60) et (5.61) n’est pas valable pour G−1H et (ii) les vecteurs propres Ũβ de G−1H ne
sont pas orthogonaux pour le produit scalaire ordinaire et ne peuvent pas former une base
orthonormale de R

s. On s’en sort en introduisant un nouveau vecteur X ′ relié à X par 7

X ′ = G1/2X ; X = G−1/2X ′ (5.102)

si bien que

G−1HX =ω2X ⇒ (G−1/2HG−1/2)X ′ =ω2X ′ ou MX ′ =ω2X ′ (5.103)

avecM = G−1/2HG−1/2 symétrique et définie positive. En utilisant (5.78), les équations du mou-
vement deviennent

..
X ′ = G1/2 ..

X = G1/2
[
−G−1HX

]
= −G−1/2HX = −G−1/2HG−1/2X ′ = −MX ′ (5.104)

Par exemple, avec les matrices G et H et le vecteur X du pendule double, voir (5.89),

G =
(
2 1
1 1

)
, H =ω2

0

(
2 0
0 1

)
avec ω2

0 =
g

l
, X =

(
ϕ1
ϕ2

)
(5.105)

7. Pour toute matrice G réelle symétrique et définie positive, il existe une matrice réelle symétrique et définie
positive que l’on noteG1/2, telle que (G1/2)2 = G. Si on écritG = PΛP−1, où Λ est diagonale, alorsG1/2 = PΛ1/2P−1.
Notez que l’on peut toujours construire la matrice de passage avec une base de vecteurs propres orthonormés ; on a
alors dans ce cas P−1 = PT , ce qui implique que (G1/2)T = G1/2 : la matrice G1/2 est symétrique. Ceci étant dit, on
n’a pas besoin de normaliser les vecteurs propres (et avoir un P unitaire) pour calculer G1/2.

Par exemple, si on reprend la matrice G du problème du double pendule, voir (5.89), elle admet les vecteurs et
valeurs propres suivants

G =
(
2 1
1 1

)
, G

(
2

−1 +
√

5

)
=

3 +
√

5
2

(
2

−1 +
√

5

)
, G

(
2

−1−
√

5

)
=

3−
√

5
2

(
2

−1−
√

5

)
(5.99)

On construit la matrice de passage P avec les vecteurs propres, la matrice Λ avec les valeurs propres et on obtient

P =
(

2 2
−1 +

√
5 −1−

√
5

)
, Λ =

3+
√

5
2 0

0 3−
√

5
2

 , P−1 =
1

20

(
5 +
√

5 2
√

5
5−
√

5 −2
√

5

)
, G = PΛP−1 (5.100)

(Remarquez que l’on a PT , P−1 parce qu’on n’a pas normalisé les vecteurs propres.) On vérifie que 3±
√

5
2 =

(
1±
√

5
2

)
2

et on en déduit

G1/2 = P

1+
√

5
2 0

0 1−
√

5
2

P−1 =
(
1 1
1 0

)
, G−1/2 = (G1/2)−1 =

(
0 1
1 −1

)
. (5.101)

On vérifie directement que (G1/2)2 = G.
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on trouve, voir la note 7,

G1/2 =
(
1 1
1 0

)
, G−1/2 =

(
0 1
1 −1

)
, M =ω2

0

(
1 −1
−1 3

)
, X ′ =

(
ϕ1 +ϕ2
ϕ1

)
(5.106)

Les nouvelles équations du mouvement (5.104) s’écrivent alors
..

(ϕ1 +ϕ2) = −ω2
0

(
(ϕ1 +ϕ2)−ϕ1

)
..
ϕ1 = −ω2

0

(
− (ϕ1 +ϕ2) + 3ϕ1

)
,

(5.107)

et on vérifie directement que c’est compatible avec (5.91).
Comme la matrice M est symétrique, ses vecteurs propres Uβ avec β = 1, . . . , s peuvent donc

être choisis pour former une base orthonormale en R
s et les valeurs propres correspondantes

ω2
β sont toutes positives. Les s coordonnées normales sont alors définies par

θβ = ~Uβ · ~X ′ pour β = 1, . . . , s (5.108)

et les équations du mouvement (5.104) donnent, en utilisant l’hermiticité de M,

..
θβ = ~Uβ ·

..
~X ′ = − ~Uβ ·M~X ′ = −M ~Uβ · ~X ′ = −ω2

βθβ (5.109)

Dans le cas du pendule double et de la matriceM dans (5.106), on trouve les vecteurs et valeurs
propres suivants

U+ =
1√

4 + 2
√

2

(
1

−1−
√

2

)
, ω2

+ = (2 +
√

2)ω2
0 , U− =

1√
4− 2

√
2

(
1

−1 +
√

2

)
, ω2

− = (2−
√

2)ω2
0

(5.110)
En utilisant l’expression de X ′ dans (5.106), on obtient pour les coordonnées normales

θ+ =
ϕ2 −

√
2ϕ1√

4 + 2
√

2
, θ− =

ϕ2 +
√

2ϕ1√
4− 2

√
2

(5.111)

et on vérifie directement avec (5.91) que
..
θ± = −ω2

±θ±.
En introduisant la matrice Θ qui regroupe les coordonnée normales

Θ =


θ1
...
...
θs

 (5.112)

et la matrice de passage P qui a ~Uβ pour vecteurs colonne, l’équation (5.108) peut s’écrire

Θ = P TX ′ (5.113)

comme les Uβ sont orthonormés, la matrice P est hermitienne et vérifie donc P T = P −1. On en
déduit que telle que

X ′ = PΘ si bien que X = G−1/2PΘ (5.114)

Le Lagrangien (5.76) devient

L =
1
2

.
XTG

.
X −XTHX

=
1
2

(G−1/2P
.
Θ)TG(G−1/2P

.
Θ)− (G−1/2PΘ)TH(G−1/2PΘ)

=
1
2

.
ΘT P T (G−1/2)T G G−1/2P

.
Θ −ΘT P T (G−1/2)THG−1/2PΘ

(5.115)
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En utilisant le fait que (G−1/2)T = G−1/2 (car G−1/2 est symétrique et P T = P −1 (car P est hermi-
tienne) on retrouve la forme normale :

L =
1
2

.
ΘT

I

.
Θ −ΘTΛΘ =

1
2

( .
θ2

1 + · · ·+
.
θ2
s

)
−
(
ω2

1θ
2
1 + · · ·+ω2

s θ
2
s

)
(5.116)

où Λ est la matrice diagonale avec les valeurs propres de M = G−1/2HG−1/2, c’est-à-dire les ω2
β .

Ce Lagrangien décrit le mouvement de s oscillateurs indépendants.
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Chapitre 6

Mouvements d’un solide

6.1 Généralités

Nous appelons solide un système de points matériels dont les distances sont invariables.
Pour simplifier les raisonnements, nous allons souvent considérer les solides comme un en-
semble discret de points matériels. Le passage à un milieu continu se fait alors en passant
d’une somme sur les particules à une intégrale sur le volume du corps, où l’on aura pris soin de
remplacer les masses des particules par ρdV , la masse contenue dans un élément de volume
dV . Par exemple : ∑

α

mαr
2
α→

∫
V
dV ρr2 . (6.1)

Pour décrire le mouvement d’un solide on utilise deux systèmes de coordonnées. Un sys-
tème S immobile dans le référentiel d’étude de centre O et coordonnées cartésienne XYZ, et
un système mobile Smobile de centre G et de coordonnées xyz, ou x1x2x3, où G est le centre de
masse du solide. Ce système est en liaison rigide avec le corps solide et participant à tous les

mouvements de celui-ci. Puisque la position du centre de masse
−−−→
OG = ~Rc est identifiée par

ses trois coordonnées, et l’orientation des axes de Smobile par rapport à S par trois angles, le
système a en tout six degrés de liberté.

Figure 6.1 – Un point P d’un solide est repéré par ~R dans le système immobile S , et par ~r dans
Smobile, le système de coordonnées mobile lié au solide.

Considérons un point P du solide de coordonnées ~R dans S , et de coordonnées ~r dans
Smobile, comme illustré dans la figure 6.1. Un petit déplacement du solide peut se décomposer
en une petite translation d~Rc du centre de masse et une petite rotation d~ϕ des axes de Smobile,
donc du solide, autour du centre de masse. La variation de ~R dans le référentiel lié à S s’écrit
alors :

d~R = d~Rc + d~ϕ ∧~r (6.2)

67
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En divisant cette égalité par dt et en introduisant les vitesses ~V , ~Vc et la vitesse angulaire ~Ω

d~R
dt

= ~V ;
d~Rc
dt

= ~Vc ;
d~ϕ
dt

= ~Ω (6.3)

on obtient la relation
~V = ~Vc + ~Ω∧~r (6.4)

Ici ~Vc est la vitesse du centre de masse qui caractérise le mouvement de translation du corps
à un instant donné, ~V est la vitesse du point P , et ~Ω est la vitesse angulaire qui caractérise sa
rotation (ou la rotation du système mobile) par rapport au système fixe. La relation (6.4) peut
s’interpréter en disant que, puisque le point P est fixe dans le référentiel Smobile, sa vitesse dans
le référentiel galiléen S est exclusivement donnée par la vitesse d’entraînement.

6.2 Tenseur d’inertie et Lagragien

À partir de l’expression (6.4), écrivons l’énergie cinétique du solide considéré comme un
ensemble discret de points matériels (on omet par simplicité les indices α sur les différents
points du solide sur lesquels on somme)

T =
∑ 1

2
mV 2 =

∑ 1
2
m

[
V 2
c + 2~Vc · (~Ω∧~r) + || ~Ω∧~r ||2

]
(6.5)

Remarquons que ~Vc et ~Ωc ne dépendent pas du point et peuvent sortir de la somme. Ainsi,
pour le deuxième terme on trouve∑

m~Vc · (~Ω∧~r) =
∑

m~r · (~Vc ∧ ~Ω) = (~Vc ∧ ~Ω) ·
∑

m~r = 0 (6.6)

où pour la dernière égalité on a utilisé le fait que l’origine du système mobile coïncide avec le
centre de masse du solide. Pour le troisième terme nous pouvons écrire

|| ~Ω∧~r ||2 = Ω2r2 sin2θ = Ω2r2(1− cos2θ) = Ω2r2 − (~Ω ·~r)2 (6.7)

Cette quantité peut également s’écrire Ω2r2
radial, où rradial est la distance entre le point P et l’axe

de rotation, voir la figure 6.2.

G

axe de

rotatio
n

~Ω

H

~rradial

P

~r

θ

Figure 6.2 – En écrivant ~r =
−−−→
GH +~rradial, on voit que ~Ω∧~r = ~Ω∧~rradial et donc que ‖~Ω∧~r‖2 =

Ω2r2
radial.

On obtient finalement

T =
1
2
MV 2

c +
1
2

∑
m
[
Ω2r2 − (~Ω ·~r)2

]
=

1
2
MV 2

c +
1
2

∑
mΩ2r2

radial (6.8)

Ici M =
∑
m est la masse totale du solide. Le premier terme dans (6.8) représente l’énergie

cinétique de translation et le deuxième celle de rotation.



6.2. TENSEUR D’INERTIE ET LAGRAGIEN 69

Introduisons maintenant la notation tensorielle avec trois indices i,k, l qui prennent les
valeurs 1,2,3, où par convention la somme sur les indices répétés est sous entendue. Ainsi par
exemple :

AiBi ≡
3∑
i=1

AiBi = ~A · ~B ; A2
l ≡

3∑
l=1

AlAl = ||~A||2 (6.9)

Pour l’énergie cinétique de rotation du solide nous obtenons

Trot =
1
2

∑
m

[
Ω2
i x

2
l −ΩixiΩkxk

]
=

1
2

∑
m

[
ΩiΩkδikx

2
l −ΩiΩkxixk

]
(6.10)

où on a utilisé l’identité Ωi = Ωkδik , où δik est le delta de Kronecker (δik = 1 si i = k et δik = 0
si i , k). En faisant sortir le facteur ΩiΩk de la somme

Trot =
1
2
ΩiΩk

∑
m(δikx

2
l − xixk) (6.11)

On introduit maintenant le tenseur d’inertie

Iik =
∑

m
(
δikx

2
l − xixk

)
(6.12)

Remarquons qu’il est symétrique

Iik = Iki (6.13)

Puisque i et k prennent les valeurs 1,2,3 on peur écrire les composantes du tenseur Iik dans
une matrice 3× 3. En notant x1 = x, x2 = y et x3 = z,

I =


∑
m(y2 + z2) −

∑
mxy −

∑
mxz

−
∑
myx

∑
m(x2 + z2) −

∑
myz

−
∑
mzx −

∑
mzy

∑
m(x2 + y2)

 (6.14)

Avec le tenseur d’inertie, l’énergie cinétique rotationnelle s’écrit

Trot =
1
2
IikΩiΩk (6.15)

et le Lagrangien du solide devient

L =
1
2
MV 2

c +
1
2
IikΩiΩk −U (6.16)

où U est l’énergie potentielle du solide, en général dépendant des coordonnées du centre de
masse et des angles qui donnent l’orientation des axes de Smobile.

Le tenseur d’inertie Iik , qui est comme nous l’avons vu symétrique, peut être rendu dia-
gonal par un choix approprié des axes x1,x2,x3. Les axes pour lesquels Iik devient diagonal
s’appellent les axes principaux d’inertie. Pour un corps homogène ils sont donnés par les axes
de symétrie du solide.

6.2.1 Calcul du tenseur d’inertie

Nous montrons ici deux exemples simples de calcul du tenseur d’inertie.
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Cylindre homogène

Calculons le tenseur d’inertie d’un cylindre homogène de rayon a et hauteur h. On appelle
M la masse total du cylindre, et ρ =M/(πa2h) sa densité de masse. On choisit x3 le long de l’axe
de symétrie de révolution du cylindre pour respecter la symétrie du solide. Le plus naturel est
de calculer les composantes du tenseur d’inertie en coordonnée cylindriques 1 :

x1 = r cosθ ; x2 = r sinθ ; x3 = z (6.17)

On montre facilement que les composantes Iik sont nulles hors de la diagonale. Par exemple

Izx ≡ I31 = ρ
∫ h/2

−h/2
dz

∫ a

0
r dr

∫ 2π

0
dθ (zr cosθ) ∝

∫ 2π

0
dθ cosθ = 0 (6.18)

Sur la diagonale, calculons d’abord Izz

Izz = ρ
∫ h/2

−h/2
dz

∫ a

0
r dr

∫ 2π

0
dθ r2 = ρh

a4

4
2π =M

a2

2
(6.19)

Pour le calcul de I11 et I22 remarquons d’abord que, pour des raisons de symétrie, on doit avoir

ρ

∫
V
x2 dV = ρ

∫
V
y2 dV =

ρ

2

∫
V
r2 dV =M

a2

4
(6.20)

où
∫
V

indique l’intégration sur le volume du solide. On a alors

Ixx = ρ
∫
V

(y2 + z2) =M
a2

4
+ ρπa2 1

3

(
h3

8
+
h3

8

)
=M

(
a2

4
+
h2

12

)
(6.21)

et Iyy = Ixx.

Tige homogène

Calculons le tenseur d’inertie d’une tige mince homogène de longueur l. On appelle M la
masse total de la tige, et ρ sa densité de masse (masse par unité de longueur). On choisit x3 = z
le long de la tige. Puisque pour tous les points du solide x1 = x2 = 0, les seules composantes
non nulles du tenseur d’inertie sont I11 et I22. On calcule :

Ixx = Iyy = ρ
∫ l/2

−l/2
z2 dz = ρ

1
3

(
l3

8
+
l3

8

)
=M

l2

12
. (6.22)

Remarquons qu’on retrouve simplement le résultat en prenant a = 0 et h = l dans l’expression
(6.21) l’exemple précédent.

6.3 Exemples de résolution

Dans cette section, nous allons écrire le Lagrangien et les équations du mouvement pour
quelques exemples simples.

6.3.1 Cylindre qui roule sans glisser sur un plan incliné

Considérons un cylindre homogène de rayon a et masseM qui roule sans glisser sur un plan
incliné d’angle α comme représenté en figure 6.3. Pour repérer la position du centre de masse

1. Attention aux notations : r est ici la distance à l’axe z et non pas la norme du vecteur ~r comme dans le
paragraphe précédent.
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Figure 6.3 – Un cylindre homogène de rayon a et masse M roule sans glisser sur un plan incliné
d’angle α.

du cylindre, on introduit un axe fixe X le long du plan incliné. Pour le système mobile attaché
au solide, on choisit l’axe x3 selon les axes de symétrie de révolution du cylindre. L’orientation
de l’axe x2 par rapport à l’axe fixe Y , quantifiée par l’angle θ, décrit la rotation du cylindre
autour de son axe, avec un moment d’inertie I = 1

2Ma
2 (équation (6.19) du paragraphe 6.2.1).

Contrainte de roulement sans glisse

Le fait que le cylindre roule sains glisser impose une relation entre la coordonnée Xc du
centre de masse et l’angle θ, et donc entre la vitesse du centre de masse

.
Xc et la vitesse angulaire

Ω =
.
θ :

dXc = −adθ d’où
.
Xc = −a

.
θ ⇒ Ω = −

.
Xc/a (6.23)

L’énergie cinétique du cylindre s’écrit alors :

T =
1
2
M

.
Xc +

1
2
IΩ2 =

1
2
M

.
Xc +

1
4
Ma2Ω2 =

3
4
M

.
Xc (6.24)

En prenant l’origine des énergies en Xc = 0, l’énergie potentielle s’écrit

U =MgXc sinα (6.25)

Le Lagrangien du système est donc

L =
3
4
M

.
Xc −Mg sinαXc (6.26)

et les équations du mouvement
..
Xc =

2
3
g sinα (6.27)

On remarque deux différences par rapport à la chute libre d’un point matériel dans le champ
de pesanteur : (i) L’accélération g est diminué d’un facteur sinα dû à la la force de réaction du
plan incliné, qui compense la composante de la pesanteur orthogonal au plan et (ii) l’inertie
du cylindre est plus grande de celle d’un point matériel à cause de sa rotation.

6.3.2 Petites oscillations de deux tiges attachées par une charnière

Considérons le système représenté en figure 6.4. OA et AB sont deux tiges minces homo-
gènes de longueur l et masseM attachées par une charnière au point A. La tigeOA pivote dans
le plan horizontal xy de la figure autour du point O, et l’extrémité B de la tige AB glisse le long
de l’axe Ox. Un ressort de longueur nulle au repos et de constante de raideur k, dont une ex-
trémité peut glisser le long de l’axe Ox et l’autre est attachée au point A, tend à ramer les tiges
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Figure 6.4 – Dans le plan horizontal xy, deux tiges minces homogènes de longueur l et masseM sont
attachées par une charnière au point A. Un ressort de constante de raideur k tend à ramer les tiges
sur l’axe Ox.

sur l’axe Ox. Donner le mouvement des tiges dans l’approximation des petites oscillations (ici
petits angles θ).

L’énergie cinétique de la tige OA, ou tige 1, est donnée par

T1 =
1
2
MV 2

c1 +
1
2
I

.
θ2 =

1
2
M

(
l
2

.
θ

)2

+
1
2
I

.
θ2 =

Ml2

8

.
θ2 +

1
2
I

.
θ2 (6.28)

Le centre de masse de la tige AB, ou tige 2, a pour coordonnées

Xc2 =
3l
2

cosθ ; Yc2 =
l
2

sinθ d’où
.
Xc2 = −

.
θ

3l
2

sinθ ; Yc2 =
.
θ
l
2

cosθ (6.29)

L’énergie cinétique de la tige AB est donc donnée par

T2 =
1
2
M(

.
X2
c2 +

.
Y 2
c2) +

1
2
I

.
θ2 =

Ml2

8

(
1 + 8sin2θ

) .
θ2 +

1
2
I

.
θ2 . (6.30)

Sachant que le moment d’inertie de la tige mince vaut I = Ml2/12 (voir l’équation (6.22) du
paragraphe 6.2.1), l’énergie cinétique totale est donc

T = T1 + T2 =
Ml2

4

(
1 + 4sin2θ

) .
θ2 +

Ml2

12

.
θ2 =

Ml2

3

(
1 + 3sin2θ

) .
θ2 . (6.31)

L’énergie potentielle due à la présence du ressort est

U =
1
2
k(l sinθ)2 (6.32)

on obtient donc le Lagrangien

L =
Ml2

3

(
1 + 3sin2θ

) .
θ2 − 1

2
k(l sinθ)2 (6.33)

On observe que θ = 0 est un point minimum de l’énergie potentielle. Dans la limite des petites
oscillations autour de θ = 0,

.
θ = 0, on approxime sin2θ ' θ2 dans l’énergie potentielle, et l’on

garde l’ordre zéro en θ dans l’énergie cinétique qui est déjà quadratique en
.
θ. On obtient donc

L ' 1
2

(2
3
Ml2

) .
θ2 − 1

2
kl2θ2 (6.34)

ou, en divisant le Lagrangien par 2
3Ml

2,

L̃ =
1
2

.
θ2 − 1

2

(
k
M

3
2

)
θ2 (6.35)

le Lagrangien (6.35) décrit des oscillations harmoniques de l’angle θ à la pulsation ω0 =
√

k
M

3
2 .
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6.4 Moment cinétique du solide

D’après le premier théorème de König (4.49), on peut toujours décomposer le moment ciné-
tique total d’un système en un moment cinétique propre calculé dans le référentiel du centre de
masse, plus un moment M~Rc∧ ~Vc lié au mouvement de son centre de masse. Dans cette section
nous nous intéressons au moment cinétique propre d’un solide. Nous nous plaçons donc dans
le référentiel du centre de masse dans lequel ~Vc = ~0. De plus, comme représenté en figure 6.5,
nous allons par commodité mettre l’origine des coordonnées dans le centre de masse, si bien
que ~Rc = 0. En faisant référence aux aux équations (6.2)-(6.4) et aux notations de la section 6.1,

Figure 6.5 – Pour étudier le moment cinétique propre d’un solide, nous plaçons l’origine des coor-
données du système fixe S et du système mobile Smobile dans le centre de masse du système.

où ~R désigne le rayon vecteur d’un point P du solide dans le système de coordonnées fixe S , ~r

désigne le rayon vecteur du même point dans le système mobile Smobile, et ~V =
.
~R, nous avons

ici
~R = ~r et ~V = ~Ω ∧~r (6.36)

Le moment cinétique ~L dans S s’écrit (on omet par simplicité les indices α sur les différents
points du solide sur lesquels on somme)

~L =
∑

m~R∧ ~V =
∑

m~r ∧ (~Ω ∧~r) (6.37)

En utilisant l’identité vectorielle

~a∧ (~b∧~c) =~b(~a ·~c)−~c(~a ·~b) (6.38)

on récrit
~L =

∑
~Ω(mr2)−~r (m~r · ~Ω) (6.39)

ou, en notations tensorielles avec i,k, l = 1,2,3,

Li =
∑

m
[
x2
l Ωi − xixkΩk

]
= Ωk

∑
m

[
x2
l δik − xixk

]
(6.40)

En utilisant le tenseur d’inertie (6.12) on écrit simplement

Li = IikΩk (6.41)

Si les axes x1,x2,x3 sont dirigés selon les axes principaux d’inertie du corps, le tenseur Iik est
diagonal (on note I11 = I1, I22 = I2 et I33 = I3) et on a simplement

L1 = I1Ω1 ; L2 = I2Ω2 ; L3 = I3Ω3 (6.42)
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Remarquons que dans le cas particulier où I1 = I2 = I3 = I (on appelle un tel corps une toupie
symétrique), le moment cinétique ~L et la vitesse angulaire ~Ω ont la même direction

~L = I ~Ω (6.43)

Dans le cas général, ceci reste vraie pour une rotation du corps autour de l’un de ses axes
principaux d’inertie, par exemple si Ω1 , 0 et Ω2 = Ω3 = 0.

6.5 Équations du mouvement pour un solide

Nous avons vu que, bien que formé d’un grand nombre de particules, un solide n’a que
six degrés de liberté. Ceci est bien sûr dû au fait que les positions relatives des particules sont
figées. Pour décrire le mouvement d’un solide, il faut donc six équations indépendantes. Nous
allons voir qu’on peut mettre ces équations sous la forme de dérivées temporelles (i) de la quantité
de mouvement totale ~P : trois équations qui décrivent le mouvement de translation du solide, et
(ii) du moment cinétique total ~L : trois équations qui décrivent son mouvement de rotation.

6.5.1 Dérivée temporelle de la quantité de mouvement

Pour chaque particule qui compose le solide nous pouvons appliquer la loi de Newton
d~pα
dt = ~fα, où ~fα est la force appliquée à la α-ème particule et ~pα = mα~vα est sa quantité de

mouvement. En sommant sur toutes les particules on obtient

d~P
dt

= ~F (6.44)

où ~P est la quantité de mouvement totale et ~F la somme des forces. Nous savons par ailleurs

que pour un système isolé d~P
dt = ~0 (voir la section 4.3), puisque les forces internes au systèmes

se compensent dans la somme. Il reste donc dans (6.44) seulement la contribution des forces
externes :

d~P
dt

= ~Fext (6.45)

Nous allons retrouver l’équation (6.44) avec le formalisme lagrangien, en considérant les dé-
rivées de L par rapport aux coordonnées du centre de masse Xc, Yc, Zc et leur dérivées

.
Xc,

.
Yc,.

Zc. Nous devons pour cela exprimer la variation de l’énergie potentielle du solide suite à une
petite translation.

Considérons une petite translation du solide qui déplace les coordonnées de chaque point
d’une même quantité d~Rα = d~R. Remarquons que le centre de masse est déplacé de la même
quantité d~Rc = d~R. En effet,

~Rc =
∑
αmα~Rα
M

→
∑
αmα(~Rα + d~R)

M
= ~Rc + d~R (6.46)

La variation de l’énergie potentielle du solide s’écrit

dU =
∑
α

(
~grad~RαU

)
·d~Rα = −d ~Rc ·

∑
α

~fα = −~F ·d ~Rc (6.47)

Composante par composante, cela donne

∂U
∂Xc

= −Fx
∂U
∂Yc

= −Fy
∂U
∂Zc

= −Fz (6.48)
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Par ailleurs nous savons, voir l’équation (4.30), que ~P =M~Vc. À partir du Lagrangien du solide
(6.16)

L =
1
2
M(

.
X2
c +

.
Y 2
c +

.
Z2
c ) +

1
2
IikΩiΩk −U (6.49)

on obtient donc par exemple :

d
dt

∂L
∂

.
Xc

=
∂L
∂Xc

⇔ dPx
dt

= Fx (6.50)

et de même pour les autres composantes.

6.5.2 Dérivée temporelle du moment cinétique

Pour établir l’équation du mouvement de ~L, on choisit un référentiel galiléen dans lequel
~Vc = ~0 à l’instant considéré. On a donc comme dans le paragraphe 6.4

d~R = ~dϕ ∧~r ; ~V = ~Ω∧~r ; ~Ω =
~dϕ
dt

(6.51)

Écrivons la dérivée du moment cinétique dans S (~L est défini ici par rapport au centre de masse
du solide et on omet par simplicité les indices α sur les différents points du solide sur lesquels
on somme) :

d~L
dt

=
d
dt

∑
~r ∧m~V =

∑ .
~r ∧m~V +

∑
~r ∧m

.
~V (6.52)

Comme ~Vc = 0, on a
.
~r = ~V si bien que le premier terme dans (6.52) est nul. En remplaçant

m
.
~V = ~f dans le deuxième, on obtient

d~L
dt

=
∑

~r ∧ ~f = ~K (6.53)

Ici ~K est le moment total des forces, somme des moments ~rα∧ ~fα des forces agissant sur chaque

point du solide. Nous savons par ailleurs que pour un corps isolé d~L
dt = ~0 puisque les moments

venant des forces internes se compensent dans la somme. On a donc le résultat suivant

d~L
dt

= ~Kext (6.54)

ou ~L est le moment cinétique du solide et ~Kext est la somme des moments des forces extérieurs,
tous les deux définis par rapport au centre de masse du solide. Dans le formalisme lagrangien,
nous retrouvons (6.53) ou plus précisément sa projection sur les axes x1,x2,x3 en considérant
les dérivée de L par rapport aux angles ϕi , avec

.
ϕi = Ωi

Considérons une petite rotation d~ϕ du solide qui change les coordonnée de toutes les par-
ticules d’une quantité d~Rα = d~ϕ∧~rα. Sous l’action de forces conservatives, cas que nous consi-
dérons ici, la variation de l’énergie potentielle du solide (opposée à la variation d’énergie ciné-
tique) est donnée par l’opposée du travail effectué par les forces sur le système

dU = −
∑
α

~fα ·d~Rα = −
∑
α

~fα · (d~ϕ ∧~rα) = −d~ϕ ·
∑
α

~rα ∧ ~fα = −d~ϕ · ~K (6.55)

où ~K est le moment total des forces. En introduisant les composantes de vecteurs sur les axes
x1,x2,x3 cela donne

∂U
∂ϕ1

= −K1
∂U
∂ϕ2

= −K2
∂U
∂ϕ3

= −K3 (6.56)
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Nous savons par ailleurs, voir (6.41), que IikΩk = Li . À partir du Lagrangien (6.16) on a donc

d
dt

∂L
∂Ωi

=
∂L
∂ϕi

⇔ dLi
dt

= Ki (6.57)



Chapitre 7

Introduction au formalisme
Hamiltonien

Dans le formalisme de Lagrange que nous avons illustré jusqu’ici, pour décrire l’état méca-
nique d’un système à s degrés de liberté, on utilise les coordonnées q = (q1,q2, . . . , qs) et les vitesses
généralisées .

q = ( .
q1,

.
q2, . . . ,

.
qs). Cette description n’est pas la seule possible, et nous allons intro-

duire dans ce chapitre une deuxième description qui, au lieu de la fonction de Lagrange L(q, .
q)

utilise une fonction dite de HamiltonH(q,p) où, au lieu des vitesses généralisées, apparaissent
les impulsions généralisées p = (p1,p2, . . . ,ps) introduites au paragraphe 4.3.1

pk ≡
∂L
∂

.
qk

(7.1)

La transformation qu’on utilise pour passer du Lagrangien au Hamiltonien, qui change ainsi
le jeu de variables indépendantes, est la transformée de Legendre, que vous avez peut-être déjà
rencontrée en thermodynamique.

7.1 Fonction de Hamilton

Écrivons la différentielle totale du Lagrangien L(q, .
q)

dL =
∑
k

∂L
∂qk

dqk +
∑
k

∂L
∂

.
qk

d .
qk (7.2)

Sachant que pk ≡ ∂L
∂
.
qk

et que, d’après les équations de Lagrange .
pk = ∂L

∂qk
, nous pouvons écrire

dL =
∑
k

.
pk dqk +

∑
k

pk d .
qk (7.3)

Écrivons maintenant le deuxième terme sous la forme

∑
k

pk d .
qk = d

∑
k

pk
.
qk

−∑
k

dpk
.
qk (7.4)

En transportant la différentielle totale dans le terme de la gauche de (7.3) et changeant le signe,
on obtient

d

∑
k

pk
.
qk −L

 = −
∑
k

.
pk dqk +

∑
k

.
qk dpk (7.5)

77



78 CHAPITRE 7. INTRODUCTION AU FORMALISME HAMILTONIEN

La quantité sous le signe différentiel dans l’équation (7.5) est appelée fonction de Hamilton ou
Hamiltonien H

H =
∑
k

pk
.
qk −L (7.6)

Pour les systèmes conservatifs que nous considérons ici, le Hamiltonien H représente l’énergie
du système. Pour le voir, rappelons l’expression générale du Lagrangien (3.74),

L(q, .
q) = T −U =

1
2

∑
i,k=1,s

aik(q) .
qi

.
qk −U (q) (7.7)

où il apparait la différence entre l’énergie cinétique et l’énergie potentielle du système. Puisque
L’énergie cinétique T est une fonction homogène de degré deux des vitesses généralisés .

qk , nous
pouvons utiliser le théorème d’Euler déjà évoqué pour écrire∑

k

∂L
∂

.
qk

.
qk =

∑
k

∂T
∂

.
qk

.
qk = 2T (7.8)

on a donc

H =
∑
k

∂L
∂

.
qk

.
qk −L = 2T − (T −U ) = T +U (7.9)

7.1.1 Hamiltonien d’une particule dans un potentiel extérieur U (x,y,z)

Dans le cas simple d’une particule dans un potentiel extérieur U (x,y,z), on a :

L =
1
2
m( .
x2 + .

y2 + .
z2)−U (x,y,z) ; px =m .

x , py =m .
y , pz =m .

z (7.10)

H =
p2
x + p2

y + p2
z

2m
+U (x,y,z) ;

∑
k

pk
.
qk =m( .

x2 + .
y2 + .

z2) = 2T (7.11)

On a donc

H =
p2

2m
+U (7.12)

Les impulsions généralisée coïncident ici avec les composantes de la quantité de mouvement
habituelle.

Considérons l’exemple d’un pendule plan, de masse m et longueur l. Le Lagrangien s’écrit

L =
1
2
ml2

.
θ2 +mgl cosθ (7.13)

L’impulsion généralisée conjuguée à l’angle θ est

pθ ≡
∂L
∂θ

=ml2
.
θ (7.14)

et le Hamiltonien est donc

H =
1
2
m(l

.
θ)2 −mgl cosθ =

p2
θ

2ml2
−mgl cosθ (7.15)

remarquons que pθ n’est autre que le moment cinétique du pendule, et, anticipant l’équation
de Hamilton (7.23) vue dans la section suivante, on trouve

.
pθ = −∂H

∂θ
=mgl sinθ (7.16)

indique que la dérivé temporelle du moment cinétique est égale au moment des forces exté-
rieures (ici la pesanteur).
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7.1.2 Hamiltonien d’une particule chargée dans un champs électromagnétique

Nous avons déjà introduit dans un exemple le Lagrangien d’une particule chargée dans un
champ électromagnétique (4.74)

L =
1
2
mv2 − qV + q ~A · ~v (7.17)

où V (x,y,z, t) et ~A(x,y,z, t) sont les potentiels (scalaire et vecteur) du champ électromagnétique,
q est la charge de la particule et ~v = .

x~ex + .
y~ey + .

z~ez sa vitesse. En dérivant l’expression des
impulsions généralisées, par exemple

px =
∂L
∂

.
x

=m .
x+ qAx (7.18)

On réalise qu’elles ne coïncident pas ici avec les composantes de la quantité de mouvement
habituelle. Le Hamiltonien s’écrit

H =
∑
k

pk
.
qk −L =m~v · ~v + q ~A · ~v −L =

1
2
mv2 + qV (7.19)

On constate que le Hamiltonien de la particule s’écrit comme la somme de son énergie ciné-
tique et de son énergie potentielle électrostatique. En exprimant les vitesses en fonction des
impulsions généralisées

.
x =

1
m

(px − qAx) ,
.
y =

1
m

(py − qAy) , .
z =

1
m

(pz − qAz) (7.20)

le Hamiltonien s’écrit

H =
||~p − q ~A||2

2m
+ qV (7.21)

7.2 Équations de Hamilton

Nous dérivons ici les équations du mouvement dans le formalisme de Hamilton. Reprenons
l’expression (7.5) qui donne la différentielle de H

dH = −
∑
k

.
pk dqk +

∑
k

.
qk dpk (7.22)

Comme les variables indépendantes de H sont les qk et les pk , on déduit directement les équa-
tions de Hamilton :

.
qk =

∂H
∂pk

et .
pk = −∂H

∂qk
(7.23)

Le lecteur remarquera la beauté et la symétrie de ces équations. Dans le formalisme Hamilto-
nien, les équations du mouvement d’un système à s degrés de liberté sont donc 2s équations
différentielles d’ordre un, au lieu des s équations différentielles d’ordre deux qu’on avait dans
le formalisme Lagrangien.

Calculons la dérivée total de H par rapport au temps :

dH
dt

=
∂H
∂t

+
∑
k

(
∂H
∂qk

.
qk +

∂H
∂pk

.
pk

)
(7.24)

Le terme entre parenthèses est nul grâce aux équations (7.23). On a donc

dH
dt

=
∂H
∂t

(7.25)

Si le Hamiltonien de dépend pas explicitement du temps, on retrouve la conservation de l’éner-
gie.
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7.3 Crochets de Poisson

Soit f (q,p, t) une fonction des coordonnées, des impulsions et du temps. Écrivons la dérivée
totale de f par rapport au temps :

df
dt

=
∂f

∂t
+
∑
k

(
∂f

∂qk

.
qk +

∂f

∂pk

.
pk

)
(7.26)

en utilisant les équations de Hamilton (7.23),

df
dt

=
∂f

∂t
+
∑
k

(
∂f

∂qk

∂H
∂pk
−
∂f

∂pk

∂H
∂qk

)
(7.27)

On introduit les crochets de Poisson de f et H 1 :{
f ,H

}
≡

∑
k

(
∂f

∂qk

∂H
∂pk
− ∂H
∂qk

∂f

∂pk

)
(7.28)

On a donc
df
dt

=
∂f

∂t
+
{
f ,H

}
(7.29)

Les fonctions des variables dynamiques qui ne dépendent pas explicitement du temps et ont
un crochet de Poisson nul avec le Hamiltonien, sont donc des intégrales premières ou constantes
du mouvement.

7.3.1 Propriétés des crochets de Poisson

Soient f , g, h, f1, f2 des fonctions des variables dynamiques et λ1, λ2 des constantes. De la
définition des crochets de Poisson{

f ,g
}

=
∑
k

(
∂f

∂qk

∂g

∂pk
−
∂g

∂qk

∂f

∂pk

)
(7.30)

dérivent les propriétés suivantes :{
f ,g

}
= −

{
g,f

}
antisymétrie (7.31){

λ1f1 +λ2f2, g
}

= λ1

{
f1, g

}
+λ2

{
f2, g

}
linéarité (7.32){

f1f2, g
}

= f1
{
f2, g

}
+
{
f1, g

}
f2 crochet d’un produit (7.33){

f ,
{
g,h

}}
+
{
g,

{
h,f

}}
+
{
h,

{
f ,g

}}
= 0 identité de Jacobi (7.34)

(Les trois premières égalités se voient directement, la quatrième demande un peu de travail 2.)

Si f ou g coïncide avec une impulsion ou une coordonnée :

{f ,qk} =
∑
i

(
∂f

∂qi

∂qk
∂pi
−
∂qk
∂qi

∂f

∂pi

)
=

∑
i

(
−δik

∂f

∂pi

)
= −

∂f

∂pk
(7.35)

{f ,pk} =
∑
i

(
∂f

∂qi

∂pk
∂pi
−
∂pk
∂qi

∂f

∂pi

)
=

∑
i

(
∂f

∂qi
δik

)
=
∂f

∂qk
(7.36)

1. Dans la définition des crochets de Poisson, nous prenons la convention de Dirac plutôt que celle de Landau.
2. Remarquons que {f ,g} est une somme de termes de la forme (une dérivée première de f )×(une dérivée pre-

mière de g). De même, le membre de gauche de (7.34) sera une somme de termes de la forme (une dérivée première
d’une des trois fonctions)×(une dérivée première d’une autre des trois fonctions)×(une dérivée seconde de la troi-
sième fonction). Si on démontre que tous les termes faisant intervenir des dérivées secondes de f s’annulent, alors
par symétrie ce sera vrai aussi des termes faisant intervenir des dérivées secondes de g ou de h, il ne restera plus
aucun terme et on aura démontré (7.34).



7.3. CROCHETS DE POISSON 81

Enfin, on a les crochets de Poisson «fondamentaux» :

{qi ,qk} = 0 , {pi ,pk} = 0 , {qi ,pk} = δik . (7.37)

Notons x` les variables pk et qk de manière indifférenciée : au lieu d’écrire f = f (q1,q2,q3,p1,p2,p3) on écrit
f = f (x1,x2,x3,x4,x5,x6). On peut écrire{

g,φ
}

=
∑
`

a`
∂φ

∂x`

{
h,φ

}
=

∑
`

b`
∂φ

∂x`

Ici, a` = ∂g/∂qk si x` = pk et a` = −∂g/∂pk si x` = qk , et idem pour b` . On a donc{
g,

{
h,f

}}
=

∑
`′
a`′

∂
∂x`′

[∑
`

b`
∂f

∂x`

]
=

∑
`,`′

[
a`′b`

∂2f

∂x`′∂x`
+ a`′

∂b`
∂x`′

∂f

∂x`

]
et de même {

h,
{
f ,g

}}
= −

{
h,

{
g,f

}}
= −

∑
`,`′

[
b`′a`

∂2f

∂x`′∂x`
+ b`′

∂a`
∂x`′

∂f

∂x`

]
Les termes avec des dérivées secondes de f s’annulent quand on fait la somme {g, {h,f }}+ {h, {f ,g}}, il n’y a pas de
dérivée seconde de f dans {f , {g,h}}, donc il n’y en a pas dans le membre de gauche de (7.34), et donc ce membre
doit être égal à zéro.
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