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Liste des symboles utilisés dans cette thése

Général
e 4 : potentiel chimique.
e ¢ : longueur de diffusion en onde s d’un potentiel interatomique.

e 5 =1/T : inverse de la température.

Premiére partie

e 4 @ potentiels chimiques des spins 1 et |.

o i = (ur — pd)/2 : demi-différence des potentiels chimiques.

e w, : fréquence typique de phonons, de 'ordre de la fréquence de Debye.

e TV : température critique de transition BCS lorsque i = 0.
— cette température est notée T, dans les sections 4.2 et 4.3.

e ¢ (k) : énergie (vecteur d’onde) de Fermi, u = ep = h%k% /2m.

e \r = 27 /kp : longueur d’onde de Fermi.

e vy = hkp/m : vitesse de Fermi.

o Ny = mkp/2m%h? : densité d’état a I’énergie de Fermi.

e C =0.57721... : constante d’Euler.

o Ag = (1/e€)T? : gap a température nulle de I’état condensée BCS.
e &y = hvup/mAg : longueur de cohérence BCS.

e 1 p : magnéton de Bohr.

e / : libre parcours moyen.

e H. : champ magnétique critique a partir duquel la supraconductivité est
détruite.

e Hp : champ de Pauli.
e g : constante d’interaction dans le modéle BCS (A = Nyg).
e § = hvr|q|/2 : norme du vecteur d’onde q en unité réduite.

e T, (fic) : température (demi-différence des potentiels chimiques) du point
tricritique.

e A(r) : parameétre d’ordre de la phase condensée.

e [ : énergie libre du systéme.

e () : différence d’énergie libre entre ’état condensé et 1’état normal.
e k (q) : vecteur unitaire donnant la direction du vecteur k (q).

o & = h?k?%/2m — p (noté aussi ) : énergie d’une excitation de vecteur d’onde
k.

® 0,4, : matrices de Pauli dans l’espace de spin s = 1/2.
o w, =7T(2n + 1),n € Z : fréquences de Matsubara, w, = wy, — ifi.

o G(r,r' iw,) (F et FT) : fonction(s) de Green normale (et anormales); ma-
trices 2 x 2 dans ’espace de spin s = 1/2.




o Go(k,iwy,) = (iwy, —&x—fio,) ! : fonction de Green normale pour des fermions
libres (état normal).

o Gi(r,r') = Gys(r,v')iw,), Gxr — r) = Go,,(r,v iw,), Gr —r) =
QOM (I', rl, _iwn) et F+(I‘,I‘I) = Fj:f(rar’,iwn)'

° ﬁ', A et q : parameétres réduits au voisinage du point tricritique.

e Ay(iz,T) mesure de la distance a la ligne spinodale valable au voisinage du
point tricritique.

e N : nombre d’ondes planes dans la forme du paramétre d’ordre.

e 3 : paramétre dépendant de la forme du paramétre d’ordre au voisinage du
point tricritique (o = (2 + 5)/3).

e t =T/ : température réduite.

e { = t/q : autre température réduite.

ea=(g—1)/2t et B2 = (1 —cos(a/2))/t.

e R = (r+1r')/2 : centre de masse des paires de Cooper.

e u =r —r' : coordonnée relative.

e g (f et f7) : fonction de Green quasiclassique normale (anormales).
Seconde partie

e / : pas du réseau.

® €12 : petit paramétre du développement perturbatif.

e { = h/\/mp : longueur de relaxation.

o)\ = \/m : longueur d’onde de de Broglie.

e d : dimension de I'espace.

e 9(r) : champ atomique.

e 5(r) (0p(r)) : opérateur donnant la densité (les fluctuations de densité).

e p : densité moyenne.

e (r) : opérateur donnant la phase.

e U(r) : potentiel extérieur (piege).

e po(r) : densité du gaz a l'ordre le plus bas de la théorie, Ng = Y. £%po(r).
* ¢o(r) = +/po(r)/No.

o P opérateur donnant les fluctuations du nombre total d’atomes.

. Q : opérateur correspondant & une phase globale collective.

e g : constante de couplage correspondant a un potentiel de contact a 1D,
g = 4nh%a/m a 3D.

o B'=6p/2,/po +ir/po 0.

o M) = (1~ |00} (0]) (BE) +ivNoQdo(x) — 1/V/NoPga(r) ).
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= pA?/7 : longueur de cohérence de phase & 1D.
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Introduction

Le sujet de la premiére partie de cette thése est parti d'une interrogation
trés pratique concernant les récentes expériences d’atomes froids dans des gaz de
fermions. On est aujourd’hui trés prés dans ces expériences d’obtenir un condensat
de paires de Cooper, ou condensat BCS, chaque paire étant formée d’atomes dans
deux niveaux hyperfins différents. La question était donc de savoir quel serait
leffet d’une différence dans les populations des deux niveaux hyperfins sur la
formation du condensat BCS.

C’est un probléme expérimental aussi bien que théorique puisqu’il n’est pas
certain qu’on puisse égaliser avec suffisamment de précision ces deux populations
spinorielles. Avant de considérer le probléme dans sa globalité, nous 1’avons sim-
plifié en considérant le cas d'un espace homogéne, c’est-a-dire sans piége extérieur,
et nous nous sommes placés dans le cadre de la théorie BCS [1]. Nous chercherons
dans cette thése a préciser les conditions de validité d’un tel choix.

Finalement la question théorique s’est transformée en : que devient la théo-
rie BCS pour des populations de spin différentes ou encore pour des potentiels
chimiques des populations spinorielles différents 7 Bien entendu la différence de
populations des spins est défavorable & la formation d’'un condensat BCS puisque
la formation des paires de Cooper tend & apparier les fermions tandis que 1'ef-
fet d’une différence de potentiels chimiques est de polariser le gaz de fermions.
Les phases de Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov, ou phases FFLO, apparaissent
alors comme une adaptation de la phase condensée qui lui permet de soulager la
contrainte sur la polarisation des spins. Ces phases brisent la symétrie d’invariance
par translation car elles donnent un paramétre d’ordre inhomogéne.

Cette problématique est en fait connue et étudiée depuis 1964 et les articles
indépendants de Fulde et Ferrell [2], et de Larkin et Ovchinnikov [3], dans le cadre
de la physique des supraconducteurs. Aujourd’hui, aucune expérience n’a conclu
de fagon indiscutable sur la présence de telles phases dans des matériaux supracon-
ducteurs. Depuis peu, il semble que la présence de phases inhomogénes soit aussi
envisagée dans les étoiles & neutrons trés denses oll on pourrait avoir un apparie-
ment, de type paire de Cooper, entre des quarks de masses différentes [4]. Dans
ce contexte, on parle plutdt de phases LOFF mais 'ordre des lettres n’a aucune
incidence sur la physique décrite qui est la méme que pour les supraconducteurs
ou pour les gaz froids. Il n’est pas vraiment étonnant que la thématique des phases
FFLO soit ainsi & cheval entre plusieurs domaines de la physique puisqu’il s’agit
finalement d’un aspect assez fondamental de la superfluidité des fermions.

Cette premiére partie est organisée selon quatre chapitres.
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Dans le premier chapitre, on introduit en détail la théorie BCS ainsi que les
conditions expérimentales dans lesquelles on pourrait observer les phases FFLO,
aussi bien dans les supraconducteurs que dans les gaz d’atomes froids. On étudie
ensuite, dans 'approximation de resommation des échelles, ’apparition de 1’état
lié des paires de Cooper qui correspond & une instabilité de I’état normal condui-
sant & un condensat BCS. On montre qu’au-dela d’'un point dit tricritique, les
paires de Cooper sont formées avec un moment total non nul ce qui est une ca-
ractéristique des phases inhomogénes FFLO. On essaie finalement d’expliquer de
facon plus physique les raisons de ’apparition de ces phases FFLO.

La description théorique de la phase condensée dans le cadre de la théorie
BCS est présentée dans le second chapitre. On utilise une reformulation de la
théorie BCS due a Eilenberger qui est assez commode pour concilier celle-ci avec
la théorie de Landau des liquides de Fermi. On dérive ensuite les équations de
Gorkov, équations a partir desquelles on obtient deux développements analytiques
de I’énergie libre en fonction du parameétre d’ordre. Le premier des développements
est valable au voisinage d’une transition du second ordre. Le second n’est valable
qu’au voisinage du point tricritique mais il s’applique aussi bien & une transition
du premier ordre qu’a une transition du second ordre.

Le troisieme chapitre regroupe les études analytiques de cette thése sur les
phases FFLO. On utilise nos deux développements de I’énergie dans une approche
de type Ginzburg-Landau. On peut ainsi étudier la compétition entre les diffé-
rentes formes inhomogénes du parameétre d’ordre. On commence par regarder le
voisinage du point tricritique oli on détermine 1’ordre de la transition ainsi que
les phases de plus basse énergie. A 2D ou la transition est du second ordre, on
s’intéresse ensuite a la compétition entre phases au voisinage de cette transition et
a toute température. On montre la présence d’une cascade d’une infinité de tran-
sitions entre différentes formes du paramétre d’ordre lorsque la température tend
vers zéro. Pour finir, on justifie ’existence de cette cascade & l'aide d’arguments
beaucoup plus heuristiques.

L’étude de la transition entre 1’état normal et les phases FFLO & 3D et a toute
température est 'objet du quatriéme chapitre. Ce probléme est plus délicat car la
transition est du premier ordre et on ne connait pas d’approche analytique pour
le traiter. Nous présentons donc une méthode numérique que nous avons mise au
point et qui nous permet de calculer les caractéristiques d’'un grand nombre de
phases inhomogeénes. Cette méthode est basée sur un développement de Fourier
des équations quasiclassiques d’Filenberger. On commence donc par dériver ces
équations & partir des équations de Gorkov puis on explique le principe de notre
méthode numérique avant de ’appliquer a 1’étude de la compétition entre phases
inhomogeénes & toute température.



Chapitre 1

Cadre théorique et expériences

1.1 Fermions en interaction faible

1.1.1 La théorie BCS

En 1957, Bardeen, Cooper et Schrieffer [1] proposent une théorie pour ex-
pliquer le phénoméne de la supraconductivité. Aprés de nombreux succés dans
la comparaison entre les prédictions de cette théorie BCS et les mesures expéri-
mentales faites dans les supraconducteurs, celle-ci s’impose peu & peu comme un
cadre général a ’étude des supraconducteurs. On sait aujourd’hui que de nom-
breux autres arguments théoriques viennent conforter la généralité de la théorie
BCS méme si’on a depuis découvert d’autres classes de supraconducteurs (comme
les supraconducteurs & haute température critique) pour lesquels son application
n’est pas évidente. Le principe de cette théorie vient d’un argument avancé par
Cooper [5] : deux fermions interagissant de fagon attractive en présence d'une mer
de Fermi, c’est-a-dire en présence d’autres fermions, tendent & former un état lié
ou une paire de Cooper aussi faible que soit 'interaction. Le caractére bosonique
des paires de Cooper conduit a I'apparition d’un état condensé cohérent & l’instar
d’'un condensat de Bose-Einstein. L’argument de Cooper conduit donc & prédire
une instabilité a température nulle de ’état dit normal, c’est-a-dire un état ou les
fermions sont presque libres, menant & un état condensé ou le systéme est décrit
par une fonction d’onde macroscopique cohérente. Cette cohérence est a 'origine
du phénomeéne de la supraconductivité. Partant de ce constat, Bardeen, Cooper
et Schrieffer ont cherché & décrire 1’état condensé du systéme & ’aide d’une fonc-
tion d’onde variationnelle dans 1’esprit d’une théorie de champ moyen. Dans cette
théorie, les excitations thermiques s’interprétent simplement comme des brisures
de paires de Cooper. On peut ainsi prédire, dans le cadre de la théorie BCS, une
température critique de transition entre 1’état normal et 1’état condensé qui n’est
valable que pour une interaction faible entre les fermions. Dans ce cas, la tem-
pérature critique est petite devant la température de dégénérescence quantique,
ici la température de Fermi T. C’est notamment le cas dans la plupart des su-
praconducteurs. Ceci a par ailleurs une incidence sur la forme de I'état condensé.
Les paires de Cooper sont faiblement liées et leur taille est beaucoup plus grande
que la distance typique entre fermions. Ainsi le condensat n’est pas un conden-
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sat de Bose de paires de Cooper bien distinctes mais est plutdét formé par un
enchevétrement de paires de Cooper.

Le lien de cette théorie avec la réalité physique des supraconducteurs n’est
pas évident au premier abord. Les électrons sont bien des fermions mais ils in-
teragissent fortement entre eux via I'interaction coulombienne répulsive. Et on ne
sait pas traiter exactement ce probléme. La théorie de Landau [6] des liquides
de Fermi indique cependant les raisons qui justifient I’approche de Bardeen, Co-
oper et Schrieffer. Dans cette théorie, on ne raisonne plus en termes d’électrons
mais d’excitations fermioniques (ou de quasiparticules) par rapport & une sphére
de Fermi qui correspond & l’état fondamental du systéme & température nulle.
Cela signifie notamment que 1’on suppose que les fortes interactions ne modifient
pas le concept de surface de Fermi. L’image que ’on donne de ces quasiparti-
cules est celle d’électrons habillés par leurs interactions avec les autres électrons.
La forte interaction coulombienne est ainsi écrantée par cet habillage conduisant
a une faible interaction effective entre quasiparticules. Ces quasiparticules sont
cependant différentes des vraies particules. Les fortes interactions leur donnent
un temps de vie fini, d’autant plus long cependant que les vecteurs d’onde des
quasiparticules sont proches de la surface de Fermi. Or ce sont justement ces vec-
teurs d’onde qui sont principalement mis en jeu dans le mécanisme d’appariement
des fermions en paires de Cooper. En conséquence, pour des températures petites
devant la température de Fermi T, il est légitime de traiter le gaz d’électrons
comme un gaz de fermions libres.

Il reste & déterminer d’oul provient l'interaction attractive entre fermions. Le
mécanisme le plus vraisemblable a été proposé par Frohlich [7] : linteraction
effective attractive se fait via le couplage des électrons avec les vibrations du
réseau, c’est-a-dire vig l'interaction électron-phonon. Cette interaction effective
est faible dans la plupart des supraconducteurs comme on le suppose dans la
théorie BCS. Toutefois, le mécanisme de couplage entre électrons ne donne une
interaction attractive que pour des énergies inférieures & I’énergie de coupure fw,,
w, étant de l'ordre de la fréquence de Debye du réseau cristallin. La restriction
dans la théorie BCS aux énergies inférieures & cette énergie de coupure fiw, et
pour laquelle 'interaction effective est attractive, est cohérente avec la théorie
des quasiparticules de Landau car I’énergie hw. est beaucoup plus petite que la
température de Fermi 7% dans la plupart des matériaux supraconducteurs. Les
énergies intervenant dans le mécanisme BCS se situent donc au voisinage de la
surface de Fermi, dans une couche d’épaisseur hAw,.

Ces différents arguments expliquent le succés de la théorie BCS pour décrire
la condensation de paires dans les supraconducteurs. En particulier, ’enchevé-
trement des paires de Cooper est propice au traitement en champ moyen de la
théorie BCS.

Notons que depuis 'article de Bardeen, Cooper et Schrieffer, le formalisme de
la théorie BCS a été complété ou présenté de facon plus efficace. Les équations
de Gorkov [8] sont équivalentes & ’approche BCS et elles permettent de faire le
lien avec les équations phénoménologiques de Ginzburg-Landau en leur donnant
une dérivation microscopique. Dans la théorie BCS, l'interaction entre fermions
est considérée comme instantanée. On obtient la théorie dite de couplage fort



1.1. Fermions en interaction faible 19

d’Eliashberg [9] en incluant les effets de retard de l'interaction entre électrons via
le couplage avec le réseau. De méme, on peut inclure dans le traitement théorique
les effets des liquides de Fermi [10].

1.1.2 Hamiltonien modéle de la théorie BCS

Nous avons vu au paragraphe précédent 'intérét de la théorie BCS pour décrire
la supraconductivité. Ce sera le cadre principal de la premiére partie de cette thése
dont nous allons préciser ici les contours théoriques. Les électrons sont des fermions
de spin s = 1/2. Le milieu est considéré comme homogeéne et sans impuretés. On
décrit les électrons a 1’aide de 'hamiltonien simplifié suivant :

H=Hy+ H; (1.1)

avec

Hy = Z Z(fk - MU)&L,aa’k’U (1.2)
o="4 k
1 At At s A
Hr = 2V Z Vk,k’,o,a’afk’+q,a’ak’,aa*k+q,0'ak,ff (1.3)
q,k,k’,0,0’

oil ex = h?k?/2m est I’énergie d’un fermion libre, 1 et | désignent les deux états de
spin, ax s (&L ») est lopérateur qui détruit (crée) un fermion dans le mode d’im-
pulsion k et de spin ¢. L’hamiltonien Hy décrit un gaz de fermions libres, celui-ci
est ensuite perturbé par Hy. Les potentiels chimiques yus = p+jpet up =p — i
définissent les positions des deux surfaces de Fermi. A 1’échelle de y et de hwc, les
surfaces de Fermi sont trés proches, c’est-a-dire qu’on a la hiérarchie suivante :
4 <K hwe < p. On définit ainsi kp par p = th%/Zm, ce qui donne la position
moyenne de la surface de Fermi dans I’espace des vecteurs d’onde. La différence de
potentiel chimique entre les deux espéces spinorielles crée une contrainte défavo-
rable & la formation de la phase supraconductrice qui est & 'origine de ’apparition
des phases FFLO. Cette contrainte énergétique défavorable & 1’état condensé est
de l'ordre de i qui doit donc rester de l'ordre (ou plus petit) que ’énergie typique
de condensation des paires de Cooper kgT?, out T désigne la température critique
de transition lorsque gy = p. Au-deld de cette différence d’énergie entre les deux
surfaces de Fermi, I’état condensé ne peut vraisemblablement plus exister.

Les fermions de ’hamiltonien (1.1) sont trés souvent identifiés aux électrons
du métal méme si 'on sait bien, dans le cadre de la théorie de Landau, que
ces fermions sont en fait des quasiparticules définis proprement uniquement au
voisinage de la surface de Fermi. L’hamiltonien simplifié (1.1) n’est donc valable
que pour décrire les excitations d’impulsion proches de kg.

Le potentiel d’interaction Vi i ¢, a généralement une forme complexe qui dé-
pend des interactions avec les phonons ainsi que des interactions directes électro-
statiques. Dans le modéle BCS, on simplifie la forme du potentiel en ne conservant
que la partie attractive induite par le couplage électron-phonon qui est physique-
ment & ’origine de la condensation BCS. Le potentiel est donc restreint a la couche
d’épaisseur 2w, autour de la surface de Fermi, c’est-a-dire qu’il est nul pour des
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énergies d’excitation |€x| > hw,, ot €k = €x — p. Par ailleurs, dans le modeéle BCS
le plus simple, on suppose que I’état des paires de Cooper est en onde s, ce qui
signifie en pratique que le potentiel d’interaction peut étre pris indépendant de
l’angle entre k et k’. Le postulat d’antisymeétrisation de la fonction d’onde totale
de deux fermions implique notamment que les fermions de méme spin ne sont
pas couplés par une telle interaction. On suppose en outre que la variation du
potentiel en fonction des modules de k et k' est suffisamment faible pour qu’on
prenne une valeur constante pour le potentiel. En résumé, le potentiel a la forme
suivante :

(1.4)

Vk Kk’ ) = _g(sa—’*a, s |§k‘a|§k’| < hwc
r 0 sinon

Dans la théorie BCS, l'interaction effective est faible ce qui signifie que A\ =
Ny g < 1, ot Ny = mkp/27?h? est la densité d’état au niveau de 1’énergie de
Fermi. Le choix d’une interaction en onde s ne va pas de soi et l'interaction est
souvent considérée comme en onde d dans de nombreux supraconducteurs & haute
température critique. Dans I’hélium 3, l'interaction est en onde p.

A partir de cette forme de l'interaction, on récrit I’hamiltonien (1.1) dans
I’espace réel sous la forme :

272
1= 3 [y (<0 = o) dote) — g [ B @ teri o)
o=t{

(1.5)
olt P(r) (1hs(r)) est opérateur champ qui crée (détruit) un fermion de spin
o en r. On oublie dans cette expression de I’hamiltonien la coupure en énergie
hw,. Son introduction dépend de ’observable calculée & partir de cet hamiltonien.
Elle intervient notamment dans le calcul de la température critique BCS (voir la
sous-section (1.3.2)).

Nous avons montré dans cette sous-section qu’on peut donner la forme (1.5)
& 'hamiltonien décrivant les électrons d’un supraconducteur. Nous montrerons
dans la sous-section 1.2.2 que ’hamiltonien a la méme forme dans le cas d’'un gaz
dilué et ultrafroid de fermions et ce pour des raisons différentes.

1.2 Situations expérimentales

1.2.1 Effets paramagnétique et orbital dans les supraconducteurs
Conditions d’observation

La publication en 1964 des articles de Fulde-Ferrell [2]| et Larkin-Ovchinnikov
[3] prédisant la formation d’un état condensé inhomogeéne dans les supraconduc-
teurs a depuis donné lieu & de nombreux travaux théoriques ou expérimentaux. Il
existe ainsi une littérature abondante sur la caractérisation et ’observation de ces
phases FFLO dans les supraconducteurs. Malgré tous ces efforts, il n’existe pas
encore de preuve expérimentale incontestable de 'existence de ces phases dans
des systémes supraconducteurs. De nombreuses indications allant dans le sens
de la présence d’un état FFLO ont été observées. Pourtant les expériences sont
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encore trop tributaires de modéles théoriques permettant de prédire ’existence
d’une phase FFLO & partir des observations expérimentales. Seule une observa-
tion directe de la modulation spatiale du parameétre d’ordre serait complétement
satisfaisante si ’on peut montrer en méme temps qu’il n’y a pas de circulation
autour des zéros du paramétre d’ordre.

Le but de ce paragraphe n’est pas de dresser une revue exhaustive de la lit-
térature ayant trait aux phases FFLO dans les supraconducteurs mais plutot de
donner un panorama des questions théoriques et expérimentales qui sont soule-
vées par l’existence de ces phases dans les supraconducteurs. Il existe notamment
de nombreuses contraintes physiques qui sont des prérequis a leur existence et qui
restreignent fortement les matériaux supraconducteurs susceptibles de présenter
des phases FFLO.

La dynamique d’inversion des spins dans les supraconducteurs est trés rapide
et impose 1’équilibre thermodynamique entre les deux espéces de spins. On a ainsi
égalité entre les potentiels chimiques des spins 1 et J. Cependant en présence d’un
terme d’échange dans l'interaction de la forme

v [ (3] @ihute) ~ L)) (16)

celui-ci peut étre absorbé dans la définition des potentiels chimiques de telle facon
que py = p+ v et p = p — . Dans les articles fondateurs [2, 3], le terme
d’échange est censé provenir de l'interaction entre les électrons et des impuretés
ferromagnétiques légérement polarisées par un champ magnétique extérieur. Cette
idée a été abandonnée depuis. Aujourd’hui, on privilégie plutot le couplage du
paramagnétisme de Pauli entre le champ magnétique extérieur H et le moment
magnétique des électrons (effet Zeeman). On retrouve le terme d’échange (1.6)
avec 7 = ppH . Les phases FFLO apparaissent alors pour des champs magnétiques
de ’ordre de

Hp(T = 0) = 22 (1.7)

V2ug

Ay est le gap BCS & T = 0 (il est de 'ordre de 1’énergie de condensation d’une
paire de Cooper). Hp(T = 0) est la limite paramagnétique de Clogston [11]
et Chandrasekhar [12], aussi appelée limite de Pauli, & température nulle. Au-
dela de ce champ magnétique critique, 1’état condensé homogéne BCS n’est plus
énergétiquement favorisé par rapport & 1’état normal. Nous reviendrons sur cet
effet dans la sous-section 1.4.2.

Dans les supraconducteurs de type I, les valeurs typiques du champ magné-
tique critique H. qui détruit la supraconductivité sont beaucoup plus petites que
la limite de Pauli Hp(0). Il faut donc se tourner vers les supraconducteurs de
typell. Dans la plupart des supraconducteurs de ce type, l'effet orbital du champ
magnétique provenant du terme en

(p—eA)?
2m

(1.8)

dans I’hamiltonien est beaucoup plus important que l’effet paramagnétique que
nous venons de voir. Le calcul du champ magnétique critique H.9 ne tient compte
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habituellement que du terme orbital. En dessous de ce champ critique apparait
un réseau triangulaire de vortex dans la phase condensée. Cet état fut prédit
en 1957 par Abrikosov [13] en utilisant la théorie de Ginzburg-Landau. D’une
fagon générale, il y a compétition entre les effets orbitaux et paramagnétiques, le
premier privilégiant un réseau de vortex & la Abrikosov, le second une structure
périodique modulée, mais sans vortex, de type FFLO.

Avant de détailler plus précisément cette compétition, mentionnons V'effet des
impuretés sur les phases FFLO. Aslamazov [14], Sarma et Saint-James [15] et
Takada [16] ont montré que les phases FFLO ne peuvent exister que pour un
supraconducteur propre tel que le libre parcours moyen des électrons soit beaucoup
plus grand que la longueur de cohérence

0> &. (1.9)

Les impuretés agissent localement comme des potentiels qui, en diffusant les élec-
trons, changent leur moment et brisent ainsi l'invariance par translation. Par
conséquent, le moment des électrons n’est pas conservé et 'incertitude sur ce mo-
ment peut étre représentée par un cercle de rayon 1/¢ dans ’espace des vecteurs
d’onde. La formation des phases FFLO consistant & donner un moment commun
q aux paires de Cooper, elle n’a de sens que si le rayon du cercle d’incertitude 1/
est plus petit que la norme de q, avec |q| ~ 1/&; : on retrouve la condition (1.9).

Dans la limite inverse des supraconducteurs sales, le domaine d’existence des
phases FFLO disparait. En conclusion, les conditions d’existence des phases FFLO
sont trés restrictives : il faut un supraconducteur propre de type II dont Deffet
orbital est faible comparé a ’effet paramagnétique. Récemment la découverte de
nouveaux types de supraconducteurs, & savoir les supraconducteurs a fermions
lourds, les supraconducteurs organiques bidimensionnels et les cuprates strati-
fiés supraconducteurs, a relancé les efforts expérimentaux ainsi que les travaux
théoriques sur ces phases FFLO.

Fermions lourds

Les fermions lourds sont des matériaux ou la masse effective des électrons est
grande comparée aux supraconducteurs habituels ce qui donne des petites vitesses
de Fermi. Le couplage orbital est ainsi fortement réduit et peut devenir compa-
rable au couplage paramagnétique. Par ailleurs, la longueur de cohérence &g est
petite si bien que la condition (1.9) est plus facilement vérifiée. L’étude théorique
des supraconducteurs tridimensionnels en présence d’'un champ magnétique, in-
cluant les effets orbitaux et paramagnétiques, fut initiée en 1965 par Gruenberg
et Gunther [17]. A température nulle et au voisinage de la transition, ceux-ci
montrent que la structure en réseau de vortex d’Abrikosov peut coexister avec la
modulation spatiale du paramétre d’ordre si cette modulation est dans la direction
des lignes de vortex (direction du champ magnétique) et si l’on a :

a= \/5% > 18. (1.10)

H (T = 0) est le champ magnétique critique calculé sans effet paramagnétique
4T = 0. a est donc un paramétre qui mesure le poids relatif des effets orbitaux
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et paramagnétiques. Pour a < 1.8, on retrouve uniquement le réseau de vortex
d’Abrikosov sans modulation spatiale le long des lignes de vortex. Cette étude
a été complétée depuis & température non nulle [18], & I'aide d’une équation de
Ginzburg-Landau généralisée [19].

Les expériences sur des fermions lourds ont été réalisées sur des matériaux
comme le CeRug [20], le UPd3Als [21] le UBes3 [22], RusSis [23] ou trés récem-
ment le CeColns [24]. Il n’a jamais été possible de conclure sans équivoque a
I’existence d’une phase FFLO. L’interprétation des observations est compliquée
par le fait qu’elle nécessite souvent une étude théorique impliquant différents ef-
fets : le couplage fort d’Eliashberg [22], I'anti-ferromagnétisme [23], etc.

Supraconducteurs quasi-bidimensionnels

Les supraconducteurs organiques et les cuprates stratifiés supraconducteurs
sont de trés bons candidats pour l’observation des phases FFLO. Ce sont des
supraconducteurs propres fortement de type II. Leur structure cristalline est trés
anisotrope, formée de couches posées les unes sur les autres. En conséquence, la
vitesse des électrons dans la direction perpendiculaire aux plans cristallins est
trés petite si bien que le couplage orbital & des champs magnétiques orientés
parallélement aux plans cristallins est négligeable. Ces matériaux se comportent
donc comme des systémes quasi-2D purement paramagnétiques. Cette réduction
de la dimensionalité favorise aussi ’observation des phases FFLO puisque les effets
de surface de Fermi augmentent leur domaine d’existence [25, 26].

Les premiers travaux théoriques sur ces systémes quasi-2D ont été publiés en
1973 par Bulaevskii [27, 28]. Il y considére le cas ou le champ magnétique n’est
pas complétement dans le plan cristallin mais fait un angle non nul avec celui-
ci, mettant ainsi en compétition les effets orbital et paramagnétique. Pour un
couplage orbital pur, le paramétre d’ordre est un réseau de vortex, chaque vortex
correspondant & la fonction d’onde du niveau de Landau n = 0 localisée en un
point du réseau. Les différentes formes de réseau sont dégénérées juste au niveau
du champ critique, le réseau d’Abrikosov étant favorisé a l'intérieur du domaine
de la phase condensée. Une diminution de ’angle entre le champ magnétique et les
plans cristallins augmente ’effet paramagnétique. On obtient ainsi une cascade de
structures vers des niveaux de Landau n # 0 de plus en plus élevés. Dans la limite
ol l’angle s’annule, on retrouve le cas purement paramagnétique qui correspond
a n — oo. Cette étude a été étendue et complétée depuis & température non
nulle [29, 30]. Juste en dessous du champ critique, on peut déterminer la forme
du réseau de vortex. Partant de la solution d’Abrikosov dans le régime orbital, la
forme du réseau est modifiée lorsqu’on ajoute ’effet paramagnétique. Ce probléme
a été étudié a I’aide des équations quasiclassiques d’Eilenberger [31] ou en utilisant
une équation de Ginzburg-Landau généralisée [32, 33|.

Des expériences récentes sur les supraconducteurs organiques ont obtenu des
résultats trés encourageants qui semblent indiquer la présence d’une phase FFLO
[34, 35].
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Remarques complémentaires

Selon les situations expérimentales, d’autres effets peuvent modifier la phy-
sique des phases FFLO. Nous n’en donnons ici qu’un apercu. Tout d’abord, la
plupart des études théoriques supposent un appariement en onde s et c’est no-
tamment le cadre de la premiére partie de cette thése. Pour les supraconducteurs
organiques quasi-2D, l'interaction est probablement en onde d ce qui change tota-
lement la structure des phases FFLO [30, 36]. Les effets de liquides de Fermi ont
pour l'instant été peu étudiés, ils changent pourtant notablement les diagrammes
de phase [37]. Le domaine d’existence des phases FFLO peut étre augmenté, no-
tamment en présence d’anti-ferromagnétisme [23] ou si 'appariement de Cooper
mélange les états triplets et singulet [38]. Récemment et dans le contexte des
atomes froids, Combescot [39] a fait remarquer que l’anisotropie de 'interaction
effective peut fortement augmenter le domaine d’existence des phases FFLO.

Notre derniére remarque concerne le couplage spin-orbite correspondant & la
diffusion des électrons par des impuretés magnétiques. Ce couplage tend a aug-
menter la susceptibilité magnétique de I’état condensé ce qui a pour effet de
repousser le champ magnétique critique au-dela de la limite paramagnétique de
Pauli. On peut ainsi confondre expérimentalement cet effet avec une signature de
la présence d’une phase FFLO. Qui plus est, une forte interaction spin-orbite est
trés défavorable & ’existence de phases FFLO.

1.2.2 Gaz d’atomes fermioniques a trés basse température
Expériences actuelles

Les tres récents succes expérimentaux dans le domaine des gaz froids, & 'instar
de la condensation de Bose-Einstein observée pour la premiére fois en 1995 dans un
systéme gazeux dilué [40, 41|, rendent optimiste sur la possibilité d’observer une
transition vers un état condensé de type BCS dans un gaz d’atomes ultrafroids.
Depuis maintenant plusieurs années, de nombreux phénoménes de physique de la
matiére condensée ont été reproduits dans ces vapeurs alcalines conformément aux
prédictions théoriques (voir par exemple [42]). Le mécanisme de formation d’un
condensat BCS pour un gaz ultrafroid est semblable & celui des supraconducteurs
[43] ou de I'hélium 3 superfluide. Les atomes qui sont dans des états hyperfins
différents forment des paires de Cooper en présence d’une interaction attractive, la
condensation de ces paires de Cooper conduisant & un état superfluide non chargé.
Les niveaux hyperfins jouent en fait le role des spins pour les supraconducteurs
[44].

Les conditions expérimentales et théoriques de ces systémes sont trés avanta-
geuses. Avancgons quelques raisons :

e La physique de la collision entre deux atomes est trés bien comprise et les
caractéristiques du potentiel d’interaction font ’objet d’un bon accord entre
la théorie et les données expérimentales. Ce sont de bonnes conditions pour
développer une théorie microscopique.

o Les potentiels d’interaction sont a courte portée et les gaz sont dilués ce qui
permet de remplacer ces potentiels par des interactions de contact effectives.
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e Les systémes sont trés propres, il n’y a pas ou peu d’impuretés, les diverses
interactions sont connues et les interactions avec le milieu extérieur sont
négligeables.

e Les méthodes de mesure et de manipulation expérimentales sont multiples
et souvent précises. En utilisant des lasers dont 'interaction avec un gaz peu
dense est trés bien connue, on peut induire des transitions entre différents
niveaux atomiques, jouer sur les différents degrés de liberté des atomes,
ou encore mesurer la fluorescence pour détecter les atomes, etc. De méme,
I’adjonction de champs magnétiques modifie ’état interne des atomes d’une
fagon que ’on comprend bien.

En conclusion, on a des systémes modéles facilement contrélables avec potentiel-
lement peu d’intermédiaires pour l'interprétation des données expérimentales.

De nombreux groupes expérimentaux travaillent actuellement sur des gaz de

fermions de %Li ou de “°K en vue d’observer la transition BCS [45, 46, 47, 48, 49].
On atteint aujourd’hui des températures sensiblement plus petites que la tem-
pérature de Fermi mais il semble difficile de descendre largement en dessous a
cause du blocage de Pauli. Le principe de Pauli réduit fortement l'espace des
phases accessible pour les collisions, excluant & trés basse température l'intérieur
de la surface de Fermi. Par conséquent, le taux de collision chute ce qui stoppe les
processus d’évaporation. Les efforts actuels [50, 51] sont plutdt axés sur ’augmen-
tation de l'interaction attractive de fagon & rapprocher la température critique de
transition de la température de Fermi.

Lien avec la théorie BCS

Quelle est la forme de ’hamiltonien qui va décrire ces gaz d’atomes froids?
On considére le cas d’un gaz de fermions ultrafroids piégés et on se restreint au
cas ou les atomes peuvent se trouver uniquement dans deux niveaux hyperfins
différents. L’hamiltonien du systéme est alors :

H = Hy+ H; (1.11)

avec

2m

2v72
Hy=Y" / drip(r) (_h Ve | () - ua) e (1.12)
Hp = %Z / dr / d' Pl ()DL, () Vo or (I1 = 1)) bt ()b () (1.13)

U(r) est le potentiel extérieur da au piege, Vo (|r — r'|) est le potentiel d’in-
teraction (courte portée) entre atomes. o désigne le niveau hyperfin de ’atome,
c’est ’équivalent du spin des électrons. Pour faire le lien avec les électrons dans
les supraconducteurs, on note 1 et | les deux niveaux hyperfins.

Dans le régime des trés basses températures, on va remplacer cet hamiltonien
par un hamiltonien effectif qui posséde le méme spectre et les mémes états propres
a basse énergie [52]. En effet, le vrai potentiel d’interaction V, . (|r —r'[) a une
forme générale compliquée. De plus, il ne peut pas étre utilisé directement dans
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une théorie perturbative car il prend des valeurs non négligeables & courte dis-
tance. Néanmoins, seules les propriétés de collision & basse énergie de deux atomes
interagissant dans le vide selon le potentiel V, . (|r — r'|) interviennent dans le
calcul des propriétés de basse énergie du gaz. En particulier, cette collision est
majoritairement en onde s-ce qui exclut les collisions entre atomes de méme spin
(voir la sous-section (1.1.2))- et elle est caractérisée uniquement par la longueur
de diffusion a. On remplace donc dans ’hamiltonien V. (Jr—r'|) par un potentiel
proche d'un potentiel de contact modéle V = (4nwh?a/m)ds,—»0(r — r'), les deux
potentiels ayant les mémes caractéristiques de collision en onde s.

Selon le signe de la longueur de diffusion a, l'interaction effective entre atomes
peut étre répulsive (a > 0) ou attractive (a < 0). On se restreint ici au cas
ou la longueur de diffusion est négative car le cas d’une interaction attractive
est la situation standard conduisant & une condensation BCS. En conclusion,
I’hamiltonien prend la forme (1.5) de la théorie BCS si 'on pose :

_ Ar|a|h?

- (1.14)

La pertinence du modéle BCS étudié dans cette thése va donc au-dela de la
description des supraconducteurs puisqu’il peut aussi s’appliquer a la description
des gaz d’atomes froids fermioniques. Précisons cependant quelques restrictions
de cette application :

e On a étudié un systéme homogéne sans potentiel extérieur. Dans les phases
FFLO étudiées, le paramétre d’ordre varie sur une échelle de longueur de
I'ordre de la longueur de cohérence, notée communément &y. Si cette lon-
gueur est plus petite que la taille du piége harmonique, on peut s’attendre
a ce que les phases FFLO ne soient pas trop modifiées par la présence du
piége. Il est toutefois possible que le piége privilégie certaines formes du
paramétre d’ordre plutét que d’autres.

e Nous sommes dans le cadre d’interactions faibles (A = Ny g < 1 avec
A = 2kpla|/7) ce qui conduit & la prédiction de faibles températures cri-
tiques de transition, vraisemblablement trop petites pour étre observées
expérimentalement. On peut augmenter les interactions entre atomes en se
plagant & proximité d'une résonance de Feshbach [53, 54|. Certains auteurs
suggérent que la température critique de transition pourrait alors devenir de
Pordre de la température de Fermi [55], température qui a déja été atteinte
de nombreuses expériences. On entre néanmoins dans un régime d’interac-
tions fortes dont la compréhension théorique est plus délicate et surtout loin
d’étre achevée.

1.3 Instabilité BCS dans la phase normale

1.3.1 Péole de la fonction de corrélation de paires

Nous allons détailler maintenant plus précisément l'instabilité de Cooper. Nous
nous placons dans 1’état normal dans le cas homogene (sans potentiel extérieur).
En présence d’une interaction attractive, aussi faible soit-elle, nous allons montrer
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F1G. 1.1: Diagrammes échelles dans le développement diagrammatique de L.

que l’état normal est instable en dessous d’une température critique [56]. Pour
cela, nous considérons le propagateur de paires (voir encadré 1) :

L(I', T3 rl, TI) = _<TT [&T(ra T)f‘ﬁi (I', T)’lﬁl(l", Tl)lﬁ'}t(rla TI)]) (1'15)

qui, du fait des invariances spatiale et temporelle, est une fonction de r — r’ et
7 — 7. L’approximation que l'on utilise est la suivante : dans le développement
diagrammatique de L, on ne garde que les diagrammes échelles, présentés figure
1.1. La resommation de ces diagrammes conduit a :

B
L(r,7) = Gg(r,T)Gg(r,T) + g/ dry /drlL(r —r, T — T1)G$(I‘1,T1)G$(I‘1,T1),
0

(1.16)
ce qui donne, dans 1’espace de Fourier :
- g dk o 0 -
L(qa wn) [1 - B Z/ (27T)D G¢(ka wl)GT(q - k’ Wn — (,Ul)
! (1.17)

_ %Z/%Gg(k, ) G(a — K, B — w)
l

avec wy = m(2] + 1)T (fermions) et &, = 27nT (bosons). Les poles de L(q, i@wp,)
sont donnés par l’annulation du terme entre crochets dans ’équation (1.17). On
détermine ici la continuation analytique de L(q,&,) dans le demi-plan complexe
supérieur en remplacant iGy, (@, > 0) par z complexe. L’expression de G%(q,w;)
étant connue (voir encadré 1), on peut déterminer plus précisément les poles de
L(q, z). Pour cela, on remarque que dans les termes entre crochets de 1’équation
(1.17), on a une somme de la forme TEM fliwy), f(2) ayant des poles simples
enz=~¢& +petz==E x—fi

En remplagant la somme sur les fréquences de Matsubara w; par une intégrale
dans le plan complexe de la fonction f(z) tanh(8z/2) et en déformant convenable-
ment [57] le contour d’intégration, on montre que 1’on obtient la formule suivante :

% % fliw) = zn: rn tanh (%) (1.18)

ol les z, sont les pdles simples de f(z) et 7, les résidus correspondant.
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Encadré 1 : propagateur de paires et instabilité

On introduit le propagateur de paires :
Le, 730, 7) = (T o, 7)aby (0, )P (0, 7)1, 7)) (B1-1)
ou T, désigne le produit ordonné en temps défini par :
T, [e(r,7)ct (¢, 7)] = 0(7 — )e(x, 7)ct (!, 7') + 0(7" — 7)f (¢!, 7 e(r, 7) (B1-2)

avec ¢(r,T) = Py(r, T)y (v, 7) et ¢ (r,7) = @I(r’,ﬂr’)zﬂ(r’ﬁ’).

(---) = Tr[---e PH]/Trle PH] désigne la moyenne statistique dans I’ensemble
grand canonique avec ’hamiltonien H, Eq. (1.5), & la température 7' = 1/4.
Les opérateurs champs sont propagés pendant un temps imaginaire 7 selon :

P(r,7) =e"P(r)e T, (B1-3)
&T(ra T) = eHTf‘;T (r)eiHT, (B1_4)

de sorte qu’ils ne sont plus hermitiques conjugués I'un de 'autre.
L’interaction entre fermions conduit, dans un développement perturbatif, a
développer le propagateur de paires selon une série infinie de termes décrivant
des processus d’interactions multiples entre fermions. On peut représenter ces
termes a l'aide de graphes de Feynman. Le calcul correspondant est néanmoins
impossible & réaliser en général, il faut faire une approximation en ne retenant
que certains graphes. A ’ordre le plus bas, on obtient par exemple : L(r—r/, 7 —
') = G(T)(r—r', T—T')Gg(r—r', 7—7'). Les fonctions de Green GY (r—r', 7—17'),
correspondant & la propagation libre d’un fermion de spin o, sont périodiques
en 7 — 7', de période 3, et se développent par conséquent suivant les fréquences
de Matsubara w, = 7(2n+ 1)T (n € Z) :

o 1 dk
Golnr) = ;/ (@m)?

avec GOk, wy) = (iwp — € + f1s) et €, = h2k?/2m. La transformée L(q, wy,)
de L(r,7) est quant a elle définie pour w, = 27nT (n € Z) étant donné le
caractére bosonique de ¢(r, 7).

Le prolongement analytique de L(q,iw, — z) permet de faire le lien avec la
fonction de corrélation :

o (I, wy )k en) (B1-5)

Li(r,t) = ~([e(r, 1), ¢/ (0,0)))0(0), (B1-6)

ot ¢(r,t) = etHte(r)e ™t (ct(r) = (¢(r))!). Ainsi, on a :
r(r, ) / dzL(r,z)e” %, (B1-7)

le contour C étant juste au-dessus de l’axe réel. D’aprés sa définition (B1-6),
L(r, z) ne posséde pas de pole dans le demi-plan complexe supérieur. Dans le
cas contraire, cela correspondrait pour Lg(r,t) & un terme qui croit exponen-
tiellement avec le temps indiquant la présence d’une instabilité dans le systéme.




1.3. Instabilité BCS dans la phase normale 29

Les singularités de L(k, z) sont ainsi déterminées par les solutions de :

1_ _/ dk tanh((§k + 2)/2) + tanh((§x—q — ) /2)
g (2m)P 2z — &k — €k q

(1.19)

ou l'on a posé py = p+ji, pp = p — fi et & = € — p. On voit d’abord dans
cette équation la présence d’une ligne de coupure pour z appartenant a l’axe réel
Ces singularités correspondent aux excitations de paires du systéme. Par ailleurs,
en dessous d’une température critique, une nouvelle solution imaginaire pure de
la forme z = 4wy, apparait au voisinage de z = 0. Elle est due & la présence
dans le spectre d’un état lié correspondant & ’appariement de deux fermions. On
rejoint ainsi I’argument de Cooper sur 'instabilité du systéme par rapport a la
formation d’une paire de Cooper. Ce pdle dans le demi-plan supérieur souligne
une incohérence dans la théorie due au fait que ’état normal n’est plus I’état de
plus basse énergie. Autrement dit, I’état normal développe une instabilité et le
systéme évolue alors vers 1’état condensé BCS.

Le critére donnant la position de la transition correspond a l'apparition des
solutions instables. Il faut donc résoudre I’équation (1.19) dans la limite z — 0.
Il faut en outre déterminer la valeur la plus favorable du vecteur q. Celui-ci est
le vecteur d’onde total de la paire de fermions. Pour i = 0, on montre facilement
que le vecteur optimal est q = 0, ce qui correspond a former des paires au repos.
On comprend mieux ce résultat si I’on pense en terme de condensation de Bose-
Einstein des paires de Cooper. Les bosons condensent dans I’état fondamental qui
est pour un systéme homogéne 1’état d’impulsion nulle. Ce type de condensation
ne brise par ailleurs pas 'invariance par translation.

Nous allons voir cependant que pour g supérieur & une certaine valeur cri-
tique [i., 'instabilité a lieu pour q # 0 de sorte que 'invariance par translation
est brisée. Les paires de Cooper ainsi formées ont une impulsion non nulle sans
qu’aucune direction ne soit privilégiée. Nous verrons dans la suite que cette insta-
bilité conduit & un état condensé dont le paramétre d’ordre est modulé suivant
q, de la forme A o €97, Cette instabilité est le signe de I’apparition des phases
inhomogenes FFLO.

1.3.2 Etude de I’équation donnant I’instabilité

Finalement, I’équation donnant la ligne de stabilité de 1’état normal dans le
plan (1, T) est donnée par :

1 dk 1
g;/WGﬁ(k,wz)Gg(q—k, ) = (1.20)

ou q est choisi de maniére & maximiser la température. Prise telle quelle, cette
expression est divergente a grand vecteur d’onde. Dans la théorie BCS des supra-
conducteurs, les contributions des excitations de haute énergie sont supprimées
par la coupure en Aw.. On rétablit donc cette coupure dans (1.20) et on n’a pas de
divergence. Toutefois, le résultat du calcul de la température critique BCS dépend
fortement de la coupure.
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Dans le cas des gaz froids, cette divergence est due a la simplification que nous
avons apportée en remplacant le vrai potentiel par le potentiel modéle de contact
dans la sous-section 1.2.2. Ainsi, on décrit bien les excitations telles que |k| < 1/7,4
mais pas les modes de plus haute énergie !. Or ce sont précisément ces modes de
haute énergie qui donnent dans l’expression (1.20) une contribution divergente.
Cet inconvénient, qui est uniquement di au choix du potentiel modeéle, n’est
d’aucune gravité d’un point de vue théorique. Il apparait aussi dans le probléme de
la collision de deux atomes, probléme qu’on sait par ailleurs exactement résoudre
lorsqu’on garde le vrai potentiel. Il faut donc, si ’on veut calculer la température
critique BCS, décrire plus précisément les modes de haute énergie (|k| 2 1/ras).
Ce ne sera cependant pas nécessaire dans notre cas.

Température critique BCS pour un supraconducteur

On a vu dans la sous-section 1.1.2 que l'interaction locale entre les électrons
due au couplage avec le réseau cristallin s’accompagne d’une fréquence de coupure
we de l'ordre de la fréquence de Debye. Au-deld de cette fréquence, la réaction
du réseau au passage d’un électron n’est plus instantanée et l'effet de retard de
I'interaction entre électrons doit étre pris en compte. Pour ces hautes fréquences
I'interaction effective entre électrons devient répulsive. On néglige cette contribu-
tion qui n’intervient pas dans le mécanisme BCS en appliquant brutalement une
coupure en w,.. Dans les supraconducteurs en interaction faible, on a la hiérarchie
suivante :

T? <« hwe < TF. (1.21)

Aux températures voisines ou plus petites que 7, seuls les phonons de basse éner-
gie sont excités si bien que 'approximation BCS d’instantanéité de ’interaction
entre les électrons est justifiée.

Les modes intervenant dans la formation de 1’état BCS sont dans une couche
d’épaisseur 2hw,. autour de la surface de Fermi. On va donc développer pour ce
calcul et pour la suite, les différents termes intervenant dans ’expression (1.20)
au voisinage de la surface de Fermi. Par exemple, 1’élément d’intégration est ap-
proximé par :

Ak _ N d¢ (1.22)

(emP T '
ou Ny est la densité d’état pour un spin au niveau de la surface de Fermi, & =
h%?k?/2m — u est I'énergie d’une particule libre par rapport & la surface de Fermi.
dQ désigne 'angle solide élémentaire, & D — 1 dimensions, sur la sphére de Fermi
et dans la direction du vecteur k, normalisé par :

dQ=1. (1.23)
Sp

En particulier, d) = df/2r a deux dimensions et dQ) = sinfdfd¢/4n & trois
dimensions.

L. est une longueur atomique typique comme la distance moyenne entre le noyau et les
électrons.
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On linéarise I'expression {q_k =~ &q — hvrk - q ot k = k/|k| est un vecteur
unitaire de méme direction que k. La validité de cette approximation tient & l’exis-
tence de deux échelles de longueur bien distinctes. 2m/kp, qui donne la distance
moyenne entre fermions, est beaucoup plus petite que la longueur de cohérence
&y, définie par :

v

o = Dy’ (1.24)

ol le gap & température nulle Ay est égal a :
T 0
A() — e_CTC’ (125)

avec C' = 0.57721... la constante d’Euler. Cette comparaison des deux longueurs
découle en fait de I'inégalité TP < Tr. Nous allons voir que la période caractéris-
tique de l'instabilité FFLO 27/|q| est comparable & &;. Pour la suite, on posera
4 = q/|q| et on définit :
hvr|q|

20
Pour ¢ de l'ordre de 1, |q| ~ 1/& sachant que l'on trouve que i et Ay sont du
méme ordre.

Finalement I’équation (1.20) se récrit :

oo de¢ 1
dQ ~ = — 1.27
/sF /—oo (iwy — & —p)(—twy — €+ +2gk -q) A (127

ott A = gNp. L’intégration sur d{) est en fait une intégration sur la direction de k.
L’intégration sur £ se fait aisément en fermant le contour dans le plan complexe.
On trouve :

qg= (1.26)

|wi| <we

1
5 %

|wi| <we

. 1
Ty [ 40 m sgn(w) — =z (1.28)
~ Jsp w—ip(l+gk-q) A

Pour ¢ = 0, on peut effectuer la sommation sur les fréquences. On obtient pour
la température critique pour g =0 :
_ 2¢¢ —1/A

0
T, = — hwce
™

(1.29)

Ce résultat est le méme que celui obtenu par Bardeen, Cooper et Schrieffer [1].
Dans notre cas, on vient de la phase normale contrairement au traitement BCS
ou le calcul est effectué dans la phase condensée.

Température critique pour un gaz froid

On peut aussi calculer la température critique BCS dans le cadre de cette
sommation des diagrammes échelles [43] si 'on décrit convenablement les modes
de haute énergie. Plusieurs méthodes conduisent au résultat : on peut remplacer
le potentiel local par le pseudo-potentiel régularisé de Fermi [52, 58]. On peut
aussi, comme on le fait dans la seconde partie de cette thése, discrétiser I’espace
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réel puis faire tendre la taille du réseau vers zéro. La derniére méthode est dia-
grammatique [59] : elle consiste & se ramener au probléme de la collision de deux
particules que l’on sait résoudre de facon a obtenir une expression pour laquelle
la contribution des modes de haute énergie n’est pas divergente. On obtient la
température critique suivante pour i = 0 dans la limite A < 1 :
Cc—2
70 =3 " 1y e (1.30)

™

ou A = 2kp|a|/w. 1l se trouve, comme on le verra plus loin, que cette expres-
sion prédit la forme du comportement asymptotique de la température critique
lorsque A — 0 mais avec le mauvais coefficient multiplicateur. Le bon coefficient
multiplicateur est obtenu lorsqu’on inclut des diagrammes supplémentaires dans
la sommation.

Cependant, la détermination exacte de la température critique de transition
T? n’est pas nécessaire. En effet, si I’on soustrait & 1'équation (1.20) pour i # 0,
cette méme équation pour i = 0, on constate que la contribution des modes
de haute énergie n’est plus divergente et devient méme négligeable. Le modéle
de potentiel local est donc suffisant dans ce cas. On trouve que les modes qui
interviennent de facon prépondérante dans le calcul ont une énergie de ’ordre de
la température de transition T qui est beaucoup plus petite que Er et donc a
fortiori de h%/mr2,, 'énergie d’un mode de vecteur d’onde 1/r,;. Ainsi, on peut
faire un développement au voisinage de la surface de Fermi puis intégrer sur la
variable £ comme dans le calcul de la température critique d’un supraconducteur.
On obtient finalement 1’équation :

. i] (1.31)

ou l'on a utilisé le fait que

n<hwe /27T2 1 n<hwe /27T

1 T
Y W—T > m:ln<?) (1.32)

n>0 n>0

g est choisi de fagon & maximiser la température T'. L’expression (1.31) s’applique
aussi bien & un supraconducteur qu’a un gaz froid d’atomes fermioniques. Les
informations sur les modes de haute énergie, qui sont différents dans les deux
systémes physiques, sont en fait présentes dans le calcul de la température critique
Tc0 mais n’apparaissent pas explicitement dans cette expression.

Diagrammes d’ordre supérieur

La sommation des diagrammes échelles se justifie bien lorsque ’interaction
entre fermions est faible (A < 1). C’est I’approximation la plus simple qui permet
d’obtenir 'effet d’instabilité de 1’état normal par rapport & la formation de paires
de Cooper. Cette méthode de resommation est en fait équivalente & ’approche
BCS habituelle et ’on retrouve en venant de la phase normale la température
critique BCS.
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Dans la construction du développement diagrammatique de sommation des
échelles, le processus d’interaction élémentaire est représenté figure 1.2, il corres-
pond a la collision entre un fermion de spin 1 et de vecteur d’onde k, et un fermion
de spin | et de vecteur d’onde q — k. Cette interaction élémentaire entre fermions

F1G. 1.2: Processus d’interaction élémentaire entre deux fermions.

peut étre complétée dans notre développement diagrammatique par le mécanisme
irréductible d’ordre supérieur dans l'interaction représenté figure 1.3.

Ainsi on corrige 'interaction directe —g entre fermions par une interaction in-
directe d’ordre deux dans 'interaction [60]. Dans le cas des supraconducteurs, on

q' -k +k T

F1G. 1.3: Interaction indirecte entre deux fermions due aux interactions avec les autres
fermions. Diagramme d’ordre 2 dans linteraction.

montre ? que I'inclusion de ce diagramme supplémentaire dans la sommation des
échelles donne une contribution négligeable & la température critique de transition
dans la limite d’une faible interaction (A < 1). Le cas des gaz froids fermioniques
est différent puisqu’il n’y a pas d’énergie de coupure dans 'interaction. On montre
[62] que ce diagramme est nécessaire pour déterminer le comportement asymp-
totique de la température de transition BCS lorsque A — 0. Le calcul complet

donne [63] :
7/3 C
T = (2) € Tpe 1A (1.33)

¢ e T

c’est-a-dire la méme forme que (1.30) mais avec le bon coefficient multiplicateur.

Cependant, si l'on soustrait dans les équations obtenues le cas g # 0 du cas
i = 0, la correction apportée par le diagramme 1.3 devient négligeable aussi bien
dans le cas des supraconducteurs que dans le cas des gaz froids fermioniques et
on se raméne finalement & ’équation (1.31). Il semble donc que la soustraction
entre les cas & # 0 et &t = 0 permette d’inclure les contributions de nombreux

%voir page 286 de [61].
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diagrammes d’ordres supérieurs et le domaine de validité de I’équation (1.31)
est vraisemblablement plus étendu que le domaine de validité des températures
critiques (1.29) et (1.33).

Plus généralement, les vecteurs d’onde typiques intervenant dans 1’équation
(1.31) sont au voisinage de la surface de Fermi, dans une couche d’épaisseur T
environ. Ce n’est pas le cas du calcul de la température critique BCS (1.33)
d’'un gaz froid dans lequel I’échelle typique d’énergie est ’énergie de Fermi. Par
conséquent, pour un gaz froid fermionique en interaction forte, le calcul de la
température critique est un probléme trés difficile car il faut aller au-dela de
la description de Landau des liquides de Fermi. Par contre, si I’on s’intéresse a
la température critique relative T/T. en soustrayant comme on l’a fait, les cas
B # 0 et i = 0, la description de Landau restera correcte tant que 70 < Tp.
Pour autant, I’équation (1.31) n’en sera pas forcément correcte dans ce régime
d’interactions fortes. L’anisotropie de l'interaction effective entre fermions peut
fortement changer le comportement de la ligne de transition FFLO [39].

1.3.3 Diagramme dans le plan (i, 7)

On représente figure 1.4 les lignes d’instabilité de I’état normal & 2D et 3D dans
le plan (i, T'). La norme du vecteur d’onde g des paires de Cooper correspondant &
cette instabilité est présentée figure 1.5. Ces lignes sont calculées numériquement
a partir de I’équation (1.31). L’intégration angulaire donne, & 2D :

T =
In (T_CO> = QWTERG

n=0

V{wn —ig)? + (Gp)?  wn

! - i] (1.34)

et 4 3D :

+o0 . _
T 1 wn—z,u(l—q)) 1]
In|— | =2aT Re|——1In — =] - —]. 1.35
(TB> ”z::() [2wq (wn —ipg(1+q))  wn (1.35)

L’effet FFLO (g # 0) apparait continGment au-deld du point tricritique noté
(f1e,T¢). Au voisinage de ce point tricritique et pour des températures inférieures
(T < T.), l’état normal est déstabilisé par des fluctuations du paramétre d’ordre
de grande longueur d’onde. Si ’on diminue la température, la longueur d’onde
de linstabilité FFLO diminue rapidement jusqu’a des valeurs de l'ordre de la
longueur de cohérence &y du systéme.

La position du point tricritique se détermine de facon précise en développant
en g le terme de droite dans I’équation (1.31). L’ordre zéro en g ne dépend pas
de la dimension si bien que les lignes d’instabilité & 2D et 3D sont confondues
jusqu’au point tricritique. Le premier ordre en g est nul comme tous les termes
d’ordre impair et le développement a ’ordre 2 s’écrit

(%) Tz“’R ot o] aa (k@)oo
(1.36)
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Fi1aG. 1.4: Ligne d’instabilité de 1’état normal due a la formation de paires de Cooper & 2D
(ligne pleine) et 3D (tirets). On rappelle que 1 est la demi-différence de potentiel chimique
entre les deux populations de spins. A température nulle, on obtient 1/A¢ = 0.754 4 3D
et ﬂ/l&o =142D.
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Fi1a. 1.5: Vecteur d’onde du centre de masse des paires de Cooper correspondant & 1’in-
stabilité de la figure 1.4. § est en unité réduite, voir (1.26). A température nulle, g =1 2a
2D et g = 1.1997 4 3D.

avec

(1.37)

2 = 1
as(i)T) = —2@27TRe S ———.
/ 2 iy

L’intégration angulaire apparaissant entre crochets dans ’équation (1.36) dépend



36 Chapitre 1. Cadre théorique et expériences

de la dimension d’espace mais pas le signe global du terme d’ordre 2 en ¢. Par
conséquent, le changement de signe de as(i/T) correspond a l’apparition des
phases FFLO lorsqu’on descend en température et ce indépendamment de la di-
mension d’espace. ag(p/T') est négatif pour T' > T, positif pour T' < T,. La posi-
tion du point tricritique est finalement donnée par as(fi./T.) = 0 et ag(f., T,) =0
ou l'on a posé

T =R/ 1
i, T)=1In| = 2T - = ). 1.
ao(, T) =In (TO) + 27 ReZ (wn P i#) (1.38)
On trouve ji. = 0.608A¢ et T, = 0.561T7.

1.4 Discussion physique des phases FFLO

1.4.1 Couplage des surfaces de Fermi

On peut donner une image physique qui précise les raisons de I'apparition de
la brisure de symétrie FFLO. Les vecteurs d’onde principalement impliqués dans
la formation des paires de Cooper sont situés & proximité de la surface de Fermi
sur une bande dont la largeur en énergie est de 'ordre de T. Pour des potentiels
chimiques différents, les surfaces de Fermi des deux états de spins n’ont pas le
méme rayon. L’appariement BCS habituel entre les états (k,1) et (—k,J) suppose
donc que la distance entre les surfaces de Fermi n’est pas plus importante que la
taille typique des régions d’appariement. En clair, on ne peut pas avoir ji > T2.
Cette limitation est illustrée figure 1.6.

(a (b)

Fi1G. 1.6: Représentation des surfaces de Fermi des deux spins pour des potentiels chi-
miques différents. Les traits plein désignent les surfaces de Fermi, ils sont distants de
2[i. Les domaines grisés correspondent aux régions d’appariement, leur extension est de
lordre de T?. (a) 2ji < T?, les régions d’appariement se recouvrent. (b) 2 > T2, il n’y
a pas de recouvrement entre les domaines privilégiés d’appariement, la formation d’une
phase condensée est compromise.
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F1G. 1.7: Représentation des surfaces de Fermi des deux spins lorsque les paires ont un
moment non nul q. On translate 'une des deux surfaces du vecteur q. La position d’un
vecteur —k + q par rapport a la surface de Fermi non translatée est la méme que celle
de k par rapport a la surface translatée. Les zones de recouvrement des domaines grisés
sont propices & ’appariement car chacun des deux vecteurs d’onde impliqués est proche
de sa surface de Fermi.

Dans le mécanisme d’apparition des phases FFLO, il y a brisure de l’inva-
riance par translation car les paires de Cooper ont un moment total non nul.
Cette brisure de symétrie, clairement défavorable lorsque i = 0, peut donner un
appariement globalement plus favorable lorsque i # 0 et ainsi augmenter 1ége-
rement le domaine d’existence de la phase condensée. En effet, le mécanisme de
formation des paires de Cooper, qui couple les états (k,T) et (—k + q,]), revient
graphiquement & translater une des deux surfaces de Fermi du vecteur q puis a
comparer les positions relatives des deux surfaces. La translation est représentée
sur le schéma 1.7. On obtient finalement deux régions : une ou les deux surfaces
de Fermi sont proches et ou 'appariement est efficace au détriment d’une région
trés défavorable au mécanisme d’appariement.

Cette image physique n’est pas suffisante pour conclure si ce type de méca-
nisme d’appariement est globalement plus favorable que le mécanisme BCS clas-
sique. Elle suggére simplement que la condensation BCS, lorsque les potentiels
chimiques sont différents, posséde une variable supplémentaire qui est la norme
du vecteur d’onde q. Par ailleurs, le schéma 1.7 permet de comprendre le role
de la forme des surfaces de Fermi. Des surfaces presque plates peuvent donner
des régions de coincidence importantes et stabiliser encore les phases FFLO. On
explique ainsi que le domaine d’existence FFLO est plus étendu a 2D qu’a 3D car
le cylindre, contrairement & la sphére, a une direction plate. A 1D, le domaine
d’existence des phases FFLO est méme infini et la ligne de transition FFLO est
telle que g — +oo lorsque T — 0 [64, 65, 66]. On peut aussi prévoir qu’une
surface de Fermi de forme carrée serait encore plus favorable aux phases FFLO.
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1.4.2 Compétition énergétique

L’apparition des phases FFLO peut aussi s’interpréter comme le résultat d’une
compétition énergétique entre I’énergie de condensation BCS et ’énergie de po-
larisation. Lorsque les potentiels chimiques des deux spins sont différents, le gaz
tend & se polariser selon la différence de potentiel chimique jz. On définit alors la
susceptibilité yn par :

NT —N¢ = XN U, (139)

et ’énergie du gaz est Eo(u) — xnji2 ott Eo(u) est I'énergie du méme gaz lorsque
les potentiels chimiques des spins sont tous deux égaux a u.

Pour illustrer la compétition énergétique, on va se placer & température nulle
et comparer 1’état fondamental BCS & I’état normal. Dans ’état normal, aucune
contrainte n’empéche les fermions de se polariser. On traite donc 1’état normal
comme un gaz de fermions libres dont la susceptibilité est xy = Ny et ’énergie
Ey(p) — Nop®.

La stabilisation de ’état BCS par rapport & ’état normal est due & I’énergie
de condensation des paires de Cooper. Cependant, par construction des paires de
Cooper ou chaque fermion de spin 1 forme un état lié avec un fermion de spin
J, I'état fondamental BCS comporte forcément le méme nombre de fermions de
spin 1 et de spin . Sa polarisation est donc nulle, et xn = 0, car les spins sont
bloqués par paires. La fonction d’onde BCS, qui décrit le condensat de paires &
température nulle, n’est pas modifiée lorsqu’on introduit une différence de poten-
tiel chimique u. Elle ne s’adapte pas & la contrainte extérieure de polarisation
correspondant & i. Par conséquent, son énergie, égale & Eo(u) — NgAZ/2, devient
supérieure a ’énergie de 1’état normal au-deld du champ critique :

_ Do
/'[’P_\/ia

La transition entre les deux états est du premier ordre (voir encadré 3), juste-
ment parce que 1’état BCS ne s’adapte pas a la contrainte de polarisation. Cette
transition est la limite de Clogston-Chandrasekhar, aussi appelée limite de Pauli.
Dans les supraconducteurs, la différence de potentiels chimiques est due a un
champ magnétique extérieur H : i = pupH. La limite de Pauli donne ainsi un
champ magnétique critique, celui de I’équation (1.7) de la sous-section 1.2.1.

On peut étendre 1’étude de la transition entre 1’état normal et 1’état BCS &
température non nulle. L'état BCS est alors défini comme la solution homogéne
(q = 0) de la théorie BCS telle que nous l'avons présentée. Le calcul est mené
dans la sous-section 2.2.1 et le résultat présenté dans la figure 2.1.

La différence de potentiel chimique i exerce donc une contrainte énergétique
sur le gaz de fermions qui s’oppose a la formation d’un condensat BCS. Contrai-
rement & la fonction d’onde BCS, qui ne peut pas s’adapter a cette contrainte,
le mécanisme d’appariement FFLO relache légérement la contrainte sur la pola-
risation en brisant des paires de Cooper [2] (nous reviendrons plus en détail sur
ce point dans la sous-section 3.3.1). Cette brisure de paires donne un excédent
de fermions de spin 1 et augmente ainsi la susceptibilité du gaz. En contrepartie,
Iénergie du centre de masse des paires de Cooper augmente (car q # 0).

(1.40)
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Solution inhomogéne

Dans le chapitre 2, nous allons voir plus en détail la forme du paramétre
d’ordre dans I’état condensé. Selon que les paires de Cooper sont au repos, comme
c’est le cas dans le mécanisme classique BCS, ou en mouvement, comme dans le
mécanisme FFLO, le paramétre d’ordre est homogéne ou inhomogéne. On peut
retrouver cela & ’aide d’arguments simples. On suppose que toutes les paires de
Cooper ont le méme moment qy pour leur centre de masse. La condensation de
ces paires est & l'origine de l'apparition de valeurs moyennes non nulles de la
forme (axaq,—k) et on a de facon plus générale (axiq k) = (Gklqgo—k)Jq,qe- PAr
conséquent, le parameétre d’ordre A(r) est de la forme :

A(r) ~ @(r)p(r) = (axbqk)e™ ™ = (Z(akaq0k>> g0t (1.41)

q,k k

c’est-a-dire qu'il varie spatialement dés lors que qg # 0.

L’apparition d’une modulation spatiale dans la structure du parameétre d’ordre
va aussi dans le sens d’une réaction & la compétition énergétique. Au voisinage
des noeuds du paramétre d’ordre, qui peuvent apparaitre par exemple pour une
forme sinusoidale, les paires de Cooper sont brisées et la susceptibilité devient
non nulle. En contrepartie, on perd en énergie de condensation.

1.5 Conclusions

Apreés avoir détaillé le cadre du modéle BCS ainsi que son application aux
supraconducteurs et aux gaz froids, nous avons considéré l'instabilité de 1’état
normal, & basse température, due a la formation de paires de Cooper. Cette in-
stabilité est caractérisée, d’'un point de vue technique, par ’apparition d’un péle
dans le propagateur de paires. L’étude de I’équation donnant ’instabilité dans le
cas général ou les populations spinorielles sont différentes révéle ’existence d’une
variable supplémentaire par rapport & la théorie BCS classique qui est le mo-
ment du centre de masse de la paire de Cooper. Cette variable est nulle dans le
cas ol les deux potentiels chimiques sont égaux mais devient non nulle au-dela
d’un champ critique et sous une température critique qui définissent tous deux
la position du point tricritique du systéme. Nous avons par ailleurs montré que
I’équation obtenue pour déterminer la température d’instabilité peut s’écrire sous
une forme générale applicable aussi bien aux supraconducteurs qu’aux gaz froids,
la spécificité des modéles apparaissant dans le calcul de la température critique
absolue T2. Nous concluons en donnant plusieurs interprétations physiques au
mécanisme FFLO de formation des paires de Cooper.

Toutefois cette étude simple ne nous permet pas de décrire la phase condensée.
On peut simplement prédire que ’état normal n’est pas stable en dessous d’une
certaine température mais on ne peut pas prédire quelle sera la structure de I'état
vers lequel cette instabilité conduit le systéme. En particulier, I’équation donnant
I'instabilité fixe la norme de q mais pas sa direction. Les solutions sont donc
dégénérées et forment une sphére dans I'espace des vecteurs d’onde q. On obtient
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la méme dégénérescence sur la direction de q lorsqu’on étudie la transition en
venant de la phase condensée (voir chapitre 2). En outre, les équations générales
décrivant la phase condensée sont non linéaires mais deviennent linéaires juste
a la transition. Ainsi, comme de nombreuses solutions sont dégénérées et que
les équations sont linéaires, toute combinaison linéaire de solutions est aussi une
solution. Il est par conséquent impossible de déterminer la structure du paramétre
d’ordre juste a la transition. En rentrant dans la phase condensée, les premiers
termes non linéaires des équations sont nécessaires pour lever cette dégénérescence
et déterminer les structures les plus stables.

Il faut donc présenter une description générale de la phase condensée. C’est
ce que nous allons faire dans le chapitre 2 dans le cadre de la théorie BCS. Ce
point de vue est par ailleurs important pour traiter le cas d'une transition du
premier ordre. En effet, 'instabilité FFLO que nous avons décrite, correspond & la
transition entre I’état normal et les phases FFLO uniquement si cette transition
est du second ordre. Si cette derniére transition est du premier ordre, alors la
ligne d’instabilité donne seulement la limite de métastabilité de 1’état normal. Les
phases FFLO apparaissent & une température supérieure et de facon abrupte. Il
est alors nécessaire d’étudier la transition en venant de la phase condensée.



Chapitre 2

Traitement BCS de la phase
condensée

Dans le chapitre 1, nous avons mis en évidence 'existence d’une instabilité a
basse température de ’état normal due a la formation de paires de Cooper. Nous
allons maintenant aborder la description de la phase condensée dans le cadre de
la théorie BCS. La particularité de la phase condensée dans ’approche BCS est
la présence de valeurs moyennes anormales non nulles : (9(r)e(r)) # 0, associées
4 l'existence des paires de Cooper dans la structure du condensat. L’interaction
entre électrons est alors traitée dans l’esprit d’une théorie de champ moyen de
Weiss, en faisant explicitement apparaitre ces valeurs moyennes anormales.

Ce chapitre s’articule de la facon suivante : on commence par rappeler les prin-
cipes de la théorie semi-phénoménologique de Landau pour décrire les excitations
fermioniques du gaz d’électrons en interaction forte, puis on explique comment
concilier cette théorie avec la théorie BCS dans le cadre de la formulation d’Eilen-
berger de la théorie BCS. Nous abandonnerons cependant pour la suite de cette
premiére partie de la thése sur les phases FFLO les effets des liquides de Fermi. La
diagonalisation de ’hamiltonien effectif décrivant les électrons conduit aux équa-
tions de Bogoliubov-de Gennes qu’on ne sait résoudre analytiquement que pour
I’état BCS homogeéne et pour ’onde plane de Fulde-Ferrell. On montre ensuite
comment on peut obtenir les équations de Gorkov dans le formalisme de champ
moyen d’Eilenberger puis comment on peut, & partir de ces équations, écrire un
développement de 1’énergie libre en fonction du parameétre d’ordre. Nous étudie-
rons plus spécifiquement deux développements, I'un s’applique au voisinage d’une
transition du second ordre entre la phase normale et les phases FFLO, 'autre
est valable dans le voisinage du point tricritique. Ces développement nous per-
mettrons dans le chapitre 3 d’étudier la compétition entre différentes structures
inhomogeénes du parameétre d’ordre.
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2.1 Formalisme BCS d’Eilenberger

2.1.1 Liquides de Fermi

Avant de présenter le formalisme BCS d’Eilenberger, nous revenons succinc-
tement dans cette sous-section sur le traitement théorique de Landau des liquides
de Fermi. Nous montrons ensuite une approche simple qui est équivalente & 1’ap-
proche de Landau et qui permet de faire le lien avec le formalisme BCS. On a
déja présenté dans les sous-sections 1.1.1 et 1.1.2 le principe de la théorie de Lan-
dau des liquides de Fermi qui permet de traiter les excitations de basse énergie
d’un gaz de fermions en interaction forte. A basse température, le systéme peut
étre décrit par un gaz de quasiparticules tant qu’on se restreint aux état de basse
énergie qui sont au voisinage de la surface de Fermi. L’énergie E du gaz est alors
donnée par :

1
E=Fy+ Z(Ek — ;,LU) 5nk,a + 5 Z (5%1(70 fa,a’ (k, k’) (S’rl,kl,gl (2.1)
k,o k. k' 0,0’

ou Ejy est I'énergie du gaz a température nulle et dng, = nk, — 0(kr — k)
est le facteur d’occupation de l’état de quasiparticule (k,o) par rapport a ’état
fondamental. Les fonctions f, . (k,k’) décrivent les interactions entre les qua-
siparticules. Comme on se restreint au voisinage de la surface de Fermi, il est
raisonnable de négliger leur dépendance en la norme des vecteurs k et k'. Il reste
la dépendance en ’angle entre k et k’ qu’on peut développer suivant les poly-
némes de Legendre [6]. Pour simplifier, on ne gardera que les termes en [ = 0
pour lesquels les fonctions f, . ne dépendent pas de ’angle entre k et k'.

En posant Fy = No(f2, + f{+) et F = No(f, — f4), on obtient finalement
I'expression suivante pour 1’énergie :

1
E=Eo+ Y (e — fho) 6nico + v [F2(0n4 — 0ny)? + F2(6ny + 6ny)?]  (2:2)
k,o

oll dngy = D 0Nk, est la densité pour un spin donné. L’énergie d'une quasipar-
ticule est donnée par :

_ F F)
€k,o = €k T 2—]\[0(5n¢ +ony) + 2—]\[0((5%7 —n_g). (2.3)

L’énergie d’une quasiparticule dépend donc de la densité des autres quasiparticules
que I’on détermine de fagon cohérente. L’approche de Landau ressemble d’un point
de vue formel & une approche en champ moyen méme si elle n’en est pas une car
les paramétres de Landau F? et FC n’ont pas de raison d’étre petits devant 1.

Approche simplifiée

Nous résumons ici un formalisme qui permet de redériver les résultats de la
théorie des liquides de Fermi de Landau tout en nous donnant par la suite la
possibilité d’étendre la méthode & la description de la phase condensée BCS. On
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écrit un hamiltonien effectif qui décrit les quasiparticules proches de la surface de
Fermi :

3406) (<150 ) ) + ) (FL 0 )+

= [ aef v

o=t (2.4)
BL)91(x)) + ma(r) ($L0)P1() = B (x)ahy (x) ) }

Dans cet hamiltonien, I'interaction entre quasiparticules est décrite par les champs
moléculaires ms(r) et mq(r) comme dans une théorie de champ moyen [67]. La
partie sans interaction (obtenue pour mg(r) = mg(r) = 0) est notée Hy. L'ha-
miltonien (2.4) est celui d’un gaz de fermions libres dont on calcule ’entropie
selon :

e=hh

T (2.5)

S=-Trlml(p)] avec p =

Il reste pour calculer I'énergie libre du gaz & déterminer la valeur moyenne du
terme d’énergie d’interaction entre les électrons noté Hj.

Dans une théorie de champ moyen de type Weiss, la valeur moyenne est calcu-

lée avec l'opérateur densité de I’équation (2.5). Pour une interaction locale comme
celle de '’hamiltonien BCS (1.5), on obtient :

(1) = =g [ dv (@ilidy) = —g [ dv @lin o) (2.6)

ce qui correspond aussi au résultat d’un développement perturbatif valable pour
N() gL 1.

Dans le cas des liquides de Fermi, les interactions sont fortes et ’approche
perturbative n’est pas correcte. A la place, on obtient le développement suivant :

(11} =gy [ |F2 (G030 + G0, 01)

) ; ) A ) (2.7)
+ B2 () - i) ]

qui reproduit le résultat (2.2) de la théorie de Landau. En particulier, on n’a pas
besoin de préciser la forme de l'interaction élémentaire entre fermions.
La minimisation de l’énergie libre (voir encadré 2) conduit aux relations

suivantes :
F? - “ “ “
ma(r) = g (WL + W] ()9 (r)) (2.82)
0 ~ ~ ~ ~
malr) = 52 () - () 0)) (2.8)
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Encadré 2 : Minimisation de 1’énergie libre
L’expression de I’énergie libre dépend des champs moléculaires m4(r) et mq(r) :

F=(H)-TS=(H—h)+ F, (B2-1)

avec Fy = (h) =TS = —T InTr(e #"). H = Hy+ Hy est ’hamiltonien réel des
fermions. Le calcul (2.7) de la valeur moyenne de Hy conduit a I’expression :

- F? F?
S a
F:Fh+/ <4N0n5—msns+4NOna—mana) , (B2-2)
ot l'on a posé ns = (QZJMAJT + QZJIQ/AQ) = O, Fp et ng = (1&11/% - 1&11[@) = O, I
Les valeurs moyennes sont calculées avec I'opérateur densité (2.5) si bien que ng
et nq sont des fonctions de my et de m, qu’on n’explicitera pas. L’extremisation
de I’énergie libre donne 1’équation :

dF = / dr [(Z ?\Z) _ m) dns () + (ij\% _ m) dna(r)] ~0, (B2-3)

ce qui implique les relations (2.8). Dans la pratique, on utilise une énergie libre
dont la forme analytique est plus commode que F'. On la définie par :

_ NO FO’I’LS 2 NO Fona 2
F=F— — -3 - — g . B2-4
F9 / (m 2N, ) 7D / e T 9N (B2-4)

a

F et F satisfont aux mémes équations de stationnarité et sont égales lorsque
les équations (2.8) sont vérifices. (B2-2) et (B2-4) conduisent finalement & :

F = F), — (Ny/F?) /dr ms(r)? — (No/FD) / dr mg(r)?. (B2-5)

L’ajout de la théorie BCS ne pose pas de difficulté de principe. On ajoute &
I’équation (B2-2) les termes :

/dr (A(r)m*(r) + A(r)m(r) — g\m(r)|2) , (B2-6)

ot 'on a posé m* = (1&11&1) = —0aAF}. On obtient un terme supplémentaire
dans les équations d’extremisation de l’énergie libre :

/ dr [(A(r) — gm(r)) dm’ (r) + c.c] = 0, (B2-7)

qui conduit & I’équation (2.14). On rajoute a l'énergie libre F' le terme supplé-
mentaire (1/g) [|A — gm|? et on obtient finalement :

N N, 1
F=F - /dr m,(r)” ~ 20 /dr ma()? + /dr|A(r)|2. (B2-8)
a

S
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2.1.2 Hamiltonien effectif BCS

Dans I'approche originelle BCS, les auteurs utilisent, pour décrire les électrons,
I'hamiltonien (1.5), que I'on récrit ici :

H= Y [aiie) (” )iete) =9 [ de @] w1070,

o=1{

(2.9)
hamiltonien & partir duquel ils cherchent & décrire I’état fondamental puis les états
excités. L’idée générale de leur approche est variationnelle, c’est-a-dire qu’ils sup-
posent que 1’état fondamental a une forme particuliére, forme qui contient phy-
siquement 1’idée de condensat de paires de Cooper, puis ils minimisent 1’énergie
de facon a déterminer les coefficients apparaissant dans la forme du fondamental.
Dans ce chapitre, nous allons présenter la reformulation de la théorie BCS due
a Eilenberger [68]. Celle-ci donne exactement les mémes résultats que ’approche
BCS et est basée sur le méme principe variationnel. Il s’agit de remplacer 1’ha-
miltonien par un hamiltonien effectif qui décrit les effets de la condensation des
paires de Cooper tout en ayant une forme trés simple. Cet hamiltonien effectif
dépend du paramétre d’ordre A(r) qui est le paramétre variationnel de la théo-
rie. On le détermine en minimisant 1’énergie libre. Physiquement, la justification
de ’approche variationnelle BCS est due & la taille des paires de Cooper qui est
beaucoup plus grande que la distance moyenne entre électrons. Chaque paire de
Cooper interagit donc avec le champ moyen créé par les autres paires et décrit
par le paramétre d’ordre A(r).

L’hamiltonien effectif d’Eilenberger est construit & partir de (2.9) en rempla-
cant le terme d’interaction entre par

A

dr (A@)PL)P] () + A (x)ahy (r)iby (r) (2.10)

qui brise la symétrie U(1) de (2.9) et introduit explicitement ’appariement anor-
mal di & la condensation des paires de Cooper.

Avec cette forme pour I’hamiltonien effectif, on peut calculer la valeur moyenne
du terme d’interaction de I’hamiltonien BCS (2.9) en utilisant I’opérateur densité
Phee = € Pheft /Tr(e Phefr) ot heg désigne hamiltonien effectif. On obtient la
contribution suivante pour la valeur moyenne du terme d’interaction :

— (L ) = —g(bl]) (b o) (2.11)

On peut aisément inclure les effets des liquides de Fermi dans I’approche d’Ei-
lenberger en combinant les deux approches. Le nouvel hamiltonien effectif prend
la forme suivante :

h=Ho+ [ [mo (s + 9]0) + ma (Bl — 1) — AL9] - A%y
(2.12)
ce qui correspond & sommer les équations (2.4) et (2.10). L’appariement BCS
ajoute simplement un champ moléculaire A(r) dont la forme est obtenue par
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minimisation de I’énergie libre. La valeur moyenne du terme d’interaction est elle
donnée par :
FO At e N2 FY Ata At a2
Hr) — s ( t t ) a ( to gt )
() = [ | (001 + 6160) " + 2 (0l = ol
—g(b L] ()]
ce qui correspond & ajouter aux termes d’interaction habituels des liquides de

Fermi la partie anormale due au condensat BCS. La minimisation de I’énergie
libre donne en conclusion les équations (2.8) ainsi que :

A(r) = g{thy (x)h4(x)). (2.14)

Finalement, 'utilisation de ’hamiltonien BCS (2.9) se justifie si 'on cherche &
décrire uniquement 'effet d’appariement entre électrons, c’est-a-dire si1’on néglige
les effets des liquides de Fermi. Autrement, il faut conserver un terme d’interaction
entre électrons dont la forme est plus générale. Dans la théorie BCS, I'interaction
d’appariement est faible (Ny ¢ < 1) mais rien n’empéche les coefficients des
liquides de Fermi d’étre franchement non négligeables (F? ~ 1 et FQ ~ 1).

Dans la suite de cette premiére partie de la thése, on se restreint aux cas ou
les coefficients des liquides de Fermi sont négligeables. L’énergie libre est alors
donnée par F = Fj, + [|A]?/g et seule la contribution (2.10) intervient dans le
terme d’interaction de I’hamiltonien effectif h (on est ramené a la formulation
BCS d’Eilenberger [68]).

(2.13)

2.1.3 Diagonalisation de h

La diagonalisation de ’hamiltonien effectif peut se faire exactement sachant
que celui-ci est quadratique dans les champs v et t. On applique une transfor-
mation unitaire [69, 70| aux opérateurs champs :

)z (@ e

Les modes (us,vs) sont les solutions des équations de Bogoliubov-de Gennes :

Wvi _Alr
_f;n*(r) M - (_h;}(,%) u) Cj) oo (Z) .

normalisées selon [ dr|ug|?+|vs|> = 1. Si (us,vs) est une solution de (2.16) d’éner-
gie €, alors (v}, —u}) est aussi solution de (2.16) avec ’énergie —e,. La condition
de normalisation précédente permet de se restreindre aux solutions d’énergie po-
sitive.

Les opérateurs 55,1 et [;3’2 définis par (2.15) satisfont aux relations d’anticom-
mutation de deux opérateurs fermioniques de particules indépendantes :

{i’s,iagl/,j} = 55,3’6i,j (2.17a)
{bs,i, by} =0 (2.17b)
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ou ¢ désigne la fonction delta de Kronecker et { A, B} 'anticommutateur AB+BA
des opérateurs A et B. L’hamiltonien h donné par (2.4) est diagonalisé par la
transformation unitaire (2.15). Le calcul utilise les équations (2.16) ainsi que les
relations de commutation (2.17) et conduit &

h= Z[ D] bt + (s + )] b o] —2265/dr\vs 2. (2.18)

h est maintenant ’hamiltonien d’un ensemble d’excitations fermioniques libres
d’énergies €; + 1. Ces excitations sont décrites par les opérateurs de création
(annihilation) bl,l (bs,1) et bl,Q (bs,2)-

La fonction de partition et ’énergie libre correspondant & h sont alors celles
d’un gaz parfait. On obtient

ZTln[1+e—ﬂ€si“) 2263/dr|'us (r)]* + / |(g)|2. (2.19)

L’hamiltonien effectif A n’ayant un sens que pour les modes au voisinage de
la surface de Fermi, on soustrait & cette énergie celle de I'état fondamental de
fagon & faire disparaitre la contribution des états proches de k = 0. On note
AF({A(r)}) = F({A(r)}) — F(A = 0). AF({A(r)}) dépend d’une fonction et
non d’un ensemble fini de variables. Dans tous les cas abordés dans cette thése,
nous avons donc dii nous restreindre & un sous-espace particulier de fonctions
pour le parameétre d’ordre A(r). Il est alors nécessaire de justifier physiquement
le choix de ce sous-espace et de montrer pourquoi il contient probablement le vrai
minimum. Par ailleurs, I’équation du gap (2.14), qui correspond & une minimi-
sation de 1’énergie, s’avére souvent étre un outil puissant dans la recherche du
minimum.

Il reste deux difficultés de taille pour résoudre notre probléme, il faut résoudre
les équations de Bogoliubov-de Gennes (2.16) pour une forme générale de A(r),
puis il faut minimiser 1’énergie libre afin de déterminer la forme optimale du

paramétre d’ordre A(r).

2.2 Traitement de cas simples

[’état normal s’obtient en prenant A = (0. Les modes propres des équations
de Bogoliubov-de Gennes (2.16) sont alors de la forme

(Z:) = et (é) 0(|k| — kr) + e&" (2) 0(kr — |k|), (2.20)

(on a pris le volume du systéme V égal & 1 pour simplifier) ’énergie propre
correspondante étant e, = h%|k? — k%|/2m. On obtient pour I'énergie libre & la
limite thermodynamique

; dk
F -T / = In 1+e Blewtn) —2/ e, (2.21
(a Z ] j<kp (2m)D 78 (221)
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formule qu’on peut aussi obtenir directement pour un gaz de fermions libres.
Nous allons maintenant voir deux cas ol les équations de Bogoliubov sont
solubles et ol on peut calculer ’énergie libre.

2.2.1 Solution homogéne

La solution homogéne, c’est-a-dire correspondant & A constant dans I’espace,
est la solution naturelle qui apparait pour g = 0. Elle correspond & des paires de
Cooper qui condensent dans un état d’impulsion total nul. Nous allons étudier
la compétition entre cet état et I’état normal dans le plan (f,7"). Nous allons
notamment retrouver la transition du premier ordre correspondant a la limite de
Clogston-Chandrasekhar vue dans la sous-section 1.4.2.

La phase de A ne change rien & la physique. On choisit donc A réel. Les
solutions des équations de Bogoliubov-de Gennes (2.16) sont de la forme uk(r) =

ﬂkeik'r et 'uk(r) = ’l_)keik'r

up = <1 - é_i) vp = ; (1 - 2—‘;) (2.22)

ol 'on a posé & = h?(k? — k%)/2m. Ex = (/&2 + A? est I'énergie propre du

avec

mode d’impulsion k. La différence d’énergie libre avec 1’état normal est

AF =) (|&] - B) - T Zln

k

(2.23)

1+ ¢ AlExxn) A2
1+e ﬂ(fkili) ?

Dans la limite thermodynamique et en intégrant au voisinage de la surface de
Fermi, on obtient :

AF /ﬁwc /+°°
— =2 de(e — F) = 2T
No 0 ( ) ; 0

ot il faut comprendre E = v/e2 + A2. L’extremisation de AF par rapport a A?
redonne l’équation du gap (2.14) qu’on récrit sous la forme :

(2.24)

14 e BEED] A2
1+ e‘ﬁ(fiﬁ) + T’

1 (e 4
X :/0 \/ﬁ(l—f——fﬂa (2.25)

avec f1 = (1 —I—eﬂ(Eiﬂ))_l. Afin d’éliminer la coupure en fw., on écrit cette
équation du gap pour la transition standard BCS, c’est-a-dire pour 1 =0, A =0

et T =TYD.
1 hwe de € Ahw,
X = \/0‘ ? tanh <2T0> ~ In ( TO ) y (226)

ott A =2e“/m =1.133... On soustrait (2.26) & (2.25) :

n (;’()) _ /0+°° e [Zi tanh(ﬁbSE +7)/2) B tanh(fe/?)] .

(2.27)
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Encadré 3 : Théorie de Landau des transition de phase

Un prérequis a la théorie de Landau est existence d’un paramétre d’ordre A,
non nul dans une phase et nul dans ’autre. Cette différence indique souvent un
changement de symétrie entre les deux phases. L’hypothése de Landau est que
I’on peut développer 1’énergie libre en fonction du paramétre d’ordre :

F(A,T) = Fo(T) + Fo(T)A? + Fy(T)A* + Fs(T)AS + - . (B3-1)

pour A petit, Fy désignant la phase haute température. L’état le plus stable est
donné par le minimum de I’énergie libre F'. Nous nous sommes restreint a un
cas particulier (F'(A) paire, développement jusqu’au 6° ordre) ce qui n’enléve
rien a la généralité des deux types de transition que l’on va mettre en évidence.
e I, > 0 : transition du second ordre.

La transition est donnée par F»(T = T,) = 0. Le paramétre d’ordre est continu
& la transition et est donné par A = \/—F,(T)/2F4(T.) juste en dessous de la
transition. En dessous de la température de transition 7T, 1’énergie a la forme
d’un chapeau mezxicain et ses minima s’écartent continiiment de A = 0 lorsque
T décroit.

F(A) ] A
"“, B T >;TC ’;"‘
Fo(T
0( T < T,
A=0 T\="Tc
AT T

e F; < 0 : transition du premier ordre.

Dans ce cas, il y apparition d’un second minimum local (métastable) dans
I’énergie pour des températures supérieures a la température de transition 7.
Il y a transition lorsque ce minimum atteint I’énergie Fy(T') de la phase haute
température pour F»(T = T,) > 0. Le paramétre d’ordre n’est donc pas continu
a la transition. La présence de minima locaux mais non globaux correspond a
des états métastables.

F(A)

A —— Etats stables

Cette analyse peut s’étendre & une énergie libre dépendant de plusieurs va-
riables ; soit plusieurs paramétres d’ordre, soit un parameétre d’ordre complexe,
soit un parameétre d’ordre variant spatialement, etc.
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La constante de couplage A et la coupure ont disparu de cette expression. La
derniére étape consiste a développer tanh sur ses poles selon la formule :

1 Bz RO |
— h|—)=T 2.2
2 tan ( 2 > _2_: T — twp (2.28)

avec les fréquences de Matsubara w, = 7T'(2n + 1). L’équation du gap se récrit :

T = 1 1
In (T_g> = 27T Re <\/(wn — w—ﬂ) : (2.29)

n=0

Dans la limite A — 0 correspondant & une transition du deuxiéme ordre, on
retrouve l'équation d’instabilité FFLO (1.31) (pour ¢ = 0). On trouve ici une
premiére confirmation de la cohérence entre le calcul d’instabilité du chapitre 1
ou on approche la transition en venant de la phase normale et les calculs de ce
chapitre ol la transition est approchée depuis la phase condensée. L’approche
BCS est donc cohérente avec la resommation diagrammatique des échelles.

L’énergie libre peut s’obtenir simplement en intégrant l’expression (2.29) de
I'équation du gap par rapport a A? :

T A?
2 —
=N, ln< (9>A +27rTReE ( n—2\/A2+(wn—ZM)2+2wn)-

n=0
(2.30)
L’expression obtenue pour I’énergie (2.30) ainsi que l’équation du gap (2.29) per-
mettent de déterminer numériquement la valeur optimale de A en chaque point
du plan (z,T') ainsi que I’énergie libre correspondante. On peut ainsi déterminer
la ligne de transition entre 1’état normal et I’état condensé. Cette ligne est re-
présentée figure 2.1 et elle ne dépend pas de la dimension d’espace. La transition
est du second ordre pour des températures supérieures & la température du point
tricritique T, (voir 1.3.3) et du premier ordre pour des températures inférieures !.
Ceci se comprend bien dans le cadre de la théorie des transitions de Landau (voir
encadré 3). Le développement de ’énergie libre (2.30) en fonction de A donne
ainsi Q = agA? — aaA*/4 + a4 A8 /8 avec

ao(, T) = In (%) +onT Reio (i _ #) , (2.31)

n=0
+o00
G/Q(ﬂ/T) = —2/]27TTR6 Z ﬁ, (232)
— (wn — ifi)
+o0
a4(ﬂ/T) = —2/]471'TR€ Z ﬁ, (233)
n—o \Wn — 1

ol A est exprimé en unité de i et © en unité de 2. ag(fi, T) = 0 donne la ligne
de transition lorsque celle-ci est du second ordre. On atteint le point tricritique

Yexpression point tricritique provient en fait de ce changement d’ordre de la transition.
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1 T T T I T T T
- Clogston—ChandraseLhar
0.9 FFLO 2D ----- 7
08 FFLO3D ------ _
Etat normal
0.7 _
% 0.6 |- (jie,Te) .
¢ 0.5 Etat condensé -
04 F _
0.3 . -
0.2 i
O.]_ — \\\\\\ -
0 I I I I I I L >~

0 0r 02 03 04 05 06 07 08 09 1
fi/ Ao

FiG. 2.1: Limite de Clogston-Chandrasekhar correspondant & une transition entre 1’état
normal et I'état condensé homogéne. On a tracé pour comparaison les lignes d’instabi-
lité FFLO déterminées au chapitre 1 & 2D et 3D. Au dessus du point tricritique, cette
transition est du deuxiéme ordre et elle est confondue avec les courbes d’instabilité.
En dessous du point tricritique, la transition devient du premier ordre en méme temps
qu’apparaissent les phases FFLO.

sur la ligne ag(fz,7) = 0 pour az(/T) = 0. On retrouve d’ailleurs par ce raison-
nement les mémes équations que celles donnant le point d’apparition des phases
FFLO (voir le 1.3.3). Pour des températures plus petites que T, az > 0 et la
transition vers l’état condensé homogéne est du premier ordre (voir encadré 3);
en particulier, ag > 0 & la transition.

Ainsi, en dessous du point tricritique, la courbe ag = 0 se détache de la ligne
de transition (ou limite de Clogston-Chandrasekhar). C’est la ligne spinodale 2.
Elle correspond a l'instabilité de 1’état normal vis-&-vis d’'une phase homogéne,
c’est-a-dire qu’elle correspond & une instabilité FFLO dans le cas particulier ou
@ = 0. La ligne spinodale est comparée & la transition de Clogston-Chandrasekhar
sur la figure 2.2.

L’exacte coincidence entre le point d’apparition des phases FFLO et le point
tricritique ol la transition vers la phase condensée homogéne change d’ordre est
une particularité de la théorie de couplage faible. Elle disparait notamment si l’on
inclut les effets de liquide de Fermi [37].

2Lorsqu’une transition est du premier ordre, 'état stable & haute température reste méta-
stable méme en dessous de la température critique de transition car il reste un minimum local
de 'énergie. La ligne spinodale correspond & la limite de métastabilité de cet état.
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0.9
0.8 |
0.7 |

T 0.6 | Instabilité spinodale (ap = 0) ——

T9 5L Clogston-Chandrasekhar --—--
0.4 |
0.3
0.2 -
0.1

0 I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

fi/ Ao

F1aG. 2.2: Instabilité spinodale (ag = 0) comparée 4 la limite de Clogston-Chandrasekhar.

Calcul a température nulle

On peut faire un calcul plus explicite de ’énergie (2.30) a température nulle
en intégrant sur les fréquences. On obtient

A% (AN? ., A?

(- A) [N In (“— VZZ_AZ) V2= A2] ,

(2.34)

ot f est la fonction de Heavyside. On constate que pour < A, la minimisation de
I’énergie libre ne dépend pas de la valeur de . Celle-ci conduit & In(A/Ag) =0
ou encore A = Ay : le paramétre d’ordre est constant méme lorsqu’on écarte
les surfaces de Fermi. Une fois minimisée, [’énergie libre est donnée par Q, =
i — A2/2, ce qui donne une transition du premier ordre pour i = Ao/ V2.
On retrouve les résultats de la sous-section 1.4.2 qu’on avait obtenus & partir
d’arguments simples afin d’expliquer la limite de Clogston-Chandrasekhar.

2.2.2 Etat de Fulde-Ferrell

La dérivation du paragraphe précédent peut se généraliser aisément & une onde
plane pour le paramétre d’ordre, i.e. A(r) = A €'97. Ce type de solution est celle
envisagée par Fulde et Ferrell [2]. Les solutions des équations de Bogoliubov-de
Gennes (2.16) sont aussi des ondes planes dont les vecteurs d’onde sont décalés
par rapport a la solution homogéne.
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On a uy(r) = G’ @YD T et 4 (r) = Gy’ ® /2T Les @y et Ty sont toujours
donnés par les expressions (2.22) et les énergies propres par Ex = /&2 + A2 —

fig k - @ (voir la sous-section 1.3.2 ainsi que I'équation (1.26)).
Finalement, le calcul conduit au méme hamiltonien h que dans le cas homogéne
si l’on remplace i par une différence de potentiel chimique effective :

e = (1 + gk - ). (2.35)

Physiquement, cette différence effective est la demi-distance entre les deux surfaces
de Fermi selon la direction angulaire du vecteur k lorsque la surface extérieure
est translatée du vecteur q (voir figure 1.7).

De la méme facon que dans le cas homogéne, on peut calculer de nombreuses
observables pour 'onde plane de Fulde et Ferrell. Il suffit pour cela de remplacer
dans les expressions du cas homogéne la différence de potentiel chimique i par
I’expression obtenue devant étre moyennée sur la surface de Fermi. En particulier,
I’équation du gap (2.29) est donnée par :

In (T0> = 27T Z/ d)Re ( — ;k)Q — w%) , (2.36)

équation qui coincide exactement avec I’équation d’instabilité FFLO (1.31) dans
la limite A — 0. On peut aussi déterminer 1’énergie libre non minimisée :

Q= ( ) A2+ 27T Z/ dQ Re (— — 23/A? + (wy, — ifi)? + 2wn> .

(2.37)

Calcul a température nulle

Partant de ’expression (2.37), on peut effectuer les intégrations fréquentielle
et angulaire. On obtient pour § > 1 :

[9) 9 52 q2 52
ﬁ =—06"Indy — 5+1+§+—_Re q+1n(\q+|+\/qi —62)

—\/@& -0+ g+ —q ) ~ LRe (@ =6+ (4 = q )7,
T /

ou l'on a utilisé les notations g =g+ 1, = A/ et dg = Ao/ L.

(2.38)

2.2.3 Formes plus complexes du paramétre d’ordre

L’étude des phases FFLO ne se réduit évidemment pas a 1’état d’onde plane de
Fulde-Ferrell. C’est pourtant le seul cas soluble analytiquement. Des formes plus
complexes pour le paramétre d’ordre donnent des équations de Bogoliubov-de
Gennes (2.16) dont la résolution ne peut étre que numeérique. C’est notamment
déja le cas pour la forme A(r) = Acos(q-r) qui joue un role important au
voisinage du point tricritique.
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La résolution analytique de ’onde plane Fulde-Ferrell ne permet pas de conclure
de fagon générale sur le probléme des phases FFLO. En particulier, nous verrons
que 'onde plane n’est jamais I’état de plus basse énergie. L’instabilité FFLO que
nous avons détaillée dans le chapitre 1, privilégie pour la forme du paramétre
d’ordre des vecteurs d’onde formant une sphére dont le rayon dépend de la tem-
pérature. Une fois dans la phase condensée, ces vecteurs d’onde vont continuer &
jouer un roéle prédominant tant qu’on ne s’éloigne pas trop de la transition. On
a une bonne compréhension de la formation des paires de Cooper dans le cas ol
un seul vecteur d’onde q est présent dans la forme du paramétre d’ordre, comme
c’est le cas pour l'onde plane de Fulde et Ferrell. Les formes plus complexes du
parameétre d’ordre, ol plusieurs vecteurs d’onde sont présents, sont beaucoup plus
difficiles & traiter qualitativement et quantitativement.

Le cas de 'onde plane donne cependant la position exacte de la transition
tant que celle-ci reste du second ordre. Dans ce cas, 'amplitude du paramétre
d’ordre tend vers zéro au voisinage de la transition et les équations décrivant la
phase condensée deviennent linéaires. Il y a alors découplage entre les différents
vecteurs d’onde présents dans la forme du parameétre d’ordre. L’étude de la seule
onde plane est par conséquent suffisante pour prédire la position de la transition.

La coincidence entre les équations (1.3) et (2.36) confirme la cohérence entre la
resommation diagrammatique des échelles du chapitre 1 qui détermine la position
de la transition en venant de la phase normale et ’approche de ce chapitre ot on
vient de la phase condensée.

Les résultats de ’onde plane restent toutefois pertinent pour la compréhen-
sion de la phase condensée. C’est, on le répéte, le seul cas ot 'on peut calculer
exactement ’énergie libre et ’équation du gap correspondante pour tout A et
q. Ceci va nous donner des indications sur le comportement global de 1’énergie,
notamment sur la présence de singularités. Nous verrons aussi que l’énergie d’une
onde plane Fulde-Ferrell est un terme qui intervient toujours dans 1’énergie libre
méme si d’autres termes, qu’on pourra interpréter formellement comme des cou-
plages entre vecteurs d’onde, se rajoutent dans le cas de paramétres d’ordre plus
complexes.

En conclusion, on peut dire que cette étude des cas exactement solubles n’est
pas satisfaisante si ’on veut étudier la compétition entre les phases FFLO. Nous
allons présenter dans la suite le formalisme des équations de Gorkov [8]. Celui-
ci va nous permettre d’étudier précisément le voisinage de la transition, ol les
parameétres d’ordre sont petits, dans 1’esprit de la théorie de Ginzburg-Landau.

2.3 Equations de Gorkov

2.3.1 Etablissement des équations

On reste pour la dérivation des équations de Gorkov dans le cadre du traite-
ment BCS d’Eilenberger de la phase condensée. Ces équations vont se révéler étre
plus pratiques a utiliser que les équations de Bogoliubov-de Gennes (2.16). Nous
verrons notamment qu’il est simple de construire un développement de 1’énergie
libre en fonction du parameétre d’ordre.
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On définit les fonctions de Green suivantes :

r I_/ ) = _<TT7;J,(I.’T)¢I(IJ’O)> 0

9lwx's7) ( 0 —<TT¢T<r,r>¢$<r',O)>>’ (239
N 0 (T (x, 7Y (', 0))

Frer) ( (T e, 1), 0) 0 - B0

les valeurs moyennes (- - -) étant calculées avec 'opérateur densité effectif pj, défini
dans ’équation (2.5). T, désigne le produit ordonné en temps. Les opérateurs
champs sont propagés pendant le temps imaginaire 7 selon 3 :

h(r,7) = oh(r)e ™, (2.41)
Pl (r,7) = PP (r)e ™, (2.42)

de sorte que les opérateurs d’évolution commutent avec ’opérateur densité pp. La
fonction G(r,r’,7) est la fonction de Green normale du systéme et elle est non
nulle dans I’état normal. Ce n’est pas le cas de la fonction de Green anormale
Fr(r,r',7). F*(r,r',0) s’interpréte comme la fonction d’onde des paires de Co-
oper décrivant aussi bien I’état interne des paires que le mouvement de leur centre
de masse.

Pour obtenir les équations de Gorkov, on détermine les équations du mou-
vement pour les champs atomiques &(r,'r) et i(r,'r)f a l’aide de I’hamiltonien
effectif h (2.4). Le résultat est le systéme suivant :

272
<—8T + h2V,. +ep — ﬂ0z> G(r,r',7) + A(r)o, Ft(r,r',7) = §(r — 1')6(7),
m
(2.43a)

2v72
(& + h27nr +er — ﬂaz) Ft(e,x',7) — A*(r)o,G(r,x',7) =0, (2.43b)

ou l'on a identifié le potentiel chimique u & 1’énergie de Fermi er. o, et o, sont

les matrices de Pauli :
01 1 0
Oy = (1 O) , 0, = (0 _1) . (2.44)

Ces équations se généralisent aux problémes dynamiques si I’on prend un temps
réel. Dans le cas d’un temps imaginaire 7, la périodicité en 7 des fonctions de
Green G(r,r',7) et FT(r,r',7), de période 3, permet de décomposer celles-ci sur
les fréquences de Matsubara :

G(r,x',7) =T Z e~ (r, v iwy,) avec  wp, =7T(2n+1), (2.45)
nez

ce qui a simplement pour effet de remplacer 9, par —iwy,, G(r,r', 7) par G(r, ', iw,),
F(r,r',7) par F(r,r',iwy,) et §(7) par 1 dans les équations de Gorkov (2.43).

3avec cette définition, qﬁ(r, T) et zﬁr (r,7) ne sont pas hermitiques conjugués
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L’équation du gap (2.14), quant a elle, peut se récrire a ’aide de la fonction
de Green anormale :

A*(r) = g Fio(r,r,07) = gT Y Fy(r,r, iwy )0 (2.46)
nez

Energie libre

Nous allons voir que I’énergie libre peut en fait simplement s’écrire comme
une fonction de G(r,r’,iw,). Pour 'obtenir de fagon simple et claire, on peut
commencer par développer les opérateurs champs ¥(r,7) et 9f(r,7) selon les
modes de Bogoliubov, (2.15). On obtient :

Gia(rr,7<0) = (zﬁI(r 0)¢hy (7)) =

- _ i) 5t 247
— Z lvg (T ‘2 T(es— N)<b b1,1> + |U5(I‘)|2e T(GS+H)<bl72bs,2>a ( )
et on peut dériver une formule similaire pour Goo(r,r,7 < 0). En utilisant la
normalisation des fonctions us et v, ainsi que les relations d’anticommutation
(2.17), on obtient finalement :

<h> = - / dr a7' [gl,l(ra r, T) + g2,2(ra r, T)] = / dr aTTr g(I‘, r, T)' (248)

70~ —0-
La suite du calcul est astucieuse [68], elle consiste a récrire I’énergie libre F}, sous
la forme d’une intégrale :

+o00 —h/t
FhZ—TlnT.r<e'3h):T/ dt T [he /]

N (2.49)

sur la variable ¢. Le terme apparaissant dans l'intégrale Tr [he*h/ t] /Tr [e*h/ t]
peut se calculer formellement comme la valeur moyenne de h & la température
effective t. On reprend donc les calculs précédents en remplacant la température
T par t, les valeurs moyennes étant prises avec ’opérateur densité e "/t Partant
de l'expression (2.49), on remplace (h) (prise a la température effective t) par son
expression (2.48) et G(r,r, 7) par son développement (2.45) sur les fréquences de
Matsubara effectives w, = 7t(2n + 1). Le calcul conduit, aprés le changement de
variable w = 7t(2n + 1), & la relation suivante :

Fh—/dr zTZ/ dwTrG(r,r,iw) + c.c.| , (2.50)

n>0

ou les w, = 7T (2n + 1) sont les fréquences de Matsubara a la température 7.

La résolution des équations de Gorkov et la détermination des fonctions de
Green G(r,r',iwy,) et Ft(r,r',iw,) donnent donc acceés directement & toutes les
propriétés thermodynamiques du systéme. Le probléme est que l'on ne sait tou-
jours pas résoudre ces équations pour des paramétres d’ordre autres que 1’onde
plane de Fulde-Ferrell. Cependant, les équations de Gorkov se prétent bien au dé-
veloppement de 1’équation du gap en fonction du paramétre d’ordre. Auparavant,
nous allons récrire ces équations sous forme intégrale car cela permet d’effectuer
de fagon commode ce développement.
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2.3.2 Forme intégrale

La fonction de Green Gy(r,r’,iw,) est définie comme 'inverse de l'opérateur
apparaissant dans les équations de Gorkov (2.43), c’est-a-dire :

. hZV% — ! !
(zwn-l— o +6F—,uaz> Go(r,r',iwy) = d(r — ). (2.51)
La fonction de Green normale G(r,r’,iwy,) se réduit & Go(r,r',iw,) dans I'état
normal, c’est-a-dire pour A = 0. Go(r,r’,iw,) est en fait le propagateur d’un
fermion libre, nous 'avons déja rencontré dans ’encadré 1. Les invariances par
translation et par rotation impliquent que Go(r,r’,iw,) ne dépend que de |r —r'|.
Sa décomposition sur les ondes planes, donnée par

dk ; )
Go(r —r',iwn) = / W Go(k, iwn)eZk'(r_r ), (2.52)

diagonalise I'opérateur V2 si bien que Go(k, iwp) = (iwn — &k — jio,) "L

On peut maintenant multiplier les équations de Gorkov (2.43) par Go(r,r1,iwy,)
et intégrer sur r. On obtient aprés intégration par partie et en changeant les indices
le systéme suivant :

G(r1,ro,iwy) = Go(ry — ro,iwy,) — /dr Go(ry — r,iw,) A(r) o, F 1 (r, 1o, iwy),
(2.53a)

Ft(ry,ro,iwy,) = /dr Go(r1 — r, —iwy ) A*(r)o,G(r, re, iwy). (2.53b)

Cette forme des équations est propice a un développement de ’équation du gap
(2.36). A* s’exprime en fonction d'un des coefficient de la matrice F+. Or F+
dépend de la fonction de Green G qui dépend elle-méme de F*. On peut donc
utiliser le développement formel suivant :

Ft =GoA*G = GoA*Gy — GoA*GAF ™ = GoA* Gy — GoA*GoAGyA*G = - -
(2.54)
On stoppe le développement en remplagant le dernier G par Gy et on obtient ainsi
une équation sur A qui ne dépend que de Gy (dont on connait 1’expression).
Une écriture plus commode des équations intégrales de Gorkov (2.53) consiste
a n’en conserver que deux sur les quatre. Cela donne :

Gr(r1,t2) = Gl(r1,12) - / dr G(r1 — D) A F (r,12), (2.55a)
FT(ry,re) = /dr G(r1 — r)A*(r)Gy(r,r2), (2.55b)

ou l'on a utilisé les notations allégées suivantes : G4(ri,r2) = Goo(ri,r2,iwy),
G(r1 —r) = Go,,(r1,r2,wy), G(r1 —r) = Go, ,(r1, T2, —iwy,) et Ft(ri,ro) =
Ff: o(r1,r2,iwy). En particulier, I'équation du gap se récrit :
A*(r) =gT Y Ft(r,r) 0", (2.56)
neZ

ot la dépendance de F™ en fonction de iw, est implicite.
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2.4 Energie de Ginzburg-Landau généralisée

2.4.1 Développement de I’équation du gap

On utilise donc 'idée du développement (2.54) appliquée aux équations (2.55)
et (2.56) et on passe dans l'espace de Fourier avec Aq = [drA(r)e*@*. On
obtient aprés transformations de Fourier le développement suivant

2a_ na)ay— Y i@ amasn @Al AgAl + O (257
A q bl bl bl q1 q2 qs
q1—q2+93=q

T(lal) = %Zé(k)&*(q ~¥), (2.58)
n,k

Ji(ai,a2,q3,9) = % Y G&)G(a1 - k)G(k — a1 +q2)G(q —k).  (2.59)
n,k

Chacun des termes du développement, i.e. Jo et Jy, dépend implicitement de la
température et de la différence de potentiel chimique fi. A ’ordre le plus bas en
A, c’est-a-dire lorsque A — 0, on trouve Ja(|q|) = 1/A, c’est-a-dire exactement
l’équation d’instabilité FFLO (1.20). Nous avions par ailleurs déja obtenu ce ré-
sultat pour I’état homogéne et pour l'onde plane de Fulde-Ferrell. On voit qu’a
cet ordre, les différents vecteurs d’onde intervenant dans le paramétre d’ordre ne
sont pas couplés. Le couplage apparait dés lors que ’on considére le terme d’ordre
3 en A ce qui se voit explicitement dans l'expression de Jy(q1,q2,93,q)-

Les termes d’ordres plus élevés comme 5, 7, ol 9, peuvent aussi étre exprimés
analytiquement. On obtient & chaque fois un produit de fonctions de Green, res-
pectivement 3, 4 et 5 fois G (et G). La sommation se fait sur 5, 7 et 9 vecteurs
d’onde avec toujours la conservation des moments Z?’i{g qi(-1)"*! =q.

On peut déterminer ’énergie libre en intégrant par rapport a Aq I’équation
(2.57), ce qui donne :

2=y 5 - Rllad] a4

1 * *
+7 > Ja(a1, 92,93, Q1) A%, Agy A%, Ag, + O(A®).
q1—d2+d3=d4

(2.60)

Un terme trivial apparaissant & tous les ordres est celui ol tous les vecteurs q; sont
égaux. Ces termes sont les seuls présents pour ’état de Fulde-Ferrell si bien qu’il
est possible de les resommer. On note qg ce vecteur commun et {2y la contribution
& I'énergie correspondant & ces termes :

Ji({qo}x4)
2

Jo({q0} x6)

1
Qo = [— - J2<|qo|)] Dol + DgglS+--- (2.61)

A
La resommation conduit & I’expression (2.37) si l’on utilise la substitution 1/\ =
In(T/T?) + 21T 3,50 1/wn (voir Péquation (2.26)). L'énergie d'une onde plane
de Fulde-Ferrell contribue donc toujours & I’énergie totale.
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2.4.2 Etude au voisinage d’une transition du second ordre

Au voisinage d’une transition du deuxiéme ordre, le parameétre d’ordre tend
vers zéro. Il est alors légitime de ne garder dans ’énergie que les termes d’ordre le
plus bas dans 'amplitude du paramétre d’ordre, c’est-a-dire les ordres 2 et 4 en A.
L’annulation du terme d’ordre 2, correspondant a ’équation Jy(|q|) = 1/, c’est-
a-dire a I’équation d’instabilité FFLO (1.20), donne la position de la transition en
fonction de |q|. Sa minimisation par rapport & |q| donne la valeur optimale pour
la norme des vecteurs d’onde |q| = g,. Les différents vecteurs d’onde du paramétre
d’ordre sont alors situés sur la sphére de rayon ¢, et les structures correspondantes
sont dégénérées si l’on en reste a cet ordre du développement de l’énergie.

L’ordre 4 en A est inclus perturbativement afin d’étudier le couplage des vec-
teurs d’onde et lever ainsi la dégénérescence entre les différentes structures pos-
sibles du paramétre d’ordre. Cette étude perturbative du terme du 4° ordre a été
introduite par Larkin et Ovchinnikov [3] et reprise par Shimahara [71] dans le cas
2D. Le principe de cette approche est assez semblable & la théorie de Ginzburg-
Landau, méme si I'on ne se restreint pas, comme dans celle-ci, & des faibles varia-
tions spatiales du paramétre d’ordre & I’échelle de &p.

A 2D, le développement en A est non analytique pour T' = 0. Cette singularité
donne un comportement particulier sur lequel nous reviendrons dans la section
3.2. Avant de donner une nouvelle expression pour 1’énergie, nous allons utiliser
une simplification introduite par Larkin et Ovchinnikov [3]. Celle-ci consiste & se
restreindre & des vecteurs coplanaires dans la somme & quatre vecteurs d’onde du
terme d’ordre 4 en A. C’est évidemment le cas & deux dimensions puisque tous
les vecteurs sont dans le méme plan. Ce n’est pas forcément le cas & 3D. Si 'on
prend comme exemple ’ensemble des vecteurs qui pointent vers les sommets d’'un
cube, la somme des vecteurs (—1,—1,1) et (—1,1,—1) est égale a la somme des
vecteurs (—1,1,1) et (—1,—1,—1) alors que ces quatre vecteurs ne sont pas dans
le méme plan.

Par conséquent, comme les vecteurs ont la méme norme, on n’a que trois choix
possibles pour satisfaire la conservation des moments q1 +q3 = q2 + q4, & savoir :

*qi=qeetq3=qu

®* qi=qset g3 =qo

®qr=—qzet gz = —qu
Cette simplification conduit & 1’expression suivante pour le terme d’ordre 4 en A
dans I’énergie (2.60) :

_Z qqu |Aql| |Aq]| J(aqz;q])

+(1 - 5q¢,qj - 5qi,—q])A A—qu* A J(O‘qi,qj)

(2.62)

ol g, ,q; est I'angle entre q; et q;. Le parameétre d’ordre a la forme suivante :
A(r) = qu Ag; "% avec |q;| = g, oU g, est fixé par la minimisation du terme
d’ordre 2 en A.

Le probléme est donc restreint & la connaissance des fonctions J(«) et J(«)
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définies par :

NoJ(aquq) =T > Gk +a1)G(k + q2)G*(k), (2.63)
n,k

NoJ(oqq) =T Y Gk)G(k+qi + q2)G(k + q1)G(k + q). (2.64)
n.k

Par exemple, pour A(r) = 2A; cos(q - r), ’énergie libre variationnelle est Q =
2[1/X — Jo(go)]A2 + [J(0) + 2J(w)]A]. Sa minimisation donne Qpi, = —[1/A —
J2(q0)]?/(J(0) + 2J (m)).

T =0 a trois dimensions

Larkin et Ovchinnikov [3] ont calculé le terme d’ordre 4 en A pour quelques
formes cristallines & température nulle et & trois dimensions. Cette étude a depuis
été largement complétée par d’autres structures cristallines, toujours a tempé-
rature nulle [72]. Les figures 2.3 représentent les fonctions J(a) et J(a) a tem-
pérature nulle. Une des conclusions de ces études est que pour de nombreuses
structures cristallines le terme d’ordre 4 en A peut étre négatif ainsi que le terme
d’ordre 6 en A, ce qui indique que la transition vers ces structures cristallines
est en fait du premier ordre. On sort du domaine de validité d’une analyse a la
Ginzburg-Landau o 'amplitude du paramétre d’ordre est supposée étre petite
ce qui n’est pas le cas en général pour une transition du premier ordre.

En conclusion la transition vers les phases FFLO est du premier ordre & trois
dimensions au moins & basse température. Par ailleurs, on sait que la transition
vers la phase BCS est du second ordre pour z = 0. Il est donc vraisemblable que
la transition du premier ordre apparait au voisinage du point tricritique (fic,T¢)
(voir figures 1.4 et 2.1), c’est-a-dire au point ou apparaissent les phases FFLO.
Dans ce domaine, nous allons voir qu’il est possible d’écrire un développement
controlé de I’énergie libre permettant de décrire I’'ordre de la transition ainsi que
la compétition entre les différentes formes du paramétre d’ordre.

2.4.3 Equation de Ginzburg-Landau généralisée

Dans le voisinage du point tricritique, deux conditions propices & un dévelop-

pement de I’énergie sont réunies :

¢ La transition du premier ordre de Clogston-Chandrasekhar apparait juste
sous le point tricritique. Ainsi, elle reste faiblement du premier ordre au
voisinage du point tricritique, c’est-a-dire que le paramétre d’ordre A reste
petit et qu'un développement de I’énergie a ’ordre six en puissances de A
est suffisant pour décrire la transition. Ceci va vraisemblablement rester vrai
dans le cas ou le parameétre d’ordre A(r) n’est pas homogene.

e Le vecteur d’onde correspondant a l'instabilité FFLO (voir figure 1.5) est
continu au voisinage du point tricritique. On en déduit que les variations
spatiales du parametre d’ordre dans le voisinage du point tricritique sont
petites & ’échelle de &y ce qui justifie un développement en puissances de q
de I’énergie.
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FiG. 2.3: Fonctions J(a) et J(a) & T =04 3 D. a est I’angle entre les deux vecteurs
d’onde intervenant dans la définition (2.63) de J et J. La norme des vecteurs d’onde est

donnée par ¢ = 1.1997, voir figure 1.5. J(a) diverge pour ag = arccos(1/q)

Finalement, quand on se place au voisinage du point tricritique, la proximité de
la transition BCS classique, qui est du second ordre et pour laquelle le paramétre
d’ordre est homogéne, justifie que nous développions 1’énergie libre variationnelle
Q) en fonction 3 la fois du paramétre d’ordre et du gradient du paramétre d’ordre.
Dans les deux cas, les invariances A — —A et q — —q imposent que seuls
les termes d’ordre pair sont non nuls. Pour le développement dans le paramétre
d’ordre, on sait déja (voir la sous-section 2.2.1) que les termes d’ordre 2 et 4 sont
nuls au point tricritique pour une phase homogéne. Ceci implique la nécessité
d’effectuer un développement jusqu’a ’ordre 6. Le développement dans le gradient
doit se faire au moins & 1’ordre 4 si I’on veut minimiser 1’énergie par rapport a la
norme du vecteur d’onde. Nous verrons que cela est en fait suffisant.
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Le calcul du développement est détaillé dans I’annexe A. Il conduit au résultat
suivant :

ao _ a4 _ * *
Q= Z ( a0- 2P+ 4) |Ag)? - —ZAqlAq2Aq3Aq4x

a a
X [52—?4( T+ @ + @ + 34 + Q-3 + Qo q4)] (2.65)
D A AL Mg AL Ag A,
qi

ou la conservation des moments est implicite pour le terme du quatriéme ordre
q1+43 = q2+qu et pour le terme du sixiéme ordre q1 +q3+qs = Q2+ qQ4+qg- On
a utilisé les vecteurs d’onde adimensionnés q; = Avr q;/2f, Aq est en unité de fi
et Q en unité de i2. Ce résultat est valable & trois dimensions. A deux dimensions,
l'intégration angulaire est différente : il faut multiplier les termes en g par 3/2
et les termes en g* par 15/8.

Exactement au point tricritique, on a ap = 0, ag = 0 (voir la sous-section
1.3.3) et a4 = 0.114 donc I’énergie 2 est minimum pour A = 0 et § = 0 ce qui
correspond & une transition du second ordre avec un paramétre d’ordre homogeéne.
Le voisinage infiniment proche du point tricritique est donc décrit de facon exacte
par le développement (2.65) de I’énergie libre puisque A et g y prennent des valeurs
infinitésimales. Il est en particulier justifié de négliger dans le développement de
I'énergie libre les termes d’ordres supérieurs a ceux présents dans (2.65).

Une fois que 1'on s’est restreint au voisinage du point tricritique, une maniére
plus commode d’étudier le probléme consiste & redimensionner les différentes gran-
deurs physiques de fagon & faire disparaitre les termes qui tendent vers zéro. On
pose § = (az/as)'/?q, ap = Agad/as, Aq = (az/as)'?Aq et Q = (a3/al)F et
I’énergie libre se récrit sous la forme :

F= Z (AO - _q + ) |AQ|2 ZAmAazAQSA;X

1 1 . P o o
X |:Z - E(Q% + Qg + qg + qZ +q1.Q3 + q2_q4):| (2.66)

1 ~
+ 22 Aai A5, 80,85, A A5,
d’oll a9 et a4 ont disparu. Cette expression redimensionnée est beaucoup plus
commode. La minimisation de ’énergie libre ne dépend plus que du paramétre
Ap qui décrit la position du systéme dans le plan (i,7T"). Le couplage entre les
différents vecteurs d’onde reste apparent dans le terme du quatriéme ordre.

Finalement, on a obtenu, & deux et & trois dimensions, une énergie libre ef-
fective au voisinage du point tricritique a 'expression analytique relativement
simple. Son 1’étude générale - dont sa minimisation qui donne la forme la plus
stable - va nous permettre de bien comprendre la compétition entre les différentes
phases FFLO au voisinage du point tricritique. On obtient aussi des indications
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sur le comportement du systéme dans des situations plus complexes. Notons pour
conclure qu’on peut encore transformer (2.66) afin d’obtenir 1’énergie comme une
fonction de A(r). On obtient aprés intégrations par partie :

= < 1, _~ 1 ~ 1 -

P /dr <A0|A\2 - SIVAP + g|V2A|2> - /dr [Z|A|4
1
24

(2.67)
(Q(V|A|2)2 +3(vA2)(vA*2))] + %/dr|A|6.

L’idée d’un développement de 1’équation du gap au voisinage du point tricritique
est initialement due & Malaspinas et Rice [73]. Les deux auteurs étudient dans leur
article le probléme du ferromagnétisme itinérant avec un modéle mathématique-
ment équivalent a celui de cette thése. Nakanishi et Maki [74] reprennent le calcul
et poussent le développement & l'ordre 6. Revenant & I’étude de ’apparition des
phases FFLO, Buzdin et Kulic [75] font le lien entre ces travaux et une approche
a la Ginzburg-Landau et établissent une équation pour ’énergie [76] de la forme
de celle (2.67) que nous avons dérivée. Cette équation est reprise pour étudier le
voisinage du point tricritique [77]. Récemment, I’effet des impuretés a été ajouté
au formalisme [78].

2.5 Conclusions

Nous avons présenté dans ce chapitre la formulation d’Eilenberger [68] de la
théorie BCS. Celle-ci consiste & décrire la condensation BCS du gaz d’électrons a
I’aide d’un opérateur densité effectif dont la forme conduit & des valeurs moyennes
anormales non nulles, du type (1& ﬂﬁ?)- Ces contractions anormales du champ sont
caractéristiques de la présence d’un condensat de paires de Cooper. Comme dans
une approche de champ moyen de type Weiss, 'opérateur densité effectif dépend
d’'un champ moléculaire A(r) déterminé par la minimisation de ’énergie libre.
A(r) est le parameétre d’ordre de la transition, égal a zéro dans la phase normale.

Aprés quelques rappels sur la théorie de Landau des liquides de Fermi et sur le
formalisme d’Eilenberger, nous avons montré comment inclure la description de la
condensation BCS et les effets des liquides de Fermi dans un formalisme commun
qu’on peut voir comme une extension du formalisme d’Eilenberger. Le formalisme
obtenu permet de traiter analytiquement et complétement le cas d’'un paramétre
d’ordre homogéne, comme c’est le cas pour la phase BCS classique, ainsi que le
cas de ’onde plane de Fulde-Ferrell, mais ne permet pas I’étude compléte d’un
paramétre d’ordre inhomogéne dont la forme est plus générale.

11 est néanmoins possible avec ce formalisme d’étudier le voisinage de la transi-
tion de phase entre I’état normal et I’état condensé inhomogéne (ou autrement dit
les phases FFLO) tant que le parameétre d’ordre A(r) reste faible en amplitude.
Pour cela, nous avons montré comment dériver les équations de Gorkov & partir du
formalisme d’Eilenberger puis comment utiliser ces équations pour écrire un déve-
loppement de 1’énergie libre dans 1’esprit d’une approche a la Ginzburg-Landau.
Nous avons obtenu deux développements pouvant s’appliquer & deux situations
physiques différentes.
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Le premier développement est donné par (2.60). Il permet d’étudier la com-
pétition entre les différentes structures du paramétre d’ordre au voisinage de la
transition avec ’état normal étant supposé que celle-ci est du second ordre.

Le second développement est donné par (2.67). Son domaine de validité est
restreint au voisinage du point tricritique (voir figures 1.4 et 2.1) ou 'amplitude
du paramétre d’ordre ainsi que ses variations spatiales sont faibles. Toutefois,
ce développement de I’énergie libre s’applique aussi bien & la description d’une
transition du second ordre qu’a une transition du premier ordre.

Ces deux développement vont donner lieu, dans le chapitre 3, & deux applica-
tions, a 2D et 3D.



Chapitre 3

Transition vers les phases FFLO,
résultats analytiques

Nous présentons maintenant les résultats originaux de cette thése. Les cha-
pitres 1 et 2 ont été ’occasion de dresser les cadres expérimentaux et théoriques de
cette partie de la thése ainsi que de redériver les équations qui vont nous servir par
la suite. En particulier, nous avons obtenu dans le chapitre 2 deux développements
de ’énergie libre en fonction du parameétre d’ordre que nous allons appliquer dans
deux situations différentes.

La premiére situation est le voisinage du point tricritique ot on peut décrire
la compétition entre phases avec l'énergie (2.67). Nous allons regarder dans la
premiére section de ce chapitre la ligne de transition entre 1’état normal et la
phase condensée. Nous obtenons en particulier 'ordre de la transition ainsi que
la forme la plus stable du parameétre d’ordre.

La seconde situation est le voisinage de la ligne de transition entre 1’état
normal et la phase condensée a 2D et & toute température. Nous allons étudier
dans la seconde section de ce chapitre la compétition entre les différentes phases
inhomogenes a’aide du développement (2.60) et dans une approche a la Ginzburg-
Landau. Ce type d’approche est justifié tant que la transition est du second ordre
ce que nous vérifierons a posteriori.

La troisiéme section de ce chapitre est plus phénoménologique. On retrouve
le mécanisme de cascade obtenu dans la seconde section avec des arguments plus
simples. L’étude de la transition & toute température et & 3D entre 1’état normal
et les phases FFLO est laissée au chapitre 4 car cette transition est du premier
ordre et nous n’avons pas de solution analytique.

3.1 Voisinage du point tricritique

Avant de s’intéresser aux plus basses températures ou de considérer des si-
tuations plus complexes, il est instructif d’étudier en détail le voisinage du point
tricritique. On a dérivé dans le chapitre précédent une expression pour l’énergie
libre qui décrit exactement le systéme dans ce domaine limite, ce que nous ne
pouvons pas faire & toute température. Nous allons utiliser cette expression pour
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montrer deux résultats : tout d’abord que la transition est du premier ordre a
3D et du second ordre & 2D, puis que la phase énergétiquement la plus favorable
est une forme unidimensionnelle plane de la forme A(r) = Acos(q-r) a 2D et
proche d’un cosinus & 3D. Une étude analytique précise du voisinage du point
tricritique nous permet de dégager les mécanismes physiques qui interviennent
dans la sélection des phases de plus basse énergie de sorte que 1’on peut ensuite
envisager la généralisation de ces idées & des situations physiques plus complexes.

Cette section s’organise de la fagon suivante : on commence par rappeler la
forme des cas simples du chapitre 2 au voisinage du point tricritique, puis on se
restreint & un sous-espace particulier de paramétres d’ordre pour lequel on exhibe
la structure de plus basse énergie A(r) ~ cosq -r. On montre ensuite qu’au-
dela de ce sous-espace particulier la structure du paramétre d’ordre de plus basse
énergie est peu modifiée par rapport a la forme purement sinusoidale. On conclut
en expliquant pourquoi un développement en A(r) de ’énergie libre n’est pas
envisageable & plus basse température et a 3D.

3.1.1 Cas simples

F

A

GrrLo = /5/6 q

F1aG. 3.1: Coefficient d’ordre le plus bas de I’énergie F; en fonction du vecteur d’onde §.

Avant d’étudier le probléme général de la minimisation de 1’énergie libre (2.67),
on rappelle ce que donnent les cas simples en lien avec ce qu’on a vu dans les
chapitres précédents.

Tout d’abord, si on considére le cas homogéne ou le paramétre d’ordre ne
varie pas spatialement, 1’énergie libre est simplement donnée par F = AgA? —
A* /4 + AS /8. L’annulation du terme d’ordre le plus bas, Ag = 0, correspond a
ag = 0 donc a la ligne spinodale. La transition du premier ordre de Clogston-
Chandrasekhar est quant & elle donnée par Ag = 1/8 et A = 1. Au-dela de cette
valeur critique de Ay , I’énergie est toujours positive et I’état normal est favorisé.

On suppose maintenant que la transition est du second ordre mais que le
parameétre d’ordre peut varier spatialement. On ne garde alors que le terme d’ordre
le plus bas dont I’annulation donne la position de la transition F = F5A2 avec
Fy = Ag—§%/3+G*/5. Fy est représenté figure 3.1. Le fond de la cuvette correspond
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au minimum d’énergie donc a l’état le plus stable. Il est donné par cj%FLO =5/6
indépendamment de Ay. Un changement de Ay implique une translation globale
de la courbe représentée figure 3.1 suivant ’axe des ordonnées. La transition est
atteinte lorsque le minimum d’énergie est égal a zéro, c’est-a-dire pour Ay = 5/36.

Ces trois valeurs particuliéres de Ag sont représentées figure 3.2. On voit no-
tamment que l'instabilité FFLO & 3D est située au-dela de la limite de Clogston-
Chandrasekhar méme si 1’écart est trés faible (64¢ = 1.39 x 1072). A 2D, seule la
ligne d’instabilité¢ FFLO est différente et Fy = Ag — §2/2 + 3G*/8. On en déduit
que Q%FLO =2/3 et Ag = 1/6 a la transition. L’écart est alors plus marqué avec
la limite de Clogston-Chandrasekhar (§A4g = 4.17 x 1072).

1 ) e e—
0.9

0.8 |-

orf | }P/\ T 7

T o6 oint tricritique

T 0.5

04 Ay=0
03
0.2 -
0.1

0 I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4

fi/ Ao

] T T
dlogston—Chandrasekhar
Instabilité spinodale -----

F1a. 3.2: Agrandissement au voisinage du point tricritique (fi.,Te). La ligne d’instabilité
FFLO est calculée a 3D.

3.1.2 Sous-espace LO

Lorsque la transition est du second ordre et que le paramétre d’ordre est
infiniment proche de zéro, il est légitime de fixer la norme du vecteur d’onde
a la valeur donnée par linstabilité FFLO, la direction étant dégénérée (voir la
sous-section 2.4.2 et [3]). On se restreint alors & un sous-espace pour le paramétre
d’ordre de la forme :

A(r) = Z queiqi'r avec |q;| = qo- (3.1)
q

On appelle ce sous-espace le sous-espace LO.

Cependant, a 3D, on s’attend & ce que la transition soit du premier ordre et
que le paramétre d’ordre ne soit pas infinitésimal. Dans ce cas, les non linéarités de
I’équation du gap introduisent des harmoniques dans le spectre en vecteur d’onde
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du paramétre d’ordre & la transition. Le probléme correspondant est difficile &
résoudre directement.

C’est pourquoi nous commencerons par nous restreindre au sous-espace LO
décrit ci-dessus dans la recherche de la structure apparaissant a la transition méme
lorsque celle-ci est du premier ordre. Nous allons montrer que le paramétre d’ordre
le plus stable est alors unidimensionnel et plan, de la forme A(r) = Acos(q -
r). Avec un parameétre d’ordre de la forme (3.1), I’énergie libre est donnée par
l'expression (2.66) avec §;* = g2.

On voit dans l'expression (2.66) de 1’énergie libre que le couplage entre les
vecteurs d’onde provient uniquement du terme d’ordre 4 en A. Afin d’expliciter
ce couplage, on définit S selon :

2863y Aqy Al Agy Ay =D (@1 @3 + G - Gu)Aq, AL, Ag, A,
" v (3.2)
= _/AQ(VA*)2 + c.c.,

B est forcément compris entre —1 et +1. L’onde plane de Fulde-Ferrell donne par
exemple S = 1. Nous verrons qu’on peut minimiser # par un choix plus astucieux
du paramétre d’ordre. Si N = N, est le nombre de vecteurs d’onde intervenant
dans I’expression (3.1) du paramétre d’ordre, on pose :

Ny A? = /dr|A|2, (3.3)

A est une mesure de amplitude du paramétre d’ordre. De la méme facon, on
définit N4 et Ng selon :

/dr|A|4 = N, A% (3.4)
/dr|A|6 = NgAS. (3.5)

Pour I'onde plane de Fulde-Ferrell, No =1, Ny =1 et Ng = 1. On peut utiliser les
relations [ dr|A[* = 35 Aq A%, AgqsAh, et [dr|AlP =3 Aq A%, Ags A%, Ags Al
ol les conservations de moments q; +Qs = Q2+ Q4 €t Q1 + Q3+ a5 = Q2+ Q4 + qs
sont implicites, afin de récrire 1’énergie libre (2.66) sous la forme :

F = N,A? (Ao — 1q%; + 1qg‘;) — N4A* (1 - gqg) + 1N()-Aﬁ (3.6)
3 5 4 2 8
ou l'on a posé a = (8 +2)/3.
Le probléme est maintenant bien posé, il s’agit de minimiser 1’énergie libre
par rapport aux paramétres 8, No, Ny, Ng et qo afin de trouver la forme la plus
stable. I’extremisation de F par rapport & g¢ conduit a la condition

5 5 ~
% = 6 ZO‘(N4/N2)A2’ (3.7)
ce qui donne une limite supérieure pour A? : A2 = (2/3a)Ny/Ny. Au-dela de
cette valeur, on retrouve un paramétre d’ordre homogéne correspondant a gy = 0.
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En substituant go par son expression dans (3.7), on obtient une nouvelle expression
pour ’énergie libre :

. - _ 1 — [N 2 N?
F=N, (Ao—i) A% + N,A* (5—0‘——> + AS (—6—5i—4>. (3.8)

36 12 4

L’instabilité FFLO est donnée par Ay = 5/36. Si l'on est intéressé par une
meilleure solution correspondant & une transition du premier ordre, il faut faire en
sorte que la somme des deux derniers termes de I’expression (3.8) soit négative. Or
pour A = Apyqg, cette somme est égale a Ap . (Ny/240)[5(a— 2)? +2N,Ng /N —
%] et est donc toujours positive puisqu’on a NyNg > N2. Cette derniére inégalité
se démontre & partir de l'inégalité de Schwartz : ([ |fg])? < ([|f1*)(J |g/*). En

posant, f = A% et ¢ = A, on obtient :

() < (o) (s

Une transition du premier ordre n'est ainsi possible que si le terme en A* de
I'expression (3.8) est négatif, c’est-a-dire pour a < 3/5. Cette condition étant
réalisée, l’énergie a la forme donnée par la figure 3.3 et on trouve la valeur suivante
pour Ag a la transition :

(3.9)

5 1 (1-%)?
A= =+ = o3 (3.10)
36 8 BMa  3q2
0.00025 , , , , ,
0.0002 | .
) ,
0.00015 - g5 1 0=% -
0736 " 8 Mala _ 5,2
le-04 N7 2 -
Foose0s D -
0 ez ____-_-; —\-\-‘—\-; --------
Be05 - g N -
C ~
=T - S
00001 - ps gt A
-0.00015 ' ' ' ' T
0 002 004 006  0.08 0.1 0.12

A

F1a. 3.3: Energie libre non minimisée F' en fonction de ’amplitude du paramétre d’ordre
A pour différentes températures. Cette allure est caractéristique d’une transition du
premier ordre (voir encadré 3).
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et pour ’amplitude du parameétre d’ordre :

5
A2 Ny 1_704

m Y Y e
Ny N]2v];/6 _ ga2
4

(3.11)

Il s’agit maintenant de vérifier que 1’on peut obtenir @ < 3/5 puis d’optimiser
la position de la ligne de transition donnée par ’expression (3.10). La minimisation
de B (équivalente a celle de «) est en fait réalisée pour tout paramétre d’ordre
réel. On a de fagon générale § > —1/3 avec égalité si le paramétre d’ordre est
réel. Comme 3/5 est trés proche de la valeur minimale de «a, a savoir 5/9, les
variations du dénominateur de l'expression (3.10) avec « ne sont pas pertinentes
comparées aux variations du numérateur avec ce méme «. On minimise donc «
avant de considérer le dénominateur.

Minimiser «, et par conséquent 3, revient & rendre le terme en A* dans I’ex-
pression (3.6) le plus négatif possible. On utilise l'inégalité suivante :

/ [AQ(VA*)Q - |A|2|VA\2] tee = / [AVA* - c.c.]2 <0 (3.12)

qui devient une égalité pour un paramétre d’ordre réel. En intégrant par parties,
on trouve :

/[AQ(vA*)2+2|A|2|vA\2] +ec = _/|A|2(Av2A*+c.c.) zzqg/\m‘l

(3.13)
ou l’on a utilisé la forme (3.1) du parameétre d’ordre. Partant de (3.13), on obtient :

_2gqg/|A|4:/AZ(vA*)%rc.c. < / (22(vary
—2 [22(vA")y - |A|2|vA|2H +ee =

1 ~ ~ - - 9 .
5/ [A2(VA*)2+2|A|2|VA\2] +cc = §q§/|A\4 (3.14)

d’ou l'inégalité cherchée B > —1/3. L’expression (3.1) implique que A(r) est
réel si et seulement si AZ. = A,qj ce qui donne pour le paramétre d’ordre une
combinaison de cos(q;j-r+¢;) avec des coefficients réels, les phases ¢; étant libres.

Cette forme simplifiée du parameétre d’ordre pour laquelle o est minimisé per-

met de calculer analytiquement Ny, Ny et Ng en fonction des poids des différents
cosinus (voir la publication I).

On peut tirer de la minimisation de NoNg /NZ différentes conclusions :

e Pour un nombre fixé de paires de vecteurs d’onde, il est favorable d’égaler
les contributions des cosinus. Chaque configuration, pour laquelle les poids
des différents cosinus sont égaux, est un minimum local de 1’énergie libre
tant que l’on se restreint au sous-espace LO. On ne peut cependant rien
conclure sur les directions respectives des vecteurs d’onde.

e Pour N vecteurs d’onde de poids respectifs équilibrés - N pair -, on peut
calculer NoNg/NZ? = [15N? — 45N + 40]/9(N — 1)2. Cette expression aug-
mente réguliérement avec IV si bien que le minimum est atteint pour N = 2.
Dans ce cas, NoNg/NZ = 10/9.
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L’état de plus basse énergie est donc simplement la somme de deux ondes planes
contrepropageantes et équilibrées, ce qui donne un paramétre d’ordre unidimen-
sionnel de la forme A(r) = 2A,, cos(goz). La valeur correspondante de Ag a la
transition est Ag = 5/36 + 2.02 x 1072 et ’écart avec linstabilité FFLO est
relativement faible, plus faible encore que 1’écart entre la limite de Clogston-
Chandrasekhar et I'instabilité FFLO. La transition FFLO est donc du premier
ordre mais est trés proche d’une transition du second ordre. Nous confirmerons
ce résultat a plus basse température dans le chapitre 4.

On peut & 2D effectuer la méme étude systématique de 1’énergie libre. Par
exemple, dans I’expression (3.8), le terme en A* est remplacé par Ny(2a — 1)/4.
Comme & 3D, l'ordre de la transition est lié & la possibilité de rendre ce terme
négatif. Or lorsque « prend sa valeur minimale, o = 5/9, le terme en A* est positif
ce qui signifie que la transition est du second ordre, confondue avec l'instabilité
FFLO du chapitre 1. De fagon plus générale, on peut raisonner sur une dimension
d’espace non entiére (voir la publication I) et on trouve que la dimension critique
ol la transition change d’ordre est D = 2.5. La transition du premier ordre & trois
dimensions est donc proche d’étre une transition du second ordre ce qui explique sa
proximité avec l'instabilité FFLO. Cependant I'amplitude du paramétre d’ordre
a la transition A,, ~ 0.27 est loin d’étre négligeable comparée par exemple &
’amplitude de la transition de Clogston-Chandrasekhar pour laquelle A = 1.
Par conséquent, on peut trés certainement distinguer expérimentalement cette
transition, qui est faiblement du premier ordre, d’une transition du second ordre.
Ce résultat sera confirmé & plus basse température dans le chapitre 4 en accord
avec la référence [79].

A deux dimensions, la transition est du second ordre et on peut donc revenir
a 'étude du 2.4.2 et négliger le terme en A® dans le développement (3.6) de
I’énergie. On trouve que ’état favorisé au voisinage de la transition est encore la
forme planaire sinusoidale A(r) = A cos(goz). C’est en particulier état étudié
par Burkhardt et Rainer [37] & toute température.

3.1.3 Au-dela du sous-espace LO

La restriction au sous-espace LO, justifiée lorsqu’on ne garde que le terme
d’ordre 4 dans 1’énergie, ne l'est plus dés lors que la transition est du premier
ordre et que 'on inclut les termes d’ordre 6. L’équation d’Euler-Lagrange (ou
équation du gap (2.14)) correspondant a I’énergie (2.67) contient des non linéarités
provenant des termes d’ordre 4 et 6 en A et il est clair que la forme du paramétre
d’ordre A(r) = 2A,, cos(gox) n’est pas solution de cette équation et ne peut donc
pas étre I’état de plus basse énergie.

Néanmoins, nous allons voir que les non linéarités ont finalement peu d’in-
fluence sur la forme de la solution minimale. Nous allons considérer un paramétre
d’ordre unidimensionnel et réel, nous montrerons alors que 1’état de plus basse
énergie est proche de cos(q-r). Cette démonstration n’est siirement pas suffisante
car les non linéarités des formes bidimensionnelles ou tridimensionnelles peuvent
étre plus importantes. On peut toutefois mentionner 1’étude numérique de Hou-
zet et coll. [77], réalisée au voisinage du point tricritique, dans laquelle c’est une
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forme unidimensionnelle qui donne l'état de plus basse énergie. Cette forme est
par ailleurs précisément celle que nous allons obtenir dans ce qui suit.

Un parameétre d’ordre unidimensionnel et réel donne une énergie libre de la
forme :

1} — /d.’L‘ |:(A0A2 _ %AIQ + %AHQ) _ <3A4 _ %AQAQ) + %AG] . (315)

ot A ne dépend que de z. On peut minimiser cette énergie libre par rapport a
l'amplitude du paramétre d’ordre ! puis chercher & annuler I’énergie de ce mini-
mum pour trouver la transition du premier ordre. On obtient ainsi une expression
donnant la position de la transition en fonction de la forme du parameétre d’ordre :
< <% 1R'2 _ 1A"2
JAT-m@aApp [ (357 - 1A")

A i R ienll S B _ :
° 8 [A2 [ AS [ A2

(3.16)

le paramétre d’ordre étant aussi solution de [AS = f (A4 —10A%2A"%/ 3). Ces

deux expressions se combinent en :

T8 [A A

0 (3.17)

Le deuxiéme terme de cette expression de Ay provient du terme quadratique
dans 1’énergie correspondant & l’ordre le plus bas en A. Pour A(z) o cos(gox)
et en ne conservant que le second terme de (3.17), on trouve Ay = ¢3/3 — q3/5.
C’est une sorte de potentiel inversé qui sélectionne les vecteurs d’onde autour de
d%pro = /6 correspondant & Ag = 5/36. C’est I'équivalent du potentiel présenté
figure 3.1. Si le parameétre d’ordre a une faible amplitude, alors le premier terme
dans I’expression 3.17 a moins d’influence que le second et le potentiel FFLO va
sélectionner les vecteurs d’onde au voisinage du maximum ¢rrro-
C’est effectivement ce que 'on trouve dans 1’étude numérique de 1’équation
d’Euler-Lagrange correspondant & la minimisation de 1’énergie libre :
]‘ Ann ]‘ 5 A2\ AN
5A + ( 3 6A )A

5
6

AA@+;@_%Ath%A:a (3.18)
A x cos(qox) est solution de la partie linéaire de cette équation pour laquelle
on retrouve la condition Ag = ¢3/3 — g3/5. Il est cependant clair que la forme
sinusoidale n’est pas solution de 1’équation compléte. L’exploration des solutions
numériques de ’équation 3.18 donne un certain nombre d’indications sur le spectre
du parameétre d’ordre. Dans Uexploration (voir la publication I) des solutions
de l’équation (3.18), on trouve que seules une ou deux fréquences de base qq et
q1 apparaissent autour de rpro. Les autres fréquences sont des harmoniques

impaires formées a partir des deux fréquences de base comme, par exemple, 2¢gg £

'on écrit par exemple A(z) = ad(z) avec la normalisation [dzé” = 1, F étant maintenant
une fonction de a et de d(x).
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q1, 390, 491 £ qo,etc. Leurs poids sont assez faibles comparés aux fréquences de
base gy et g1 et ce d’autant plus qu’elles sont d’ordres élevés. La présence de
deux fréquences de base peut étre étudiée analytiquement dans ces cas simples.
On montre alors que la présence d’une seule fréquence gy est toujours préférable
énergétiquement & deux fréquences méme lorsque la différence entre les fréquences
tend vers zéro. Ceci explique notamment pourquoi on n’obtient pas un continuum
de fréquences autour de GrpLo-

La fréquence gy va donc étre prédominante et elle est couplée aux harmoniques
impaires 3qo, 5qo, etc. Afin de caractériser le fondamental dont on connait main-
tenant la forme, on choisit une fonction test de la forme A(x) = 2a[cos(goz) +
a3 cos(3qoz + ¢1) + a5 cos(5goz + ¢2)] et on minimise numériquement Ay donné
par (3.16). On trouve a = 0.315, a3 = —1.33 x 1072, a5 = 1.62 x 1074, gg = 0.793,
12 =0 et Ay = 0.141604 = 5/36 + 2.72 x 1073 en accord avec Houzet et coll.
[77]. Cette minimisation confirme que ’état d’énergie minimale est trés proche de
la solution trouvée dans le sous-espace LO, c’est-a-dire trés proche d’un cosinus.

Faiblesse des non linéarités

Les conclusions précédentes montrent que le potentiel FFLO (voir figure 3.1)
domine les non linéarités dont le seul effet est de modifier légérement la forme de
la structure de plus basse énergie. Cet effet peut se comprendre méme lorsqu’on
se restreint au sous-espace LO. Si l'on considére la formule (3.7) qui donne le
décalage du vecteur d’onde optimal par rapport a la solution FFLO (j% rLo = 9/6,
on constate que ce décalage augmente avec A. Autrement dit, les non linéarités
ont d’autant plus d’effet que 'amplitude du paramétre d’ordre est grande. Pour
la forme en cosinus, A,, = 0.27 a la transition. On ne peut pas conclure que
c’est petit mais cela donne un faible décalage pour la fréquence optimale; gg =
0.829 au lieu de grrro = 0.913. Par conséquent, on peut raisonnablement penser
que le potentiel FFLO est toujours fortement sélectif malgré la présence des non
linéarités. Les harmoniques ont alors des poids trés faibles puisqu’elles soient loin
du minimum du potentiel FFLO. On constate d’ailleurs que la valeur trouvée
pour go pour le vrai fondamental, gg = 0.793, est proche de 0.829 et de 0.913. De
méme, a = 0.315 est proche de A,, = 0.27.

Le comportement devient trés différent dés lors que ’on pénétre plus a 'inté-
rieur de la phase condensée. Ay diminue ce qui a pour effet d’augmenter ’ampli-
tude du parameétre d’ordre & 1’équilibre, donc d’augmenter 1’effet des non linéari-
tés. En particulier, si I’on reprend la condition (3.7), on voit que le vecteur d’onde
décroit (ou de facon équivalente la période du parameétre d’ordre augmente) si
bien que les harmoniques ont des poids de plus en plus importants. Peu & peu,
la solution s’écarte du simple cosinus et on ne peut pas traiter le passage vers la
phase homogéne en se restreignant au sous-espace LO. Ce régime a été étudié a
2D [37] et 3D [77]. De fagon assez inattendue, on trouve une transition du second
ordre entre les phases FFLO et la phase homogéne BCS. Le paramétre d’ordre se
transforme en un réseau de solitons lorsqu’on pénétre dans la phase condensée.
Entre chaque soliton, le paramétre d’ordre est presque homogéne et il change de
signe au passage d’un soliton. On a ainsi une structure de phases homogénes sé-
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parées par des solitons. Lorsqu’on tend vers la transition entre les phases FFLO
inhomogénes et la phase BCS homogéne, la période du réseau de solitons tend vers
Iinfini, c’est-a-dire que les parties homogénes du paramétre d’ordre deviennent
de taille macroscopique.

3.1.4 Conclusions et perspectives a plus basses températures

Notre étude systématique du voisinage du point tricritique débouche sur de
nombreuses conclusions qu’on peut espérer généraliser aux plus basses tempéra-
tures.

Tout d’abord, on trouve le fait que la transition FFLO, qui est du 2° ordre &
2D, est du 1°" ordre & 3D. Restreint au sous-espace LO ot le paramétre d’ordre est
une simple somme d’ondes planes, on obtient un grand nombre de minima locaux
pour lesquels le paramétre d’ordre est réel et les poids des différentes ondes planes
sont égaux. Ces minima donnent tous une transition du 1*" ordre & 3D. Parmi ces
nombreux minima, ceux qui ont le plus petit nombre d’ondes planes sont préférés,
le minimum minimorum étant atteint pour A ~ cos(qz), & 2D et a 3D.

Les conclusions sur les formes les plus stables du paramétre d’ordre sont peu
modifiées si I’on sort du sous-espace LO & 3D. Les non linéarités changent peu
les minima et les harmoniques qu’elles engendrent sont de faible amplitude. La
transition est en fait faiblement du premier ordre. Sa position est trés proche de
la ligne d’instabilité FFLO obtenue dans le chapitre 1 et qui correspond a ’annu-
lation du terme du second l'ordre dans le développement de 1’énergie. Toutefois,
I'amplitude du paramétre d’ordre reste appréciable sur la ligne de transition.

La situation & 1’équilibre des différentes phases FFLO est assez remarquable.
En plus de I'état de plus basse énergie que nous avons déterminé, le systéme
posséde un grand nombre d’états excités dont ’énergie est trés proche du fonda-
mental. L’étude des modes collectifs réserve vraisemblablement des surprises et
devraient donner des comportements différents de ceux qu’on peut avoir pour la
phase BCS homogeéne.

3D : perspectives a4 basse température

Que se passe-t-il lorsqu’on s’éloigne du point tricritique et comment traiter
analytiquement le probléme ?

Il est trés vraisemblable que la transition reste longtemps du premier ordre
[38] et que 'amplitude du paramétre d’ordre n’y soit pas négligeable. Cependant,
on s’attend a ce que la forme du paramétre d’ordre reste proche d’une simple
somme d’ondes planes comme c’est le cas au voisinage du point tricritique. La
raison en est que la physique de ’apparition des phases FFLO, méme pour une
transition du 1" ordre, est dominée par l'instabilité FFLO qui est donnée par le
second ordre du développement de I’énergie libre.

On peut tout de méme essayer de faire un développement de 1’énergie libre
en fonction du paramétre d’ordre. Celui-ci n’est pas petit mais pas non plus trés
grand et on peut espérer qu’a un certain ordre dans le développement, la transi-
tion soit correctement décrite. Cette approche a été entreprise par Houzet et col.
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[77] mais sans succeés car les différents coefficients du développement changent
fréquemment de signe en fonction de la température ce qui invalide automati-
quement le développement. Ce comportement est en fait déja visible et de facon
assez générale dans deux cas simples que sont la phase homogeéne BCS (voir la
sous-section 2.2.1) et 'onde plane de FF (voir la sous-section 2.2.2).

Pour la phase homogéne, le développement de 1’énergie & température non
nulle est donné par :

—+o00
B _ 2 1\p (2p)! 2p+2
Q =ao(i@,T)A +p§;:( 1) Fopllp 1 1)1 1)!a2pA , (3.19)
avec
+oo 1
agy = —2i?7TRe ) (3.20)

2 oy i)
Pour fi/T — 0, chacun des ag, est négatif, mais lorsqu’on descend en température,
on trouve que agy(fi/T) a p zéro dans I'intervalle [0, +oo[. Cette singularité se
retrouve d’ailleurs dans ’expression de 1’énergie libre (2.34) & température nulle
pour A = . Les multiples changements de signe qui empéchent une étude de la
transition par développement de ’énergie libre sont donc liés & cette singularité
4 température nulle.

Pour 1’état de Fulde-Ferrell & température nulle, la singularité dans I’énergie
libre (2.38) est pour A = (g = 1). La plus petite des singularités A = (g — 1)
fixe le rayon de convergence d’un développement en A. En particulier, aucun
développement ne sera possible 42D et a T =0. A3D et aT =0, g ~ 1.2 reste
proche de ¢ = 1 ce qui signifie qu'un développement n’est possible que pour de
trés petites valeurs de A.

Ces deux arguments montrent I’inadéquation d’un développement de ’énergie
pour étudier la transition FFLO & 3D. Nous avons testé une idée consistant &
resommer des termes dans le développement de 1’énergie de fagon & obtenir des
contributions qui ne s’annulent pas (on peut notamment le faire pour les termes
correspondant & ’onde plane de Fulde-Ferrell). Cette méthode améliore quelque
peu le développement mais, en plus d’étre fastidieuse, ne donne pas vraiment de
résultats & trés basse température.

Nous allons voir dans le chapitre 4 une reformulation quasiclassique exacte des
équations de Gorkov. Le fait que la forme du paramétre d’ordre soit proche d’une
somme d’ondes planes va nous permettre de résoudre complétement le probléme
de la transition FFLO grace a un développement de Fourier de ces équations
quasiclassiques.

3.2 Cascade & deux dimensions

L’étude de la transition au voisinage du point tricritique a montré que celle-ci
est du second ordre & deux dimensions. Ce résultat a été étendu & toute tempé-
rature par Burkhardt et Rainer [37] pour un parameétre d’ordre unidimensionnel.
Il est ainsi vraisemblable de supposer que, méme pour une forme du paramétre
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d’ordre plus complexe, la transition est toujours du second ordre a 2D ce que
nous vérifierons a posteriori dans cette section. Pour une transition du second
ordre, le parameétre d’ordre tend vers zéro a la transition et la structure de 1’état
de plus basse énergie, juste & proximité de la ligne de transition, s’obtient par
I’'étude des premiers ordres du développement de 1’énergie libre en fonction du
paramétre d’ordre. C’est I’approche de Larkin et Ovchinnikov [3] que nous avons
déja présentée dans la sous-section 2.4.2.

La forme A(r) ~ cos(gz), favorisée prés du point tricritique, entre en com-
pétition pour de plus basses températures avec d’autres superpositions d’ondes
planes dont les vecteurs d’onde ont le méme module. Ce module est fixé par la
minimisation du terme d’ordre 2 en A dans le développement de 1’énergie libre et
la position de la ligne de transition est donnée par I’annulation de ce terme d’ordre
2. L’ordre 4 du développement de ’énergie libre en A va nous permettre de distin-
guer énergétiquement les différentes structures en compétition et de déterminer
la plus favorable.

Le cas 2D est particuliérement intéressant car la situation a 1" = 0 est singu-
liére. Considérons par exemple le cas de I’'onde plane de Fulde-Ferrell dont 1’énergie
est donnée par 1’équation (2.37). Le développement de cette énergie en fonction de
A a pour rayon de convergence A = (g — 1) que ce soit & 2D ou a 3D. Or, a 2D,
on a précisément ¢ = 1 & température nulle (voir figure 1.5) ce qui donne un rayon
de convergence nul. Le développement de I’énergie libre d’une onde plane n’est
donc pas analytique a température nulle pour ¢ = 1. Si l'on calcule les différents
termes du développement de ’expression (2.37), on trouve qu’ils divergent tous
pour la valeur particuliére § = 1. L’expression générale de ’énergie libre incluant
les termes apparaissant dans le calcul de 'onde plane, cette non analyticité est
toujours présente, méme pour une forme plus complexe du paramétre d’ordre.

Nous allons voir que cette singularité & température nulle est & ’origine d’une
cascade de transitions entre des structures de plus en plus complexes du paramétre
d’ordre quand T' — 0 avec T' # 0.

De fagon a étudier la compétition entre structures du parameétre d’ordre, nous
allons calculer les termes d’ordres 2 et 4 en A dans le développement de 1’énergie
libre. D’une part, nous calculerons ces termes numériquement, et d’autre part nous
montrerons que leur développement asymptotique & basse température est quan-
titativement correct jusqu’a des températures relativement élevées. Nous montre-
rons ensuite, d’abord & partir d’arguments simples, puis selon une démonstration
plus rigoureuse, ’apparition d’une cascade de structures lorsque la température
tend vers zéro. Finalement, nous montrerons, en utilisant nos développements &
trés basse température, que la transition entre 1’état normal et les phases FFLO
reste toujours du second ordre et que les paramétres d’ordre les plus stables sont
des sommes de cosinus.
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3.2.1 Terme d’ordre 2

La transition étant du second ordre, on retrouve le sous-espace LO, c’est-a-dire
un parameétre d’ordre de la forme :

Alr) =) Ag el (3.21)
aj
avec |q;| = ¢ pour les N vecteurs d’onde. L’énergie est donnée par l’expression

(2.60) ou l'on néglige les termes d’ordre supérieur a 4 en A(r). Concentrons nous
d’abord sur le terme d’ordre 2. Son annulation redonne I’équation d’instabilité
FFLO (1.20) qu’on peut écrire Q(q, &, T) = ag(i2,T) + I(q, 4, T) = 0 avec

VG +wn?  Wn

ol Wy, = wp — i et ag(f,T) est donnée par I’équation (2.31). On peut récrire
I(q, 5, T) sous la forme d’une intégrale dans le plan complexe dont on peut défor-
mer le contour afin d’obtenir (la partie du contour & Iinfini donne une contribution
nulle) :

H@iT) = 20T Re Y (; - g) , 62)

n=0

1 1
V+p? -pPg wth

. (3.23)

1 o0
1gi,T) = =3 Re/ dw tanh (%)
—0oQ

I'intégration étant effectuée légérement au-dessus de ’axe réel. Cette expression
est plus commode pour de petites températures. A température nulle, 'intégration
donne

I(g,4,T) =Reln(l + v/1—¢?) —In2 (3.24)

dont le minimum est atteint pour ¢ = 1. Notons que ¢ = 1 est un point singulier
pour I, la dérivée de I par rapport & ¢ étant discontinue en ce point. Cette singu-
larité est une trace de la non analyticité que nous avons décrite précédemment.

Pour T # 0, le comportement de I n’est pas singulier et on peut dériver son
expression par rapport & g pour trouver son minimum. On obtient ainsi, aprés
intégration par parties, la condition suivante :

*° 1 1+2¢
Re / dy —— + 2ty — 9, (3.25)
—0o cosh®y /(1 + 2ty)? — §>

ot nous avons effectué le changement de variable y = w/T et défini la température
réduite t = T/fi. Le facteur cosh 2y dans l'intégrale, qui décroit exponentielle-
ment, implique que seules les valeurs de y autour de 0 donnent une contribution
significative. Par ailleurs, seuls les domaines y > (g —1)/2t et y < —(q+ 1)/2t
donnent une contribution & la partie réelle de 'intégrale. Comme g ~ 1 pour
de faibles températures, on en déduit que le domaine y < —(g + 1)/2¢t donne
en fait une contribution exponentiellement petite pour de faibles températures,
contribution que ’on peut négliger.
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La contribution restante peut se développer en fonction de la température
réduite ¢, on obtient & 1’ordre le plus bas :
t ™
g—1=—-In— 3.26
q 5 g (3.26)
ce qui redonne § — 1 quand ¢t — 0 mais avec a = (g —1)/2¢t > 1.
On peut en fait obtenir un développement plus complet de g & partir de l’ex-
pression (3.25). On néglige encore le domaine d’intégration dont la contribution est
exponentiellement petite et on obtient aprés le changement de variable y = u?+a :

+oo 1 + 2tu? -
du = 2V%, 3.27
/0 cosh?(u2 + a)Vv/1 + tu? (8.27)

ou ¢t = t/q est la bonne variable réduite & considérer (essentiellement § ~ 1 pour
de petites températures). Cette nouvelle expression peut se développer en fonction
de '/2 et on obtient finalement le développement suivant :

a:iln (%) —\/§+E<f’—6+§—%> + OB, (3.28)

Cette expression comparée au résultat numérique direct donne un excellent accord

jusqu’a des températures assez élevées (voir figure 3.4)

1.6 I I I I -

0 0.05 0.1 0.15 0.2

F1G. 3.4: Courbe donnant a = (§ — 1)/2t en fonction de la température réduite ¢ =
T/(@R). La courbe en pointillés représente le calcul exact obtenu & partir de la sommation
sur les fréquences de Matsubara de ’équation (3.23). La courbe pleine correspond au
développement asymptotique & basse température (3.28).

3.2.2 Terme d’ordre 4

Le terme d’ordre 2 donne la valeur du vecteur d’onde optimal ainsi que la
position de la transition. Le terme d’ordre 4 est nécessaire pour différencier les
différentes combinaisons d’ondes planes. Il est donné par l'expression (2.62) ou les
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fonctions J(a) et J(«) sont explicitées dans les équations (2.63) et (2.64). Cette
forme simplifiée provient de la conservation des moments associée au fait que les
différents vecteurs d’onde ont le méme module (voir 2.4.2). Sa minimisation est
nécessaire pour déterminer 1’état de plus basse énergie.

La forme du terme d’ordre 4, qui ne dépend que des angles entre vecteurs
d’onde, implique une analogie formelle entre notre recherche du minimum et la
recherche du fondamental d’'un systéme de vecteurs d’onde sur un cercle dont
les interactions entre vecteurs d’onde sont uniquement des interactions de paires
données par les fonctions J(a) et J(a). Cette analogie formelle va guider notre
raisonnement si bien que nous parlerons abusivement d’interactions entre vecteurs
d’onde.

L’intégration sur & puis l'intégration angulaire des expressions (2.63) et (2.64)
sont faisables analytiquement. On obtient une somme sur les fréquences de Mat-
subara qu’on peut calculer numériquement. Il est toutefois possible de continuer
le calcul analytique des fonctions J(a) et J(a) dans le régime des basses tempé-
ratures sous la forme d’un développement en ¢ comme celui effectué pour a. C'est
ce développement que nous allons présenter maintenant.

Calcul de J(a)

Le calcul complet est présenté en annexe B. Sans aucune approximation, on
obtient 1’expression suivante :

1 Y
(@Y —1)/2t) (Y2 — le) Y2 _1

o
16t7%GJ (a) = —Re / dy : (3.29)
—oo cosh

avec Y7 = cos(a/2). On se place dans le régime des basses températures, i.e.
t < 1. Le facteur cosh ?((gY — 1)/2t) est tel que seul le voisinage de Y = 1
contribue significativement & 'intégrale. Par conséquent, on ne conserve dans le
calcul que le pole Y =Y et le domaine Y > 1 qui contribuent a la partie réelle
de l’intégrale. On note d’ailleurs que le pdle Y = Y7 n’est pertinent que lorsque
Y1 — 1, c’est-a-dire pour a — 0.

En écrivant

Y 1/ 1 1
== 3.30
Y2 Y2 2(Y—Y1+Y—|—Y1>’ (3:30)

on peut séparer J(a) en J(a) = J,(a) + Jo(27 — a) ce qui nous rameéne au calcul
plus simple de J,(@) qui donne

_ _ o0 du 1
32022, (a :—t—1/2/ -
T Jo(e) o cosh?(u? +a) (u? + £2/2)V1 + tu?

™

+sin(a/2) cosh?(a — 82/2)’

(3.31)

oil l'on a effectué le changement de variable (qY — 1)/2t = a + u? et posé 42 =
(1—cos(a/2))/t. Le dernier terme de cette expression provient du pole en Y =Y;
et ne contribue que pour a proche de 0. Le premier terme peut aisément se
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développer en fonction de ¢. On obtient :

_ - ° du 1
3202 T, () = —t—1/2/
B°q°Jo() o COSh2 u2 + a) 24 52/2

7r v? exp(— )
+sin(a/2) cosh?(a — ,32/2 / dv TR (3.32)

ol ’on a remplacé a dans le dernier terme par son expression & ’ordre le plus bas
ag = In(w/2t)/4. a est calculé ici a 'aide du développement (3.28). Dans cette
expression de J,(«), les deux premiers termes donnent la forme asymptotique, le
dernier terme étant seulement une correction en température.

Précisons les cas limites de cette expression & 1’ordre le plus bas en ¢.

o Lorsque o — 0, le premier terme donne une divergence qui compense la
divergence du second terme. Une fois cette compensation effectuée, on peut
remplacer a par ag et cosh 2 Z par 4exp(—2Z) afin d’obtenir I’ordre domi-
nant en sommant J,(a) et J,(2m — «). On obtient :

11

J(0) = 2T (3.33)
J(0) diverge lorsque ¢ — 0. Ce comportement est attendu puisque J(0) est
le seul terme intervenant dans le calcul de 1’énergie libre pour une onde
plane. Cette divergence est donc liée & la non analyticité de I’énergie libre
alT=0.

e Pour « fixé et t — 0, le second terme de I'expression (3.32) est négligeable.
Dans la limite £ — 0, 8 — 400 : ce sont donc les grandes valeurs de u
qui contribuent dans la premiére intégrale de l'expression (3.32). On peut
donc remplacer a par ag et cosh™ Z par 4exp(—2Z). Ceci conduit aprés

sommation de J,(a) et J,(2m — @) &

1 1

M= )

(3.34)

La figure 3.5 compare le calcul exact de J(a) avec le développement (3.32) pour
différentes températures. On constate que I'accord est trés bon jusqu’a des tem-
pératures appréciablement élevées. Le comportement de J(«), comme on le voit
sur la figure 3.5 et sur les expressions limites (3.33) et (3.34), est assez remar-
quable. Pour la plupart des angles, J est négatif et tend méme vers des valeurs
fortement négatives pour de petits angles . Cependant, pour o = 0, J est au
contraire positif et trés grand comme le prédit 'expression asymptotique (3.33).
Si 'on augmente ’angle « 1égérement depuis a = 0, J commence par augmenter
fortement avant de chuter brutalement vers des valeurs trés négatives, c’est-a-dire
vers le comportement asymptotique (3.34). Le maximum de J est atteint pour
a ~ f32/2 et prend des valeurs encore plus divergentes que J(0), de I'ordre de
J(@) = 7/(323%)t=3/2(In(n /2t)) ~1/2.

J est donc séparée entre une partie a petits angles trés fortement répulsive et
une partie légérement attractive aux angles plus grands. Les trés petits angles ne
vont donc pas étre favorables car ils donnent une contribution large et positive &
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F1a. 3.5: J(a) est présenté pour différentes valeurs de la température réduite t = T'/qji
(0.01, 0.05 et 0.1). Les lignes pleines sont calculées & partir de nos développements a
basse température (3.28) et (3.32), les points sont le résultat d’un calcul exact. La courbe
asymptotique —1/4sin?(a/2) est quant & elle représentée en pointillée.

I’énergie. Ceci va imposer notamment un angle minimum entre vecteurs d’ondes.
Il est intéressant de remarquer que la forme de J est trés semblable & celle qu’on
obtient & 3D, voir figure 2.3. La différence principale tient & ce que la limite
entre les parties attractive et répulsive est fixe & 3D (et donnée par a = 67°)
alors qu'a 2D, cette limite, environ donnée par a ~ fB?/2, tend vers 0 avec la
température. Nous verrons dans la section 3.3 comment expliquer cette différence
de comportement.

Calcul de J(a)

Les calculs relatifs a J(a) sont trés semblables a ceux de J(a) (voir annexe
B). On écrit J(«) sous la forme J(a) = J,(a) + Jo(m — «) avec, sans aucune
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approximation :
8727, (a) = —R /oodYt h((gY — 1)/2t)—— !
a) = —Re an -

o % 7 VY2 - 1Y2 — cos?(a/2)
Les contributions & la partie réelle de cette intégrale proviennent des domaines
Y > 1etY < —1 ainsi que des poles Y = £cos(a/2) = £Y;. On remplace
tanh((gY — 1)/2t) par —1 pour ¥ < 1 et pour le pole Y = -V, les termes
négligés étant exponentiellement petits. Les différentes contributions peuvent se
récrire sous la forme :

8ﬂ2q2J0(O‘) = S o tanh((qYl—l)/%)-l-/l dY(

. (3.35)

1 — tanh((gY — 1)/2t) 20—
Y2 —cos?(a/2))VY2 -1 sina ’
(3.36)
Notons que l'intégrale sans le terme en tangente hyperbolique peut se calculer ana-
lytiquement et donne (7 — a)/ sin(«). Dans cette derniére expression, on constate
que seules les valeurs de Y proches de 1 contribuent & l'intégrale car le terme
en 1 — tanh((gY — 1)/2t) décroit exponentiellement quand on s’éloigne de cette
valeur. Comme (qY — 1)/2t > (§ — 1)/2t = a — +00, on va pouvoir dévelop-
per la tangente hyperbolique en exponentielles et calculer ainsi les corrections en
températures de facon analytique.
On ajoute les contributions de J,(a) et Jo(m — a) (en particulier, le dernier
terme de (3.36) disparait) et on développe l'intégrale apparaissant dans J, (7 — a)
en fonction de £, I'ordre le plus bas étant 2¢/ cos?(a/2). Ceci conduit &

o0
8u%¢%J(«a 251/2/ du
g () 0 (1 + cos

T

1 — tanh(u? + a)

(a/2) + 2tu?) (u? + B%/2)V1 + tu?
_ 2t

1 —tanh(a — 5%/2)) + —5—=. (3.37
(1~ tanh(a — 5°/2)) + gz (337
Cette expression a été calculée pour 0 < a < 7/2, le reste de la courbe étant
déterminée par la symétrie J(m—a) = J(«). Notons qu’on peut encore développer
l'intégrale de ’expression (3.37) en fonction de ¢ en remplagant dans les termes
correctifs a par ag = In(mw/2t) /4.
On peut encore ici donner les cas limites.

e Pour a — 0, les divergences des premiers et second termes de ’expression
(3.37) se compensent, le troisiéme et dernier terme étant simplement une
correction en température. Une fois cette divergence soustraite de 'intégrale,
on peut remplacer 1 — tanh Z par 2exp(—2Z) et a par ag afin de calculer
I'intégrale. Le résultat a ’ordre le plus bas en température est :

sin o

(3.38)

L’identité J(0) = J(x) permet de retrouver cette expression a partir de
l’expression asymptotique (3.34).

e Pour «a fixé et ¢ — 0, le deuxiéme terme de (3.37) est exponentiellement
petit. L’intégrale peut se calculer a I'ordre le plus bas en ¢ ce qui donne :

~ T 1

J(a) = (3.39)

S 4p?sina’
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FIG. 3.6: J(a) est représentée pour différentes valeurs de la température réduite £ = T/qn
(0.01, 0.05 et 0.1). Les lignes pleines sont obtenues & partir de nos expressions basses
températures (3.28) et (3.37) tandis que les points sont déterminés & partir d’un calcul
numérique exact. La ligne en pointillée représente la limite asymptotique : —m /4 sin(c).

La figure 3.6 compare notre développement basse température (3.37) avec le calcul
exact de J(a), ceci pour différentes températures. On constate que I’accord est
trés bon entre les deux calculs, des différences appréciables apparaissant au dessus
de  ~ 0.05. La forme de J(a) est moins singuliére que celle de J(a) & trés basse
température. On voit sur la figure 3.6 que J est toujours négatif ce qui favorise les
structures ou les vecteurs d’onde vont par paires de vecteurs opposés 2. A I'instar
de J, on peut séparer le comportement de J en deux domaines. Pour de grands
angles, J tend asymptotiquement vers la forme (3.39) qui peut elle-méme tendre
vers des valeurs trés négatives pour a petit. Cependant le comportement de J
est différent aux petits angles, en dessous d’un angle critique noté &, donnant le
minimum de J(a), la pente change brutalement de signe et J remonte et tend
vers une valeur finie (3.38) pour @ = 0.

3.2.3 Arguments simples expliquant la cascade

Utilisant les caractéristiques des termes d’interaction J(a) et J(a), nous allons
maintenant expliquer briévement les raisons pour lesquelles on a une cascade de
transitions lorsque la température tend vers zéro.

Tout d’abord, sachant que les valeurs prises par J sont globalement plus petites
que celles prises par J, comme on peut le voir en comparant les expressions limites
(3.33), (3.34), (3.38) et (3.39), on va négliger J en premiére approximation. On
revient ensuite sur la forme de J(a) et on désigne par g ’angle qui annule la
fonction J, séparant la partie fortement répulsive de la partie attractive. D’un

2¢’est une condition nécessaire pour que J(a) intervienne dans le calcul de I'énergie libre,
voir ’équation (2.62).
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point de vue énergétique, tout angle choisi dans le domaine 0 < o < oy est trés
défavorable car il donne une contribution fortement positive & I’énergie libre. On a
ainsi une région angulaire interdite et les vecteurs d’onde pris deux & deux doivent
étre espacés d’'un angle a au moins égal & . D’un autre coté, la situation la plus
favorable est celle ou « est proche de ’angle qui minimise J(«), qu’'on note «,
et a, est lui-méme proche de ay.

Par ailleurs, on voit dans I’équation (2.62) que J(0), qui diverge & basse tem-
pérature, selon 'expression asymptotique (3.33), apparait N fois dans le terme
d’ordre 4 en A de I’énergie libre. Cet effet trés défavorable peut étre atténué si
I'on prend un grand nombre de vecteurs d’onde N, puisque le nombre total de
termes dans I’expression (2.62) croit comme N?2. Les contraintes pour minimiser
I’énergie sont donc d’avoir le nombre maximum possible de vecteurs d’onde avec
un angle minimal «q les séparant deux & deux. Pour la structure ayant la plus
basse énergie, on s’attend donc & ce que les vecteurs d’onde forment une struc-
ture symétrique ou ils sont réguliérement espacés, I’angle commun de séparation
27 /N étant compris entre «q et .. La cascade apparait naturellement quand on
diminue la température car ag et o, diminuent aussi et la structure optimale voit
son nombre d’ondes planes N augmenter. On obtient une cascade de transitions
entre différentes structures du paramétre d’ordre pour laquelle la limite T' = 0 est
singuliére. Dans la suite, nous allons étudier cette cascade de fagon plus précise.

3.2.4 Minimisation de ’énergie
Energie libre simplifiée

On commence pour simplifier par négliger J dans I'expression de I’énergie
libre. On obtient :

2= 300, DA + 5 302~ b)) day B, P (0 q,)  (3.40)
q 0,

Il est intéressant de noter que la minimisation directe de cette expression sans
hypothése est a priori un probléme difficile. Néanmoins aprés les considérations
générales du paragraphe précédent, il semble naturel dans notre cas de supposer
que les vecteurs d’onde sont également répartis sur le cercle, la séparation entre
plus proches voisins étant de 27r/N. On note oy, = 2n7/N la position angulaire
du ni®™me vecteur d’onde. Il est maintenant possible de montrer simplement que les
poids wy, = |Aq,|* des différents vecteurs d’onde sont égaux. Le terme d’ordre 4
de I’énergie est une forme quadratique dans les w, que I’on peut diagonaliser, les
modes propres étant de simples ondes planes. La minimisation de 1’énergie revient
alors & se restreindre au mode fondamental pour lequel les poids w, sont égaux.
Ce raisonnement est détaillé dans ’encadré 4.

Inversement, si on suppose que les poids w, sont égaux et que les angles
entre vecteurs d’onde sont libres, la minimisation de I’énergie est analogue a la
recherche du fondamental d’un ensemble d’atomes sur un cercle ol I'interaction
entre atomes est répulsive & courte portée et attractive & longue portée. Dans
ce cas, on s’attend & ce que I’équilibre du systéme corresponde & une structure
symétrique ol les atomes sont réguliérement espacés.
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Encadré 4 : Structures symétriques

On suppose que le paramétre d’ordre est une somme d’ondes planes dont les
vecteurs d’onde sont réguliérement répartis sur un cercle et qu’on désigne par
leur position angulaire a,, = 2n7w/N, n variant de 0 & N —1. Les poids des ondes
planes qui constituent le paramétre d’ordre sont notés w, = |Ag,|?. Avec ces
notations, 1’énergie libre (3.40) est égale a :

Qq = Q(q, 5, T) VN eo - X +XMX, (B4-1)

ol eg est le vecteur normalisé (1,1,...,1)/vVN, X = (w,wi,...,wn_1)
et M est la matrice circulaire dont la premiére ligne est
(J(0)/2, (1), J(a2), ..., J(@n—1)). On montre par ailleurs, & partir des
relations J(2r — a) = J(a) et an—p = 27 — ap, que M est une matrice
symétrique. Les N vecteurs propres normalisés de M sont donnés par :

ex = \/2 — 0k,0 = Og,n/2 (1, cos P, €08 26, - . . ,cos(N — 1)) /VN (B4-2)

ou ¢ = 2kw/N et k = 0..N — 1, les valeurs propres correspondantes étant
données par :

N-1
A =J(0)/2 + Z J () cos ngy. (B4-3)
n=1

Les différents J(ay,) sont négatifs pour n # 0 car les angles sont supérieurs a
I’angle aq. Par conséquent, Ay, qui correspond au vecteur propre eg, est la plus
petite des valeurs propres. On décompose X suivant la base orthogonale des
{ej} : X = 2711\7;01 Trex et I’énergie se récrit :

N—-1
Qo = Da(q, 5, T) VNzo + Y 2f M (B4-4)
n=0

Sa minimisation, lorsque Qa(q, i, T) < 0, c’est-a-dire lorsqu’on est & l'intérieur
de la phase condensée, donne :

r = 0 pour k #0, (B4-5)
To = _Qg(q,ﬂ,T) \/N’ (B4—6)
2o

avec Ag > 0 (c’est la condition pour avoir une transition du second ordre). La
configuration d’énergie minimale est donc une somme d’ondes planes dont les
poids sont égaux en module, les phases étant libres. L’énergie minimisée est
alors :

NQZ (q, Hy T)2

0= T570) 1 40,40 J(am)”

(B4-7)
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En conclusion, la structure qui minimise 1’énergie & N fixé est totalement
symétrique, avec des poids w,, égaux et des vecteurs d’onde réguliérement espacés.
On peut alors minimiser ’énergie libre (3.40) par rapport aux poids w, et on
obtient :

_ QQ(q, /7’, T)2
Q, = N (3.41)

avec N1
NG3(N) =2J(0) +4 ) J(om). (3.42)

n=1

Néanmoins, 1’égalité des poids n’implique pas 1’égalité des phases des ondes planes,
celles-ci étant libres.

Ajout des termes en J(a)

On peut maintenant affiner 'étude du minimum en ajoutant les termes en J ()
dans I’énergie. Ces termes n’apparaissent cependant que si les vecteurs d’onde sont
présents par couples de vecteurs opposés (q,—q), J(a) étant une interaction entre
deux couples de vecteurs opposés. Dans le cadre de notre hypothése ot les vecteurs
d’onde sont réguliérement espacés, on a des vecteurs opposés pour N pair, auquel
cas on a N/2 paires, mais pas pour N impair. Dans ce dernier cas, I’énergie libre
est simplement €, donnée par (3.40). Cet effet tend a favoriser les structures de
N pair puisque J (a) est une fonction négative. On reprend notre hypothese de
vecteurs d’onde réguliérement espacés, I’énergie est maintenant donnée par :

N/2—1 N/2—1
Q=Q+2 Y > (1=bnm)AnA nARA" L T(on m), (3.43)
n=0 m=0

ol A, est une notation simplifiée pour Ag,. Si 'on veut minimiser I’énergie, les
termes A, A_, Ay A*  doivent toujours étre réels et positifs puisque J (@) est
toujours négatif. Cette condition implique une restriction sur le choix des phases.
Si on définit A, = |A,|e*", alors ¢, + ¢_, = By pour tout n, By est une phase
quelconque qu’on peut choisir égale & zéro par un changement global de la phase
du paramétre d’ordre. On a alors ¢, = —¢_, ce qui laisse tout de méme une
liberté dans le choix des phases ¢y,.

Par ailleurs, on peut voir dans ’équation (3.43) que la contribution des termes
en J(a) est une forme quadratique dans les poids w!, = A,A_, dont les modes
propres sont aussi des ondes planes et dont le minimum est aussi donné par une
distribution uniforme conduisant & des poids |A,| tous égaux. En conclusion,
I'inclusion des termes en J (a) ne modifie pas les structures optimales. Lorsque N
est pair, le paramétre d’ordre prend la forme suivante :

A(r) =[A1] ) cos(qy - T+ ), (3.44)
qj

et on retrouve les formes symétriques optimales du voisinage du point tricritique.
Une différence notable par rapport & I’étude du voisinage du point tricritique est



3.2. Cascade a deux dimensions 87

I’apparition d’interactions effectives entre les directions des vecteurs d’onde qui
stabilisent le systéme dans des configurations symétriques ou les vecteurs d’onde
sont réguliérement espacés. Cet effet n’est pas du tout présent au voisinage du
point tricritique ou les directions des vecteurs d’onde n’interviennent pas dans
I’énergie.

En conclusion, I’énergie libre minimisée des structures & N impair est toujours
donnée par les expressions (3.41) et (3.42). Pour N pair, I’équation (3.41) est aussi
valable et I’équation (3.42) est remplacée par :

N—-1 N/2—-1
NGy(N)=2J(0) +4 > J(an) +4 > J(an). (3.45)

Comparaison des structures a différents NV

25 T 3 I T T Ix |
T N=4
=20 |- N=6 7]
P _
< 15 N=5 |
B ,
T 15 7 -
=S , 0.0298
N=4} =\ % o005 003 00, 2/ .-
or )\ 01012 ]
5 o el
N=6 N=3
LD 0.1690
0 0.05 0.1 0.15 0.2

FI1G. 3.7: 1/Gy est tracé pour différentes valeurs de N en fonction de la température
réduite £ = T'/gji. Les lignes pleines sont calculées & partir des développements basse
température (3.28), (3.32) et (3.36), les lignes en pointillés étant les résultats exacts.
L’accord est trés bon dans le domaine £ < 0.05. Contrairement & la structure N = 3
qui posséde un domaine ou elle est favorisée, la structure impaire N = 5 est toujours
défavorisée par rapport aux structures avec N pair.

On cherche maintenant la valeur optimale de N en fonction de la tempéra-
ture. Pour cela, on souhaite minimiser I’énergie (3.41) ce qui revient & maximiser
1/G2(N). On peut calculer 1/G2(N) a partir des expressions (3.42) et (3.45), soit
numériquement et de facon exacte, soit en utilisant nos développements basse
température pour a (3.28), J(a) (3.32) et J(a) (3.36). La comparaison est pré-
sentée figure 3.7 en fonction de la température réduite ¢. On constate un trés bon
accord pour des température inférieures & ¢ ~ 0.05, température en dessous de
laquelle nos développements sont largement suffisant pour décrire la cascade.

On présente figure 3.8 la cascade a plus basse température ol les calculs sont
effectués en utilisant nos développements basse température. Le résultat est celui
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attendu, & savoir que la structure optimale du paramétre d’ordre augmente in-
définiment son nombre de vecteurs d’onde N & mesure que la température tend
vers zéro. Les transformations d’une structure & une autre ne sont pas continues
si bien que les transitions correspondantes sont du premier ordre légérement &
Iintérieur de la phase condensée. On constate par ailleurs qu’a part pour N = 3,
les structures & N impair ne sont jamais favorisées. La compétition entre la maxi-
misation de N - un angle minimum étant imposé - et Veffet favorable d’un N pair
di aux termes en J(a) est toujours a 'avantage des structures de la forme (3.44)
avec N pair, lorsqu’on se place & basse température.

2.5 T T T T T
2 -
T
z 51 0.0133
& 0.004700 0.00742 N = 8
Y
00032 =20
05" T e
o Lt o
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

t

F1a. 3.8: 1/G> est représentée pour différents N a plus basse température ¢ en utilisant
les développements (3.28), (3.32) et (3.36). La cascade est clairement apparente. Pour
chaque valeur de la température %, la structure la plus stable est celle pour laquelle
[ﬂQQQGQ(N)]_l est maximum. On omet les structures N = 11 et N = 13 qui ne sont
jamais les plus stables.

3.2.5 Comportements asymptotiques

Afin d’étudier la cascade plus en détail dans le régime des trés basses tempé-
ratures, on est amené & dériver des expressions analytiques asymptotiques pour
t < 1. Nous allons chercher plus précisément les positions des angles ag, don-
nant le zéro de J, o, donnant le minimum de J. Nous pourrons ensuite en tirer
des conclusions sur ’ordre de la transition ainsi que sur la comparaison entre les
structures de N pair et impair.

Angles particuliers

La connaissance des angles ag et a. est fondamentale pour étudier la cascade
puisqu’ils donnent I’écart angulaire entre vecteurs d’onde. J(«) est maximum pour
a ~ f?/2, son minimum étant pour un angle légérement supérieur. Pour £ — 0,

$%/2 ~ a ~ ag ~ In(7/2t) /4 implique o ~ 2/t In(7/2t). Le domaine dans lequel
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sont les angles g et a, est donc celui ott @ — 0 mais avec 82/2 ~ a2 /16t — +o0.
Dans ce régime, J(«) prend une forme plus simple :

1 T
_2

J(a) > —— + , 3.46
() a?  16tacosh?(z — ag) (3.46)

avec £ = [32/2 = a?/16t. Les premier et second termes de cette expression pro-
viennent des premier et second termes de ’expression (3.32). On décrit ainsi bien
la partie de J(a) proche du minimum, le terme en —1/a? domine pour les grands
angles tandis que l'autre terme domine pour les petits angles, les deux termes
étant du méme ordre au voisinage du zéro et du minimum de J. L’extremisation
de D’expression (3.46) donne une équation sur la position du minimum :

3/2 4
9 T
cosh”(z — ap) = 3712 (tanh(ac —ag) + 5) . (3.47)
Il y a plusieurs solutions & cette équation mais le minimum que nous cherchons
est pour une grande valeur de £ — ag > 0. Cette hypothése permet de simplifier
I'équation (3.47) en :

e® = kz®/*, (3.48)

ol 'on a posé k = (2x3/t?)'/4. La solution de cette équation transcendante
conduit & la valeur asymptotique de l'angle a.. On peut obtenir cette solution
en construisant une suite définie par la relation de récurrence x,+1 = Ink +
(3/4) Inz,,. Celle-ci converge rapidement vers la solution de 1’équation (3.48), la
convergence ralentissant lorsque k augmente significativement. L’ordre dominant
pour le calcul de a, est £ = Ink ce qui conduit & :

1
3\1/2\ 2
ac:(&ln%) . (3.49)

On peut appliquer la méme procédure pour déterminer la valeur asymptotique
de l'angle «g qui annule J(«). On prend ’expression (3.46) égale & zéro ce qui

donne :
T

16t°
On suppose ici aussi qu’on est dans le domaine ol = — ag est large et positif ce
qui simplifie I’équation en une autre équation transcendante :

cosh?(z — ag) = (3.50)

e’ = %w1/4. (3.51)

La relation de récurrence x,,1 = In(k/v/2) + (1/4)Inz, peut étre utilisée pour
déterminer la solution de cette équation. L’ordre dominant est z = In(k/+/2) ce

qui donne :
1
or3)1/2 2
ag = <8t In %) . (3.52)
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La minimisation de 1’énergie nous conduit a choisir NV le plus grand possible tout
en évitant les angles inférieurs & « qui donnent une contribution énergétique
largement défavorable. La séparation angulaire 27 /N optimale entre ondes planes
doit donc rester supérieure & ag et proche de «, ou les contributions & I’énergie
sont les plus favorables. La valeur optimale de N est par conséquent quelque
part entre les parties entiéres de 27/, et 27/, ellessmémes trés proches. On
obtient par ailleurs par le calcul de 1/G2(N) les positions des transitions entre les
structures de N différents comme on le voit sur les figures 3.7 et 3.8. La valeur,
pour chaque transition, du N optimal avant et aprés la transition est comparée
aux calculs exacts de 27/« et 27 /g sur la figure 3.9. Dans le domaine des basses
températures, on constate que le N optimal est bien situé entre les courbes 27 /a,
et 27/ ayp.

35 LB T T L R B | T T L B L L |

0.001 0.01 0.1

Fi1G. 3.9: Valeur optimale de NV en fonction de la température. Les points désignent les
positions des transitions entre structures de N différents. Les blancs donnent la valeur
optimale de N au-dessus de la température de transition, les noirs en dessous. On constate
que N est toujours pair sauf pour N = 3. Les lignes en pointillés donnent le calcul exact
des quantités 27/, et 27/ ag, 27/ ag étant toujours supérieure & 27/ a.. Les lignes pleines
sont calculées & partir des formules de récurrence avec seulement une itération. L’accord
avec le calcul exact est déja excellent dans ce régime de températures.

Calcul asymptotique pour G3(N)

Pour des angles supérieurs a a., J tend trés vite vers son comportement limite
(3.34) comme on le voit sur la figure 3.5. On va ainsi faire I’approximation pour
le calcul de Gy(N) a trés basse température que J(a) est égal a l'expression
asymptotique (3.34) pour les angles non nuls, J(0) étant lui donné par (3.33).
Dans ce cas, la somme sur les angles dans Go(N) est dominée par les petits
angles pour lesquels sin(a/2) ~ «/2, d’ou :

N/2 1

N-1
%Z“ J(%_” _S Z M/N —%+O<%). (3.53)

n=1
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Pour N pair, il faut inclure dans le calcul de Go(N) les termes en J(e) qu’on
calcule en utilisant la formule asymptotique (3.39). La justification de cette ap-
proximation tient au fait que I’angle &, au-dessus duquel la forme (3.39) est valable
est toujours inférieur & .. Les termes dominants proviennent ici aussi des petits
angles :

N/2—-1 N/4 1

~ 27N 2T
52 -y~ g
E ued( ) =~ 2 InN + O(1), (3.54)
n=1 n=2

4

N
ce qui donne une correction logarithmique en N pour les structures de N pair.
Les résultats pour Go(NN) sont finalement :

1 N

-2 ~ - . .

A°G2(N) o~ 5N~ 3 pour N impair  (3.55)
1 N

B2Go(N) ~ aNi 3 In N + cte pour N pair (3.56)

Ces expressions sont valables pour la partie croissante de Go(NN) & basse tempé-
rature qu’on peut voir sur les figures 3.7 et 3.8 mais elles ne permettent pas de
décrire la rupture de pente qui apparait & plus haute température. Pour décrire
ce changement de pente, il faut inclure dans la sommation des angles inférieurs a
a, pour lesquels il n’y a pas de formule simplement sommable pour J(c).

Si I’on remplace N par son expression optimale 27/a., on obtient :

_92 Qe 87T2t
Go(N) = 2e (177
A Ga(N) Art ( 3a?

) + O®In(1/t)). (3.57)

Comme 8t/a? ~ 1/1In(1/t) d’aprés expression (3.49), on en déduit que Ga(N)
reste toujours positif. La transition reste donc toujours du second ordre ce qui
valide notre hypothése initiale.

On confirme par ailleurs que les contributions & Go(N) provenant des termes
en J(a) dominent les contributions des termes en J(a). Cependant, si I'on veut
comparer N impair & N — 1 pair, on écrit :

1

f°[G2(N — 1) — Go(N)] = IN(N — 1)t

—In(N —1) + O(1), (3.58)

qui peut se calculer pour N = 27/a, et conduit, & partir de ’équation (3.48), a :

2 5 1. 32
_92 .
g°[G2(N — 1) — Go(N)] ——x(l—P)+Zlnx+Zln?. (3.59)
Cette derniére expression est toujours négative puisque son maximum, obtenu
pour 1/zy = (4/5)(1 — 2/7?), est égal & —0.107. On confirme ici encore que les
structures & N pair sont favorisées & basse température sur les structures a N
impair grace a la présence des termes en J(«).

3.2.6 Conclusions

Nous avons donc étudié en détail le voisinage de la transition FFLO du second
ordre & 2D. La position de cette transition dans le plan (i,T") est calculée dans
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le chapitre 1 & partir de l'instabilité de 1’état normal. Nous nous sommes donc
placés légérement & l'intérieur de la phase condensée afin de déterminer la struc-
ture du parameétre d’ordre qui minimise 1’énergie libre. Pour ce faire, nous avons
développé I’énergie en fonction du paramétre d’ordre dans ’esprit d’une approche
4 la Ginzburg-Landau. L’ordre 2 donne la position de la transition FFLO ainsi
que la norme optimale du vecteur d’onde. L’ordre 4 du développement permet de
distinguer énergétiquement les différentes structures du parameétre d’ordre.

Nous avons effectué une analyse précise de ces deux termes en dérivant notam-
ment leur développement analytique basse température. Dans ce domaine légére-
ment a 'intérieur de la phase condensée, nous avons ainsi pu mettre en évidence la
présence d’une cascade de transitions du premier ordre & 2D entre des structures
du paramétre d’ordre de plus en plus complexes. Nous avons identifié le lien qui
existe entre cette cascade et la non analyticité de ’énergie libre a température
nulle. Nos expressions analytiques, qui se sont révélées efficaces quantitativement
jusqu’a des températures relativement appréciables, nous ont finalement permis
tout d’abord de vérifier que la transition reste du second ordre & trés basse tempé-
rature, puis de caractériser la forme générale des structures du parameétre d’ordre
qui minimise ’énergie. Cette forme générale est une somme réelle de cosinus dont
le nombre croit indéfiniment lorsque la température tend vers zéro.

Dans la pratique, différents effets physiques peuvent modifier ou limiter cette
cascade de transitions. L’incertitude sur la norme des vecteurs d’onde due aux
impuretés (voir la sous-section 1.2.1) moyenne les effets de la non analyticité de
I’énergie. On peut ainsi associer une température effective aux impuretés qui ont
pour effet de stopper la cascade pour cette température. De méme, une légére
anisotropie dans la forme de la surface de Fermi réduit les effets des singularités
de ’énergie et peut modifier la structure de la cascade.
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3.3 Appariements indépendants

Jusqu’a maintenant, nous avons utilisé le formalisme des équations de Gorkov
(2.43) afin de décrire les situations physiques d’apparition des phases FFLO a
deux et trois dimensions. Ce formalisme BCS est trés puissant car il permet de
calculer les fonctions de corrélation sans avoir accés explicitement aux fonctions
d’onde & N corps caractérisant 1’état du systéme. On peut ainsi calculer la plupart
des observables physiques et faire des prédictions.

Cependant, l'interprétation physique des résultats est parfois obscure et la
connaissance de la forme de la fonction d’onde & N corps des fermions est un
atout supplémentaire dans la compréhension générale de la physique sous-jacente.
A température nulle notamment, il s’agit tout simplement de déterminer 1’état
fondamental du systéme. Le travail remarquable de Fulde et Ferrell, dans leur ar-
ticle [2] de 1964, a été de construire plus explicitement cette fonction d’onde & N
corps dans le cas le plus simple o1l le paramétre d’ordre est une onde plane. Depuis,
ce travail n’a pas été étendu & des formes du parameétre d’ordre plus complexes.
Notre ambition ici n’est pas de combler cette lacune mais plus modestement d’es-
sayer de faire le lien entre nos résultats et le concept d’interaction entre anneaux
d’appariement tel qu’il apparait dans le travail de Bowers et Rajagopal [72]. On
revient en premier lieu sur les résultats de Fulde et Ferrell pour 'onde plane.

3.3.1 Forme de ’appariement pour ’onde plane de Fulde-Ferrell

Reprenons 'argument énergétique vu au 1.4.2 pour expliquer 'apparition des
phases FFLO. La différence de potentiel chimique 2 tend & polariser le milieu
tandis que ’appariement en paires de Cooper donne par construction une pola-
risation totale nulle, chaque spin 1 étant lié¢ & un spin |. Cette contradiction qui
augmente avec i explique la transition brutale du premier ordre correspondant &
la limite de Clogston-Chandrasekhar.

Le principe physique des phases FFLO est de former des paires de Cooper
de moment total non nul q # 0. Dans 1’état de Fulde-Ferrell, toutes les paires
de Cooper ont le méme moment q. Il se trouve que si I’on souhaite minimiser
I’énergie dans ce processus de formation de paires de Cooper, il faut en méme
temps briser des paires. Il y a en effet plusieurs conséquences a cette brisure de
paires.

e Tout d’abord, les paires brisées donnent des fermions non liés qui peuvent
étre polarisés. Ce faisant, on relache légérement la contrainte sur la polari-
sation.

e Ensuite, les paires de Cooper ayant toutes le méme moment total, on ob-
tient un courant superfluide permanent. Fulde et Ferrell ont montré que ce
courant est en fait exactement compensé par un courant opposé créé par
les fermions libres provenant des paires brisées. Les conditions d’annulation
du courant total et de minimisation de ’énergie sont en fait équivalentes
conformément au théoréme de Bloch.

D’un autre coté la brisure de paires va diminuer 1’énergie de condensation et

en particulier 'amplitude du paramétre d’ordre. On reprend 1’étude BCS de la
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sous-section 2.2.1 et on écrit I’équation du gap pour l'onde plane de Fulde-Ferrell

A(r) = Aear : R "
2 1
(%) =5 [ omig U+ 1) (3.60)

avec fry = (1 + PEEBN"1 ot iy = fi(1 — Geosh), O étant angle entre les
directions de q et k. Les énergies des quasiparticules sont donc données par
Ey+,, = Ex F pix. A température nulle, I’équation s’écrit :

In (%) _ Nio / : ;f)?,Eik[a(—EkT) +0(~By)]. (3.61)

Fulde et Ferrell identifient dans cette équation les vecteurs d’onde contribuant &
I'intégrale du terme de droite comme appartenant & des régions dites de blocage.
Dans ces régions, les paires de Cooper sont brisées, c’est-a-dire que les vecteurs
d’onde ne participent pas a ’appariement. La contribution des régions de blocage
va donc diminuer 'amplitude A par rapport & la valeur Ay lorsqu’il n’y a pas
de blocage (état BCS). L’espace des vecteurs d’onde est finalement séparé en
deux : les régions de blocage ot, soit Ext < 0, soit Ex; < 0, et le domaine
complémentaire ou il y a appariement des paires de Cooper.

On retrouve cette séparation en raisonnant directement sur la forme de la
fonction d’onde du fondamental. L’hamiltonien effectif BCS est donné par :

b= [Biybl by + B B by | + cte (3.62)
k

et son fondamental est le vide des opérateurs IA)kﬁ et I;ky 1 sauf pour ceux dont les
énergies d’excitation sont négatives. On peut ainsi écrire explicitement la forme

du fondamental Fulde-Ferrell [80] :

t t t
Ex <0 Ey >0

ol ayx, est 'opérateur de destruction de ’onde plane de vecteur d’onde k et de
spin o =1, ]. Ce fondamental est construit & partir de ’état BCS. On multiplie &
gauche par les opérateurs bk »» C€ qui consiste & briser des paires, la ol Fi, < 0.
Par exemple, si Fx4 < 0 alors la paire (k + q/2,1),(—=k + q/2,]) est brisée, on
obtient un état fermionique (k + q/2,T) occupé et un état (—k + q/2,]) vacant.
Revenons aux conditions qui définissent les régions de blocage. Celles-ci peuvent
s’écrire : Fy < |fik|- Pour des vecteurs d’onde éloignés de la surface de Fermi, cette
inégalité ne peut pas étre vérifiée si bien qu’on est dans le domaine d’appariement.
Toutefois, on sait que les vecteurs qui participent le plus activement a ’apparie-
ment sont ceux qui sont au voisinage de la surface de Fermi. Ceci est en fait
lié au terme en 1/Ey dans l'intégrale de 1’équation (3.61). On va donc se placer
exactement sur la surface de Fermi, ot {x = 0 et ou l'inégalité Fy < |fix| donne :

|A| < |1 — gcos| (3.64)
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Lorsqu’on prend la limite A — 0, on constate que l'inégalité (3.64) est vérifiée
partout sur la surface de Fermi sauf pour une région de taille infinitésimale ou
fix = 0.

A trois dimensions, cette région est un cercle dont I’angle d’ouverture 1y vu
depuis l'origine est tel que 1—g cos(1p9/2) = 0. Pour ¢ = 1.1997 (valeur optimale de
d & température nulle & 3D), cela donne 1y ~ 67.1°. A deux dimensions, la région
se réduit a deux points espacés angulairement de 1y calculé comme & 3D. Si on
reprend 'image des surfaces de Fermi translatées (voir figure 1.7), fix s’identifie
a la demi-distance entre les surfaces de Fermi. Son annulation correspond par
conséquent a l'intersection entre les deux surfaces de Fermi. A deux dimensions,
la valeur optimale de ¢ & température nulle est § = 1. Dans ces conditions, les
deux surfaces de Fermi sont juste en contact. Les points d’intersection se rejoignent
pour n’en donner qu’un si bien que 1y = 0.

On augmente maintenant légérement A. A trois dimensions, le cercle s’épaissit
et devient un anneau dont 1’épaisseur est égal & 2A. A deux dimensions, les deux
points grossissent et donnent des disques de rayon A. L’anneau plein ou les deux
disques sont ainsi le lieu privilégié d’appariement des paires de Cooper. Le reste
de la surface de Fermi ne participe pas a 'appariement et est donc susceptible
d’intervenir dans un autre mécanisme physique. On peut supposer que ces paires
brisées sont disponibles pour un autre appariement donnant lieu, par exemple, &
une autre onde plane pour le paramétre d’ordre.

Interaction entre ondes planes a4 3D

Dans le cas ou le paramétre d’ordre est la somme de plus d’une onde plane,
il n’y a pas d’extension connue a 1’étude de Fulde et Ferrell, soit en étudiant les
excitations des équations de Bogoliubov-de Gennes, soit en cherchant la forme de
I’état fondamental. On ne sait donc pas ou se fait I'appariement et quelles sont
les domaines ou les paires sont brisées. Dans ce qui suit, on va donc chercher,
& partir des résultats analytiques & température nulle, & dégager des principes
heuristiques sur le comportement du systéme lorsqu’on a plusieurs ondes planes
pour le paramétre d’ordre.

Lorsque 'amplitude du parametre d’ordre tend vers zéro, l'interaction entre
deux ondes planes est donnée & l'ordre le plus bas par la contribution en J(«)
dans ’énergie ol « est la distance angulaire entre les vecteurs d’onde des deux
ondes planes. On peut, comme 'on fait Bowers et Rajagopal [72], remarquer
que J(a), représentée figure 2.3, présente une divergence pour a = 1)y et donne
globalement une contribution trés défavorable a l’énergie pour a < 1. Si on
associe & chacun des vecteurs d’onde son anneau d’appariement comme défini au
paragraphe précédent pour 'onde plane de Fulde-Ferrell, on constate que la limite
a = 1 correspond au contact entre ces deux anneaux, les anneaux se croisant
lorsque a < 1.

Il semble que I'image des anneaux d’appariement reste valable dans le cas
de plusieurs ondes planes. Le principe physique qui régit cette coexistence et la
compétition entre différentes combinaisons d’ondes planes est I'indépendance des
appariements. On entend par 14 que les régions d’appariement des ondes planes
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ne se recouvrent pas. Les anneaux d’appariement de chaque onde plane peuvent
coexister tant qu’ils occupent des domaines disjoints de la surface de Fermi.

3.3.2 Cascade a 2D

I’indépendance des domaines d’appariement conduit naturellement & une cas-
cade & 2D. En effet, si 'on considére le probléme & température non nulle mais
trés petite, alors le vecteur d’onde optimal § est 1égérement supérieur & 1, voir
figure 1.5, et 1y est petit mais non nul. On va donc supposer, comme & 3D, que les
couples de points séparés de 1 et correspondant & chaque onde plane ne doivent
pas s’interpénétrer. Ce faisant, on ne peut mettre qu'un nombre fini de ces couples
de points sur le cercle de la surface de Fermi. Lorsque la température tend vers
zéro, ¢ — 1 et ¥y — 0. En conséquence, on peut mettre de plus en plus de
couples de points sur le cercle et le nombre d’ondes planes du parameétre d’ordre
croit d’autant. La limite pour une température nulle est, selon ce raisonnement,
un nombre infini d’ondes planes, c’est-a-dire un nombre infini de points sur la
surface de Fermi.

On peut renforcer ’argument d’indépendance des appariements en regardant
sur la figure 3.5 la forme de la fonction J(a) pour des températures trés petites.
A Dinstar de son comportement a 3D et & température nulle, J(«) posséde une
partie a petit angle fortement positive et une partie négative a plus grand angle.
Le maximum de J, qui fixe en gros la limite de la partie fortement positive, est
donné & peu prés par a = 3?/2 ce qui correspond & annuler l'intérieur du cosinus
hyperbolique dans ’équation (3.32). L’égalité ci-dessus peut se récrire (§—1)/2t =
(1 — cos(a/2))/2t ou encore cos(a/2) = 1/q, c’est-a-dire 1 — gcos(a/2) = 0 : on
retrouve l’équation d’annulation de la distance entre les surfaces de Fermi des
spins 1 et | ce qui veut dire que ’angle a est égal a I’angle 9. On rappelle que g
est l'angle de séparation entre les deux domaines d’appariement - qui sont deux
points a 2D - placés symétriquement des deux cotés de la direction d’une onde
plane. Si l'angle a séparant deux directions d’ondes planes est égal & 1), cela
signifie qu’il y a contact entre les deux domaines d’appariement.

Ici encore, on constate que le recouvrement entre les domaines d’appariement
correspondant a chaque onde plane donne une contribution fortement défavorable
& l'énergie libre. A température petite mais non nulle, 'effet répulsif est moins
marqué qu’a température nulle. Il n’y a notamment pas de divergence de J et le
passage entre le maximum et le minimum de J est moins abrupt. L’effet des exci-
tations thermiques est donc de lisser les courbes et d’adoucir les comportements
abrupts.

Pour conclure, on peut dire que la cascade est simplement due & un rétré-
cissement de l'extension des régions d’appariement des ondes planes lorsque la
température tend vers zéro. Nous avons mis en évidence les liens qui existent
entre ces trois propriétés caractéristiques du probléme & 2D et & T = 0 : la non
analycité de I’énergie libre, le contact entre les deux surfaces de Fermi et la cascade
d’états pour des températures tendant vers zéro.

Par ailleurs, on peut raisonnablement penser que si ’on rentre plus & I'intérieur
de la phase condensée a température nulle, 'amplitude du parameétre d’ordre
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devient non nul et la taille des zones d’appariement aussi. Dans ce cas, on peut
s’attendre & observer une cascade inverse ou le nombre d’ondes planes décroit &
mesure que l'on pénétre dans la phase condensée.
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Chapitre 4

Transition vers les phases FFLO,
résultats numériques

Dans les cas particuliers ot 'amplitude du paramétre d’ordre A(r) est petite,
comme la transition du second ordre a 2D ou le voisinage du point tricritique,
un simple développement en A(r) nous a permis une résolution analytique des
équations de Gorkov (2.43). Dans les cas plus délicats ou cette amplitude n’est pas
petite, comme la transition FFLO du premier ordre & 3D, on ne sait pas résoudre
les équations de Gorkov qui décrivent la phase condensée dans le cas général. 11
est néanmoins possible de simplifier ces équations lorsque 1’échelle des variations
spatiales du paramétre d’ordre est largement supérieure & Ap. C’est évidemment
le cas pour les phases FFLO ou cette échelle est £y. En intégrant sur les petites
longueurs d’onde, on obtient les équations quasiclassiques d’Eilenberger [81] qui
fournissent un point de départ trés commode pour les calculs numériques.

Dans ce chapitre, nous allons tout d’abord décrire en détail comment on ob-
tient, a partir des équations de Gorkov (2.43), les équations quasiclassiques d’Ei-
lenberger. Nous présenterons ensuite une méthode numérique que nous avons mise
au point pour résoudre ces équations quasiclassiques. Celle-ci consiste en un dé-
veloppement de Fourier des fonctions de Green quasiclassiques. Comparée a une
intégration directe des équations quasiclassiques, notre approche est plus rapide
et plus simple. Cette efficacité est d’ailleurs accentuée au voisinage de la ligne de
transition entre 1’état normal et la phase condensée ol nous verrons que les para-
métres d’ordre les plus stables ont des harmoniques de faible amplitude. De plus,
I’intégration numérique directe devient trés lourde lorsque le parameétre d’ordre
n’est pas unidimensionnel ce qui, dans notre approche, ne pose pas de difficulté
particuliére.

On peut ainsi présenter dans ce chapitre des résultats inédits sur la compétition
entre phases inhomogénes FFLO qui peuvent varier dans plusieurs directions de
I’espace. Nos résultats se limitent cependant & 3D au voisinage de la ligne de
transition du premier ordre.
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4.1 Formalisme quasiclassique

4.1.1 Approximation quasiclassique

Les équations de Gorkov (2.43) sont des équations microscopiques qui dé-
crivent la physique de la phase superfluide dans le cadre de la théorie BCS. Bien
que complétes, elles ne sont pas pratiques & manipuler dans le cadre d’un calcul
numérique. Ces équations contiennent en fait trop d’informations pour les cas
qui nous intéressent. La double dépendance spatiale, en r et r’, des fonctions de
Green, donne deux échelles de longueur bien distinctes 1'une de l'autre. La struc-
ture interne des paires de Cooper est décrite par la dépendance en la coordonnée
relative r — r’ des fonctions de Green. Les variations typiques des fonctions de
Green selon r — r' se font sur des distances de I'ordre de Ar ce qui correspond
dans ’espace de Fourier a des vecteurs d’onde situés au voisinage de la surface de
Fermi .

Le mouvement de centre de masse des paires de Cooper est quant & lui décrit
par la dépendance en R = (r 4+ r')/2 des fonctions de Green. L’échelle caractéris-
tique de cette dépendance est fonction de l'inhomogénéité considérée mais est le
plus souvent de ’ordre de & - c’est le cas des phases FFLO - c’est-a-dire beaucoup
plus grande que Ap.

L’approximation quasiclassique consiste a négliger Ap par rapport a &y et a ne
conserver que ’ordre le plus bas du couplage entre ces deux échelles de longueur.
On utilisera dans les calculs qui suivent la transformée de Fourier partielle des
différentes fonctions de Green définie selon :

G(R, K, itoy) = /du GR + u/2, R — u/2, iwy) =%, (4.1)

R étant le centre de masse et k le vecteur d’onde correspondant a la coordonnée
relative u = r — r’. A partir des équations de Gorkov (2.43) nous allons montrer
comment, dans le cadre de ’approximation quasiclassique, on peut développer
ces équations en puissance de k - Or puis les intégrer sur la norme du vecteur
d’onde k tout en conservant l'information sur la direction de k, c’est-a-dire la
direction sur la surface de Fermi. Cette procédure permet de dériver les équations
quasiclassiques d’Eilenberger. La dépendance en R est conservée tandis qu’on a
fait disparaitre la coordonnée relative r — r’ au profit d’une simple direction sur
la surface de Fermi.

4.1.2 Equations quasiclassiques

Détaillons maintenant plus précisément le passage des équations de Gorkov
aux équations quasiclassiques. Le changement en coordonnées relative et de centre

Lplus précisément, les fonctions de Green normale et anormale sont modifiées par ’apparition
des paires de Cooper en comparaison de ce qu’elles sont dans ’état normal. Dans l'espace de
Fourier, cette modification s’opére au voisinage de la surface de Fermi sur une bande de largeur
1/&o (correspondant & 'énergie A). Dans I’espace réel, on peut dire que la fonction d’onde d’une
paire de Cooper oscille en fonction des positions relatives des deux fermions sur une période de
Pordre de Ar et s’étend sur une distance de 'ordre de &o.
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de masse (4.1) est tel que V, /i est remplacé par Vr/2i+k. La premiére équation
de Gorkov (2.43a) donne ainsi :

_ R (VY 2 -
iy — o | =2+ k| +ep—jfio, | G(R, K, iwy,)
2m \ 2

+ / due ™ AR+ u/2) op FF(R+u/2R — u/2,iwp) = 1. (4.2)

Comme |k| ~ kg est beaucoup plus grand que |Vg| ~ 1/, on linéarise ’opéra-
teur différentiel (Vr/2i+k)? ~ k?+k-VR/i et on remplace dans le second terme
de ce développement k par kr. La norme du vecteur d’onde est fixée & kp et sa
direction est conservée. Notons que nous avons déja utilisé fréquemment cette ap-
proximation dans les chapitres précédents (notamment dans la sous-section 1.3.2),
les vecteurs d’onde pertinents étant toujours au voisinage de la surface de Fermi.
On obtient finalement :

m? (VR 2 Vr

Regardons maintenant le second terme de I’équation (4.2). On va faire I’approxi-
mation 2 A(R + u/2) ~ A(R). On sort ainsi A(R) de lintégrale et on obtient :

v
(iwn_f_th'Tz-R_ﬂaz) G(R, &, vr,iwn) (4.4)

+ A(R) oy FT(R, &, v, iwy) = 1.

On peut par ailleurs écrire une équation semblable & la premiére équation de
Gorkov (2.43a) ou les roles des positions r et r’ sont échangées. Les équations du
mouvement sur les champs atomiques 9 (r, 7) et 4(r’, 7)! conduisent & la nouvelle
équation :

R2v?
(_BT + 5 e - noz) G(r,x',7) = A*(r)F(r,x', 7)o, = §(r—1')d(7) (4.5)

avec la définition suivante pour la nouvelle fonction de Green anormale F(r,r’, 7) :

r.r. ) = ) 0 . —<T71/;¢(r,7')1’;;r(r’,0))
Fle,r,) ( (T (.7, () 0)) 0 ) (4.6)

2on peut traiter ce passage de facon plus rigoureuse. En passant en transformées de Fourier,
on constate que chaque composante de Fourier de A(R), notée Aq, est couplée a la fonction
FT(R,k—q/2,iwn), c’est-a-dire ot le vecteur k est déplacé de —q/2. Ce déplacement modifie peu
la dépendance angulaire de F* (R, k,iwn,) qui est généralement, par rapport & k, une fonction
piquée autour de la surface de Fermi |k| = kr sur une couche d’épaisseur 1/&,. Négliger ce
déplacement de —q/2 pour la dépendance angulaire revient a négliger des termes d’ordre Ar /&o.
Toutefois ce méme décalage de —q/2 change de fagon non négligeable la dépendance en la
norme de k de F*(R,k,4w,). Ceci n’a cependant aucun effet sur la dérivation des équations
quasiclassiques car elles sont obtenues en sommant sur £, c’est-a-dire sur toutes les valeurs de
|k|. On peut donc oublier ce décalage de —q/2 ce qui conduit directement & 'équation (4.4).
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On peut obtenir 'équation (4.5) plus rapidement si l'on utilise les symétries des
fonctions de Green (voir encadré 5).

Partant maintenant de I’équation (4.5), on applique les mémes arguments que
pour passer de la premiére équation de Gorkov (2.43a) a ’équation (4.4) et on
obtient :

(iwn — é + th - E - Maz) g(R,ﬁ,vF,iwn)

2 (4.7)

- A" (R)FR,E, v, iwy)oy = 1.

La soustraction entre les équations (4.4) et (4.7), qui permet de faire disparaitre
¢, donne finalement :

hVF-%g(Ra 5, VF, Z.Wn) = A* (R) f(R, fa VF, iwn)oz +A(R) O f+ (R, 67 VF, iw'fl)'

(4.8)
Le grand intérét de cette derniére expression par rapport aux équations (4.4) et
(4.7) est que & n’est plus apparent. On peut donc intégrer par rapport a & et faire
ainsi disparaitre ¢ des variables du probléme.

Avant de procéder a cette intégration, nous allons dériver des expressions si-
milaires pour les fonctions de Green anormales F et F1. On applique les mémes
approximations que précédemment a la seconde équation de Gorkov (2.43b) et &
sa symétrique par rapport a r et r’ :

272
(—BT + 7712Vr, +er+ ﬁaz> Ft(e,o',7) — A*(r) G  (r,r',7) 0p = 0, (4.9)
m

qu’on dérive simplement en utilisant les symétries sur les fonctions de Green (voir
encadré 5). La fonction de Green G* (r,r’, 7) est définie par :

ot P
T
g+(r,rl,7') — < qui(r’T)ipi(r ’0)) "1- O . . . (410)
0 <TT¢T (I‘, T)/(/)T(r ’ 0))
On obtient finalement les deux équations suivantes :
(—’iwn —{—hvp- VQ—:.‘ - uo—z> Ft—A*R)o,G = 0, (4.11)
; VR + * + -
zwn—§+th-2—i+uaz FT—-A*(R)G 0, = 0, (4.12)

ol la dépendance des fonctions de Green F*, G et GT en (R,&,vp,iwy,) est
implicite. Ici encore, on soustrait les deux équations pour faire disparaitre & ce
qui conduit & :

2 (iwn + fio, + hvp - Z—Z‘> Ft=A*R)(GT 0y — 0, G). (4.13)

De méme, on peut dériver une équation quasiclassique pour F en suivant la méme
méthode. On obtient :

2 (iwn — po, —hvp - %) F=AR)(Gor—0:G7). (4.14)

]
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Fonctions de Green quasiclassiques

On introduit les fonctions de Green quasiclassiques :

Q(Ra VF, a)n) = 4 / % g2,2 (Ra 67 VF, Iiwn)a (415)
f(Ra VF, (Dn) = - / % -7:2,1 (R7 55 vVF, iwn)7 (416)
PRV = [, R veio), (117)

ol Wy = wp — 3. Nous verrons en effet que @, apparait comme une variable
indépendante dans les équations quasiclassiques. Prendre le complexe conjugué
de @y, revient & changer i en —f et donc & renverser les spins (voir encadré 5).
Cela signifie par exemple que l'on a g(w;;) = (i/7) [ d€ G11 (iwy). Par ailleurs, on
n’a pas besoin de définir de fonction de Green quasiclassique g car la symétrie
particule-trou G(¢) = 0,G1(—&)o, conduit a la relation :

g(R,vp, ) = —i/ % gf:l (R,&,vE,iwy). (4.18)
Le chemin d’intégration sur la variable ¢ dans la définition des fonctions de Green
quasiclassiques est ’axe réel au sens de la partie principale. Comme le fait re-
marquer Eilenberger [81], ce chemin peut étre remplacé par la demi-somme de
deux contours. Le premier est un demi-cercle dont la taille tend vers 'infini qui
entoure le demi-plan supérieur juste au dessus de ’axe réel. La contribution de la
partie courbée du demi-cercle qui est & I'infini est nulle. Le second contour est le
symétrique du premier par rapport & ’axe réel, entourant le demi-plan inférieur
en passant juste en dessous de I’axe réel. Le principe de ces contours est représenté

sur ce schéma :

L’intégration des équations (4.8), (4.13) et (4.14) par rapport a £ nous conduit
finalement aux équations quasiclassiques d’Eilenberger 3 :

(2wn + v - VR) f(R,vE,wn) = 2A(R)g9(R, vE, @p), (4.19a)

(2&p, — hve - VR) fT(R, v, @n) = 2A%(R)g(R, vE, @), (4.19b)
hvp - VRg(R,vE,@,) = A*(R)f(R,vr,&,) — AR)fT(R,ve,@,).  (4.19¢)

3le passage d’une forme matricielle pour les équations (4.8), (4.13) et (4.14) & une forme
scalaire pour les équations quasiclassiques (4.19) est di & la symétrie de la forme matricielle
pour laquelle la moitié des équations s’obtient en remplacant @, par @, dans l'autre moitié.
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Les équations obtenues sont simples et compactes et ne dépendent que du
nombre minimum de paramétres nécessaires pour décrire les phases FFLO. Elles
ont été dérivées en premier et indépendamment par Eilenberger [81, 82] et par
Larkin et Ovchinnikov [83].

Encadré 5 : Symétries des fonctions de Green

Les quatre fonctions de Green G, G, F et FT, elles-mémes définies comme
des matrices 2 X 2 pour les variables de spin, peuvent étre regroupées dans une
matrice plus générale de taille 4 x 4. C’est la matrice de Nambu, définie par :

N= (f% ;) (B5-1)

dans laquelle on mélange les variables de spin et les degrés de liberté particule-
trou. N contient de nombreuses informations sur les corrélations du systéme
mais ces différents éléments ne sont pas indépendants. Ainsi les symétries
particule-trou conduisent aux équations suivantes :

g+(I‘I, r, _T) = g(ra rl’ T)a -7:(1',’ r, _T) = 056'7:(1'7 rla T)USC’ (B5'2)

g+(ra rIaT) = g*(rarla _T)a F(I‘,I‘I,T) = - ['7:+(r’rla _T)] *a (B5'3)

et le renversement au spin est équivalent au changement i — —j. On explique
ainsi pourquoi il est possible de réduire les équations de Gorkov (2.43) a deux
équations appliquées a des scalaires ; les autres formes des équations de Gorkov
découlant du changement i — —f ainsi que des relations (B5-2) et (B5-3).
Les symétries des fonctions de Green sont évidemment & ’origine de symétries
des fonctions de Green quasiclassiques. On donne ici les principales :

FR,vr,@n) = fT(R,vE,—@;), (B5-4)
g R, vp,on) = —gR,vp,—a}), (B5-5)
ffR,vp,@n) = (R, —vp, @), (B5-6)
g'R,vp,&n) = gR,—vp,ay,). (B5-7)

4.1.3 Formalisme plus général

On a donc procédé a une simplification des équations de Gorkov en intégrant
sur les degrés de liberté dont les variations typiques se font sur des longueurs
petites devant I’échelle ¢y des variations du paramétre d’ordre. En quelque sorte,
on a effectué une moyenne & gros grain sur des tailles de l'ordre de Ap si bien
que l’on peut voir les équations quasiclassiques d’Eilenberger comme une version
meésoscopique des équations de Gorkov.

Les équations quasiclassiques ont par ailleurs la forme d’équations de trans-
port. En fait, on peut montrer que ces équations découlent d’un cadre beaucoup
plus général [84] si bien qu’on peut facilement les étendre a des situations plus
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complexes ol I'on inclut les effets & N corps. Par exemple, I’étude quasiclassique
du probléme FFLO bidimensionnel de Burkhardt et Rainer [37] inclut les effets
des liquides de Fermi. Le principe de I’approximation quasiclassique s’applique &
tous les phénoménes dont la longueur caractéristique est grande devant Arp. On
peut alors intégrer sur les petites échelles ’équation de Dyson décrivant & 1’échelle
microscopique le probléme & N corps. Le formalisme obtenu est trés général et
décrit aussi bien les phases superfluides que les phases normales, les systémes
denses ou les systémes dilués. On dérive ainsi des équations qui peuvent décrire le
transport ; on retrouve notamment par ce biais ’équation phénoménologique de
Landau-Boltzmann. Dans notre cas, on a pu démontrer les équations d’Eilenber-
ger.

Les méthodes quasiclassiques inspirées des équations d’Eilenberger ont donné
lieu & de nombreux travaux pour comprendre la physique de I'hélium 3 [84] ou
des supraconducteurs, notamment dans les systémes mésoscopiques [85].

4.1.4 Nouvelles expressions quasiclassiques

Maintenant que l’on a simplifié les équations de Gorkov, il reste & vérifier
que le formalisme variationnel vu au chapitre 2 peut s’écrire uniquement avec les
fonctions de Green quasiclassiques. Nous verrons que c’est le cas et que, plus gé-
néralement, toutes les observables qui nous intéressent dépendent de ces fonctions
de Green quasiclassiques.

Equation du gap
L’équation du gap fait intervenir la fonction de Green :
+ . dk .
Fio(r,riw,) = W Fio(r, kyiwy,) (4.20)

le terme dans l'intégrale étant défini par I’équation (4.1). L’intégration se faisant
au voisinage de la surface de Fermi, on sépare 'intégration angulaire de l'intégra-
tion sur £ ce qui donne :

fﬁQ(r,r,iwn) :No/ dQvF/dffo(r,vF,f,iwn), (4.21)
SF
et on en déduit la forme suivante pour I’équation du gap :
AR ~ *
B _ o> [ d, YR ove o) + SRove 3], (022
A n>07 SF

ou l'on a utilisé la définition A = gNj ainsi que les relations de symétrie des
fonctions de Green quasiclassiques (voir encadré 5). La substitution 1/A =
In(T/T?) + 27T Y, 1/wn conduit finalement & I'expression :

T

A(R)In (—) = WT§ [/ 0y (F (R, v, @a) + f(R, v &) — 2oB)

W

(4.23)

TO

c
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Energie libre

Le calcul de ’énergie libre (2.50) est similaire au calcul de I’équation du gap.
La trace sur la fonction de Green G intégrée sur ¢ donne la somme g(R, v, w,) +
g(R,vp,w}) = g(R,vp,wp,) + ¢ (R, —vp,wy,) (voir encadré 5). Finalement, on
obtient ’expression suivante :

Fj, = 4nTN, / dR > / o dw / dQy Re[g(R, vE, )] . (4.24)

n>0 v Wn

L’énergie libre pertinente est I’énergie réduite 2 = AF/Ny mesurant la différence
d’énergie avec I’état normal. On montre que go(R, vF,w,) = sgn(wy,) dans I’état
normal d’ou la formule @ = [ dRQ(R) avec :

OR) = om (L G . |AR)?
Q(R) = |A(R)[?In (ﬁ +47TT§>% [ do a0, Re |g(R,ve,0) 1+ 5,750
. (4.25)

4.1.5 Normalisation et conclusion

Il reste maintenant & écrire une relation de normalisation (voir I’encadré 6)
pour les fonctions de Green quasiclassiques puisque les équations quasiclassiques
d’Eilenberger définissent seulement celles-ci & une constante multiplicative prés
(contrairement aux équations de Gorkov). Eilenberger a montré [81] que cette
relation de normalisation était :

g+ f =1, (4.26)

ce qu’on peut vérifier immédiatement pour I’état normal pour lequel fy = fg' =
et go = sgn(wn).

On comprend maintenant l'intérét de I'intégration sur la variable £. En effet,
rien n’empéche d’utiliser directement les équations (4.8), (4.13) et (4.14) pour
lesquelles ¢ est une variable muette. Cependant, on ne sait alors pas déterminer
de constante de normalisation et celle-ci dépend évidemment de &. Dans 'état
normal par exemple Gy = (iw, — & — fio,) " .

En conclusion, on a rappelé ici le principe et la dérivation d’un formalisme
quasiclassique issu des équations de Gorkov ou ’on a ramené le nombre de va-
riables & son minimum. Les équations de base de ce formalisme que sont : les
équations d’Eilenberger (4.19), ’équation du gap (4.23) et ’énergie libre réduite
(4.25) vont nous permettre une exploration numérique de la transition FFLO &
3D.



4.2, Développement de Fourier des équations quasiclassiques 107

Encadré 6 : Normalisation du formalisme quasiclassique

Dans cet encadré, nous allons montrer avec des arguments simples la relation
de normalisation des fonctions de Green quasiclassiques :

FHffr=1 (B6-1)

On peut récrire les équations quasiclassiques sous une forme plus compacte qui
rend plus apparente la symétrie particule-trou. On définit pour cela la matrice

2x2:
A g —if
= B6-2
o= (4 7). (B6-2)
et les équations d’Eilenberger prennent la forme matricielle :

w arm s - Wn, —iA(R)
. frnd — = . . B =
hp-VRg=9gT —Tg avec T <7,A*(R) o, (B6-3)
g est une matrice de trace nulle. Par conséquent, § est engendrée par les matrices
0z, Oy 0, et son carré est proportionnel & la matrice unité. Plus précisément
i = (g> + ffH)IL On pose k(R) = (g2 + ff1)(R) et on va montrer que x(R)
ne dépend pas de R. En effet,

ng-VRQQ = (ng-VRH> 1= % (*T-Tg%), (B6-4)
et la trace de cette expression donne directement vy - VR & = 0. On en déduit
que k est une constante.

Afin de déterminer cette constante, on suppose qu’on peut étendre le systéme
vers une région de ’espace oil le paramétre d’ordre est une constante A. Dans
ce cas, on résout les équations de Gorkov et on calcule les fonctions de Green
quasiclassiques. On trouve g = @p/\/@2 + |A|%, f = A/ /@2 + |A]? et fT =
A*/\/w2 + |AJ2. La relation de normalisation est donc k = g% + ffT = 1.

4.2 Développement de Fourier des équations quasiclas-
siques

L’utilisation des équations quasiclassiques d’Eilenberger dans 1’étude des phases
FFLO n’est pas nouvelle, que ce soit & 2D [37] ou & 3D [79]. Ces travaux numé-
riques menés dans le cas purement paramagnétique 4 (voir la section 1.2.1) traitent
le cas d’'un parametre d’ordre unidimensionnel en intégrant numériquement les
équations de transport d’Eilenberger (4.19), puis en cherchant & minimiser ’éner-
gie libre et a trouver la forme optimale pour le paramétre d’ordre & 1’aide de

“les équations quasiclassiques ont aussi servi a étudier la compétition entre les effets para-
magnétique et orbital [18, 31].
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I’équation du gap. Le gros avantage de ces méthodes est qu’il est possible d’ex-
plorer tout le domaine du plan (g, T) et d’étudier aussi bien la transition normal-
FFLO que la transition FFLO-BCS homogéne. Une intégration numérique directe
des équations quasiclassiques est limitée par le fait qu’elle devient trop lourde nu-
mériquement pour des parameétres d’ordre variant dans deux ou trois directions
de D’espace.

A 3D Matsuo et coll. [79] ont regardé la transition entre la phase normale
et la phase FFLO de forme sinusoidale et unidimensionnelle. Ils trouvent que la
transition, qui est du premier ordre prés du point tricritique, devient du second
ordre en dessous de T' = 0.07572 et jusqu’a T' = 0 alors qu’on sait que la transition
vers la phase FFLO tridimensionnelle A(r) = A(cos(gz) + cos(qy) + cos(gz)) est
du premier ordre & température nulle [3, 72].

Notre méthode de résolution des équations quasiclassiques va nous permettre
de considérer des parameétres d’ordre tridimensionnels et donc d’attaquer le pro-
bléme de la transition entre 1’état normal et les phases inhomogénes FFLO & basse
température. Pour cela, nous allons nous restreindre & des paramétres d’ordre qui
sont la somme d’ondes planes. Nous ne considérerons pas dans notre étude la pos-
sibilité de regarder plus & l'intérieur des phases FFLO et d’étudier notamment la
transition entre les phases FFLO et la phase homogéne BCS. La structure du pa-
ramétre d’ordre permet une résolution des équations quasiclassiques qui prend la
forme d’un développement de Fourier des fonctions de Green quasiclassiques. Ce
développement converge trés rapidement vers la solution exacte et nous montre-
rons que seul un petit nombre de termes est nécessaire pour obtenir des résultats
quantitatifs appréciables.

Dans un premier temps, nous allons expliquer en détail le principe du dé-
veloppement de Fourier dans le cas d’un paramétre d’ordre unidimensionnel et
sinusoidal et nous préciserons la vitesse de convergence de la méthode. Nous
retrouverons notamment les résultats de Matsuo et coll. [79]. Ensuite, nous mon-
trerons que l'inclusion d’une harmonique dans la forme du parameétre d’ordre ne
change pas quantitativement les résultats ce qui justifiera a posteriori notre ap-
proximation initiale pour le paramétre d’ordre. Le cas des paramétres d’ordre
tridimensionnels sera traité dans la section suivante.

4.2.1 Parameétre d’ordre sinusoidal

Le paramétre d’ordre est de la forme :
A(r) =2A;cos(q-r), (4.27)

ou l'on a effectué le changement de variable r = (2 /hvp)R, le vecteur d’onde q
étant aussi sans unité (voir I’équation (1.26)). Avec ces définitions, les équations
quasiclassiques prennent la forme adimensionnée :

(a; T k- v,) fr, k@) = A(r)g(r, k, @), (4.28a)
2k - Veg(r, k,@) = A*(r) f(r, k, @) — A) £ (r,k, @), (4.28b)
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ot k est le vecteur unitaire spécifiant la direction sur la surface de Fermi, A et w
sont en unité de u et w = w — 1.

On suppose que les fonctions de Green quasiclassiques f, f1 et g ont le méme
caractére périodique que A(r). Le développement de Fourier donne donc :

r) =) fue™, Z fre™aT, g(r) = gae™IT, (4.29)

et les équations quasiclassiques deviennent :

A

fn = m(gnw‘—l + gn-1), (4.30)
A
fho= m(gnﬁ-l + gn—1); (4.31)
A
Y lQ(an + fac1— fE 5 —f5) pour n#0 (4.32)

avec () = k- q = gcosf, 8 est I'angle entre v et q. Par commodité, on introduit
Dy, = (fn — f,7)/2inQgo et Gy, = gn/go (en particulier Gy = 1), les équations se
récrivent :

Ay

A
Gp = 71 (n —1)Dp—1 + (n + 1) D). (4.33b)

D, =— (Gn—l + Gn+1), (4.33&)

Ces équations donnent deux systémes d’équations découplées : soit les G, pour n
pair sont couplés aux D, pour n impair, soit les G, pour n impair sont couplés
aux D, pour n pair. Dans I’état normal, seul Gy est non nul. On en déduit de
fagon perturbative que Gop+1 et Do, restent nuls dans 1’état condensé et ce pour
tout n.

Les symétries G, = G_,, et D,, = D_,, font que l'on peut se restreindre aux
n > 0. Les équations étant linéaires, la normalisation vient de I’équation (4.26) qui
s'écrit g2 + 2, (gng—n + fnf2,) = 1. Récrite en fonction des G, et des Dy, cette
condition de normalisation permet de calculer gg qui est la quantité intervenant
dans l'expression de l'énergie libre (car [drg(r,Q,w) = go(Q,w)) :

—1/2
9o = (1 +2) Gh+2) @7 — (nQ)?] Dﬁ) : (4.34)

n>0 n>0

Position de la transition FFLO

On va étudier grace a ce formalisme les caractéristiques de la transition entre
'état normal et la phase FFLO unidimensionnelle et sinusoidale. Pour A(r) de la
forme (4.27), 'énergie libre (4.25) s’écrit en unité de 12

Qe Af
— —A ln( )+27rtZ/ / dQ [Rego(Al,q,H w) — +F (4.35)

n>0
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ou t = T'/[s est une température réduite (w, = 7t(2n + 1)). La transition du pre-
mier ordre est telle que Q = 0 avec Ay # 0. On peut donc & partir cette équation
donnant ’énergie libre écrire une expression de la température T" en fonction de ¢
et la forme du paramétre d’ordre (donnée par g et A;). La maximisation de cette
expression & t fixé nous donne la position de la transition ainsi que la structure
du parameétre d’ordre & la transition.

Pour une méme valeur de ¢, on peut aussi déterminer la température de 'insta-
bilité FFLO qu’on note Trrro- Le rapport T/Trrro indique la distance relative
a t fixé entre la transition du premier ordre et l'instabilité FFLO. Comme ¢ est
fixé, ce rapport est aussi égal & i/fipFrLo oU Arprro désigne le champ critique
de l'instabilité FFLO. Nous verrons que ce rapport reste toujours proche de 1 ce
qui signifie que les deux lignes de transition, la transition du premier ordre et
I'instabilité FFLO, sont trés proches dans le plan (g, T).

Dans la recherche des formes les plus stables du paramétre d’ordre, on s’aide
aussi de l'équation du gap (4.23). Celle-ci montre que la forme du paramétre
d’ordre (4.27) que nous avons choisie ne peut pas étre solution de 1’équation du
gap mais seulement une solution approchée qui néglige les harmoniques d’ordre
impair. On peut projeter (4.23) sur la fréquence spatiale fondamentale (celle de
A(r)), on obtient :

T - A
Aqln (:F) =2mty [ dORefi (A1, 7,0, wn) — — (4.36)
c Sp

Wn,

ou l'on a utilisé le fait que f(R,vp,@*) = f*(R, vp, @) pour un parameétre d’ordre
réel.

4.2.2 Convergence de la méthode

A partir des valeurs de w et de @, on souhaite déterminer la solution des
relations de récurrence (4.33) normalisée par 1’équation (4.34) qui donne gq. La
donnée de deux coefficients successifs, Ga,, et Do,+1, étant suffisante pour déter-
miner ’ensemble des coefficients G, et Dy, la solution générale de (4.33) est une
combinaison linéaire de deux solutions particuliéres de (4.33), qui sont choisies
linéairement indépendantes. Le choix le plus commode pour ces deux solutions
particuliéres consiste & considérer deux solutions dont les comportements a grand
n sont différents ce qui les rend automatiquement linéairement indépendantes.

A grand n, on peut déduire du systéme (4.33) une relation de récurrence entre
les coefficients goy, :

A% (Gonto + Gop—2) + (2nQ)Gayp = 0. (4.37)

On cherche tout d’abord une solution de (4.33) rapidement décroissante, c’est-a-
dire telle que Gop49 K Gay, K Gan—2. On obtient le comportement asymptotique :

2n
G~ (1" (55) o (438)

qui tend rapidement vers zéro.



4.2, Développement de Fourier des équations quasiclassiques 111

Pour la seconde solution, on suppose qu’elle est rapidement croissante, c’est-
a-dire que Gop—9 K Gop K Gopt2. On obtient le comportement asymptotique :

Gansa ~ (—1)" (A—l) (2, (439)

qui diverge & grand n.

Toute combinaison linéaire de ces deux solutions, non colinéaire & la premiére
solution particuliére, a le comportement asymptotique (4.39) dominant de la se-
conde solution particuliere. Par conséquent la solution physique, qui doit étre
normalisable, est forcément colinéaire & la premiére solution particuliére, et pos-
séde le méme comportement asymptotique (4.38) & grand n.

Cette décroissance trés rapide des coefficients G,, et D,, de la solution phy-
sique va nous aider & construire une suite de solutions approchées convergeant
rapidement vers la solution physique exacte. Pour cela, on utilise le fait que G,
et D, sont petits & grand n pour la solution exacte, et on fait I’approximation
que G, =0 et D, =0 pour n > Npax. Cette approximation donne une condition
aux limites & partir de laquelle on détermine tous les coefficients pour n < Npax
qu’on normalise ensuite en imposant Gg = 1. On trouve ensuite gy & partir de
l’équation (4.34). Cette solution approchée converge rapidement vers la solution
exacte lorsque Npax — +00.

D’un point de vue pratique, on peut procéder de la facon suivante : une fois
la condition d’annulation fixée avec Npax, on pose par exemple Gy, .. = 1 pour
Nmax pair, ou Dy, . = 1 pour Np,x impair et on remonte par récurrence et en
utilisant le systéme (4.33) aux coefficients plus petits. La solution obtenue est
forcément une combinaison linéaire des deux solutions particuliéres mentionnées
précédemment. La condition aux limites choisie tend cependant & privilégier la
solution rapidement décroissante. Une fois la série de coefficients calculée, on uti-
lise la linéarité des équations (4.33) pour renormaliser les coefficients de telle sorte
que Gy = 1. Une autre fagon d’obtenir les coefficients d’une solution approchée
consiste a écrire les équations (4.33) sous forme matricielle et & inverser la matrice
afin d’obtenir la suite des coefficients. Cette autre méthode sera nécessaire dans
les cas plus complexes.

Comparaison des solutions pour différents Ny,

A partir de la méthode de résolution que nous venons de proposer, on calcule
la ligne de transition FFLO en fonction de la température et pour différentes
valeurs de Npax. On constate sur la figure 4.1 que la convergence est trés rapide,
les courbes Npax = 5 et Nmax = 6 étant presque indistinguables. La vitesse de
convergence est confirmée par le tableau suivant qui donne la température critique
pour laquelle la transition redevient du second ordre (T'/Trrro = 1) en fonction
de la valeur de Ny :

]V'rna‘x:1 ]V’max:2 Nmax:3 Nmax:4 Nmax:5 Nmax:6
0.195 ... 0.063 0.074 0.076 0.076
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FiG. 4.1: Cet ensemble de courbes représente, pour différentes valeurs de Nyay, le calcul
numérique de la température de transition 7' vers la phase FFLO sinusoidale optimale.
On rameéne cette température : en ordonnée & la température de I'instabilité FFLO notée
Trrro, en abscisse a la température critique pour it = 0, notée T?. La convergence est
trés rapide et 'approximation Nyax = 5 est déji quantitativement largement suffisante.

La valeur limite de cette température, T/TY = 0.076 est en bon accord avec les
résultats de Matsuo et coll. [79].

Pour chaque valeur de Np,yx, il est en principe possible d’écrire une expression
analytique pour gop méme si celles-ci deviennent rapidement intraitables. Dans
I'approximation la plus simple ot Npyax = 1, on obtient simplement :

, @ —Q? -1/2
go = (1 + 2A7 @t Q2)2> . (4.40)
Cette expression est correcte jusqu’au second ordre en A et prédit ainsi la bonne
ligne d’instabilité FFLO. Par ailleurs, elle donne le bon comportement qualitatif
pour la transition FFLO du premier ordre (voir figure 4.1) méme si elle prédit un
changement d’ordre de la transition pour 7/T2 = 0.195 au lieu de T'//T? = 0.076.
De facon plus générale, pour Npax fixé, ’expression analytique donnant gg est
correcte jusqu’a l'ordre 2Np,x en A. On peut donc voir notre méthode numérique
comme une sorte de développement en A de ’énergie. La disparition des problémes
liés & 'annulation des coefficients (voir la sous-section 3.1.4 ) vient de ce que les
différents termes du développement proviennent eux-mémes de resommations qui
sont automatiquement effectuées dans ce formalisme.

Remarque sur l’intégration angulaire de g

L’intégration angulaire sur € de l’équation (4.35) peut se récrire comme une
intégrale sur u = cos 6 variant de —1 & 1. Numériquement, on constate que la forme
de gy en fonction de u devient de moins en moins lisse lorsque w tend vers zéro.
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Les poles de go(u), la variable u étant prolongée dans le plan complexe, sont exclus
de ’axe réel pour w > 0 comme on le voit par exemple dans I’équation (4.40). Ces
poles tendent néanmoins vers I’axe réel lorsque w tend vers zéro. Ce comportement
explique la forme de plus en plus accidentée de go(u) pour des petites valeurs de w.
Il est vraisemblablement lié & la singularité a température nulle de 1’énergie libre
qui conduit aux multiples changements de signe dans le développement en A de
cette énergie (voir la sous-section 3.1.4). L’intégration numeérique sur « fait donc
disparaitre la singularité et donne un formalisme qui converge sans accident vers
la solution. Ceci se fait cependant au prix d’une intégration angulaire qui peut étre
lourde numériquement & basse température, c’est-a-dire quand les petites valeurs
de w interviennent.

4.2.3 Ajout d’une harmonique au paramétre d’ordre

On a supposé dans ce qui précéde que le parameétre d’ordre au niveau de la
transition FFLO du 1" ordre est trés proche d’un cosinus comme c’est le cas prés
du point tricritique. Cette hypothése correspond & effectuer un développement de
Fourier du parameétre d’ordre dont nous n’avons gardé dans la forme (4.27) que
le fondamental.

Afin de vérifier la validité de notre hypothése, nous allons ajouter la premiére
harmonique non nulle du développement de Fourier du paramétre d’ordre. Nous
montrerons que cette modification de la forme du paramétre d’ordre ne change
pas notablement les résultats sur la transition FFLO. En particulier, I’amplitude
de 'harmonique reste toujours petite.

Le paramétre d’ordre a maintenant la forme suivante :

A(r) =2A;cos(q-r) +2A3cos8(3q - r). (4.41)

Inversion matricielle

On revient aux équations reliant les coefficients des séries de Fourier donnant
f, fT et g. Les équations (4.33) se généralisent en :

A A
Gn = —H(n=1)Dn1+ (n+1)Dypa] + —2[(n —3) Dy + (1 + 3) D),
Al A3
Dn = T =5 7 o \Un— n — —95 |, /_ o \YUn— n . 4.42
@2 + (’I’LQ)2 (G 1+G +1) @2 + (TLQ)2 (G s+G +3) ( )

On a toujours G,, # 0 pour n pair et D,, # 0 pour n impair ainsi que les symétries
G, =G_, et D, = D_, si bien que 'on peut se restreindre ici aussi aux n > 0.
La relation de normalisation est toujours donnée par 1’équation (4.34).
Sachant que Gy = 1, on peut récrire les équations (4.42) sous la forme com-
pacte matricielle :
D, -4
G2

D3 —

M| T = 3 (4.43)
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avec d’une fagon générale : M(n,n +1) = Ay, M(n,n £ 3) = A3, M(n,n) =
[LDZ + (nQ)Z] pour n pair strictement positif; M(n,n) =n, M(n,n+1) = —(n=+
1)A1, M(n,n +3) = —(n + 3)A3 pour n impair positif. Les exceptions & ces
formules générales sont M(1,2) = A; + Az et M(2,1) = —A; + As. M est une
matrice infinie et on cherche une solution de ce systéme qui soit normalisable. On
va donc procéder, comme dans la sous-section précédente, & une approximation
consistant & annuler tous les coeflicients au-dela de 'ordre Npyax. La matrice M
est alors de dimension finie et on peut l'inverser numériquement afin de déterminer
les coefficients non nuls et d’en déduire la valeur de gg.

On généralise aisément la formule donnant 1’énergie libre ainsi que 1’équa-
tion du gap. Sa projection sur ’harmonique 3q donne notamment l'expression
suivante :

Azln (Z> = 27rtZ [/ dQRef3(A1, A3, G,0,w,) — A3 . (4.44)
S

T, w
C TLZO F n

Résultats comparatifs

On compare les résultats de la maximisation de la température avec Ag # 0
et avec Az = 0, c’est-a-dire avec et sans harmonique. Les résultats sont présentés
dans les figures 4.2.

On déduit de cette étude qu’a proximité de la transition, méme si celle-ci est du
premier ordre, les harmoniques du paramétre d’ordre restent de faible amplitude et
peuvent étre négligées dans 1’étude de la transition. On retrouve ainsi un résultat
de I’étude du voisinage du point tricritique que l'on étend & toute température et
pour un paramétre d’ordre unidimensionnel.

4.2.4 Conclusion

Nous avons détaillé dans cette section une méthode de développement de Fou-
rier des équations quasiclassiques d’Eilenberger afin d’étudier la transition FFLO
vers une phase inhomogéne unidimensionnelle. On détermine ainsi un ensemble de
solutions approchées des équations quasiclassiques qui converge trés rapidement
vers la solution exacte normalisée. Le parameétre d’ordre est lui-méme développé
en série de Fourier et on montre que le mode fondamental, correspondant a un
cos(q - r), est suffisant pour décrire quantitativement la transition.

On trouve une transition du 1 ordre qui devient du 2" ordre en dessous de
T/T? = 0.076, conformément aux résultats de Matsuo et coll. [79]. Sachant que la
transition FFLO & température nulle est du 1° ordre pour de nombreuses formes
du parameétre d’ordre [72], il est nécessaire d’étendre le développement de Fourier
& des parameétres d’ordre tridimensionnels si ’on veut étudier le régime des basses
températures.
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F1G. 4.2: Différences entre le calcul simplifié ot le parameétre d’ordre est un simple cos(gz)
et le calcul ot 'on a ajouté une harmonique et ot le paramétre d’ordre est de la forme
(4.41). Le dernier graphe donne le résultat pour 'amplitude de ’harmonique Aj en
fonction de la température.
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4.3 Somme de cosinus dans deux, trois ou quatre di-
rections

Le principe de développement des fonctions f et g en séries de Fourier peut se
généraliser a des formes plus complexes du paramétre d’ordre comme la somme
de plusieurs cosinus. Prolongeant les conclusions au voisinage du point tricritique
de la section 3.1, nous allons & nouveau faire ’hypothése que les harmoniques sont
petites (on le vérifiera pour la somme de deux cosinus) et qu’on peut les négliger
dans I’étude de la transition FFLO. Le paramétre d’ordre appartient alors au
sous-espace LO défini dans la section 3.1.

De méme, on va se restreindre au cas particulier symétrique oul les poids
des différents cosinus ainsi que leurs périodes spatiales sont égaux. Il est tout
a fait possible numériquement d’étudier le relachement de ces contraintes, c’est-
a-dire d’étudier la possibilité d’avoir des poids inégaux pour les cosinus ou des
vecteurs d’onde de modules différents. Les calculs numeériques correspondant que
nous avons menés, quoique non exhaustifs, sont tels que les solutions symétriques
sont toujours plus favorables. Par exemple, dans le cas d’'une somme de deux
cosinus, nous avons choisi un angle entre les vecteurs d’onde de 7/2 ou 7/3 et nous
avons déterminé la ligne de transition (T'/Trrro) en fonction de la température,
en minimisant de facon indépendante les poids des deux cosinus. Dans les deux
cas, nous avons obtenu que la forme optimale correspond a des poids égaux.
Ces résultats sont d’ailleurs en accord avec les conclusions de notre étude de
la transition FFLO & 2D (voir la section 3.2) ainsi qu’avec les conclusions du
voisinage du point tricritique (voir la section 3.1).

Cette section est organisée de la maniére suivante : on commence par expli-
quer la construction des solutions approchées aux équations d’Eilenberger pour
un paramétre d’ordre qui est la somme de deux cosinus. On étudie ensuite la
variation de la ligne de transition en fonction de ’angle entre les deux cosinus
puis la modification de cette ligne lorsqu’on ajoute des harmoniques a la forme
du paramétre d’ordre. On étend finalement cette construction & des paramétres
d’ordre qui sont la somme de trois ou quatre cosinus de facon a déterminer les
phases les plus stables énergétiquement a basse température.

4.3.1 Formalisme pour deux cosinus

Le parameétre d’ordre a la forme suivante :
A(r) = 2A; [cos(qy - ) + cos(qe - )], (4.45)

avec |qi| = |qa| = g, leurs directions étant a priori différentes. Les développements
en séries de Fourier des fonctions de Green f et g s’écrivent alors naturellement :

f(r)= Z fnl’mei(mm—l-nz(h)-r’ ) = Z fr—zi_l,ngei(nIQI+n2QQ)'r,

ni,n2 ni,n2

g(r) = Z 9n, n26i(n1q1+n2q2)-r,

ni,n2

(4.46)
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et les coefficients dépendent maintenant de deux indices ni et mo. La suite est
semblable au cas d’un seul cosinus. La substitution des développements (4.46)
dans les équations d’Eilenberger donne un systéme d’équations couplant les dif-
ferents coefficients. On introduit dp, ny, = (fryns — fiiy n,) /21 de fagon a écrire le
systéme sous la forme :

d{n} = _%(gn1l,nz + Ini+1ns T 9nina—1 + gnl,n2+1)a (4-473)

9{n} = i(dn1,17n2 + dn1+1,n2 + dnl,nzfl + dn1,n2+1)’ (4'47b)

r({n})

ou {n} désigne le doublet (ni,n2), @ = w —i et K({n}) = k- (n1@ + n2@2). On
choisit les axes de telle sorte que q; soit le long de I’axe x et qo dans le plan (z,y) et
faisant un angle o avec q;. On a alors k({n}) = g (n1 cos(¢) + nacos(¢ — «)) sinb;
0 et ¢ sont les angles donnant la direction du vecteur k sur la surface de Fermi.

Comme dans le cas unidimensionnel, on se restreint aux solutions de (4.47a) et
(4.47b) telles que d{n) = 0 pour ny + n2 pair et gy} = 0 pour n; + ng impair. On
peut donc attribuer aux noeuds d’un réseau carré paramétrés par les entiers nq et
no les valeurs des coefficients réels dy,, et g;,) selon que n1 + ngy est respective-
ment impair ou pair. Les équations (4.47a) et (4.47b) couplent ainsi chaque site &
ses plus proches voisins. Il y a par conséquent une analogie formelle entre la réso-
lution de ce systéme et celle d’une équation différentielle discrétisée sur un réseau.
Dans le cas d’un seul cosinus dans la forme du parameétre d’ordre, le réseau est
unidimensionnel. Si ’on a trois cosinus, le réseau sera tridimensionnel, etc. Cette
équivalence & un probléme sur réseau peut donc se généraliser & n’importe quelle
somme de cosinus, la taille des matrices et la difficulté de la résolution numérique
augmentant fortement avec le nombre de cosinus.

A Tinstar du simple cosinus, on pose :

dimy = K({n})Dinyg0, (4.48)
9y = Gmy90, (4.49)
avec, par exemple, Gy = 1. On obtient le systéme :

[(112 + I€2({’n})] D{n} + Ay Z G{ni} =0,
{ni}ppv{n}

—6({n}) Gy + A1 Y K({ni}) Dy =0,

{ni}ppv{n}

(4.50)

qui peut aussi s’écrire sous forme matricielle ot ’on ordonne les coefficients suivant
la valeur de |ny + ng| (la suite des coefficients dessine dans le réseau une spirale
sortante centrée sur l'origine).

D’une fagon générale, le systéme d’équations (4.50) posséde plusieurs solutions
linéairement indépendantes mais une seule solution, qui est la solution physique,
est normalisable, c’est-a-dire que les valeurs des coefficients correspondant sont
rapidement décroissantes loin du centre. Comme pour le cas unidimensionnel,
on s’attend & ce qu’une coupure brutale annulant tous les coefficients au-dela
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FiG. 4.3: Exemple de restriction du domaine étudié pour Ny,.x = 3. Les différents cercles
représentent les noeuds du réseau, le carré indique la limite entre les coefficients nuls (&
Pextérieur du carré, en gris) et les coefficients non nuls. Les symétries sur G et D per-
mettent ensuite d’écrire un systéme d’équations fermé sur les points blancs. Les nombres
indiquent l'ordre utilisé dans I’écriture matricielle du systéme (4.50).

d’une certaine distance & ’origine nous donne une solution proche de la solution
normalisable, d’autant plus proche que la coupure est effectuée & grande distance.
On note Npax cette coupure avec Gy, n, = 0 et Dy, 5, = 0 pour |n;+n2| > Npax.
On se restreint de cette maniére dans le réseau aux points situés a l'intérieur
d’un carré de demi-diagonale Np,x. Par ailleurs, on peut utiliser les symétries
G_ni,—no = Gnyms € D_p, _p, = Dy, 5, afin de se restreindre encore au domaine
présenté figure 4.3. On note D ce domaine. Une fois la matrice inversée, on calcule
go selon :

-1/2
go = (1 +23 GHy +2) [0 — Kk ({n})] Dfn}> : (4.51)
D D

4.3.2 Résultats pour deux cosinus
Passage d’un cosinus a deux cosinus

La méthode pour trouver la position de la transition FFLO est la méme que
dans le cas d’un seul cosinus. L’énergie réduite en unité de ji? est notamment
donnée par :

2 _onm (L +2tZ/+oSl /dQR ( Q¢)—1+% (4.52)
5 = 1 T. ™ w . egolw, ), 2| .

n>0 Y Wn

On calcule la position de la transition pour différentes valeurs de I'angle a entre
0 et 7/2, voir figure 4.4. On rappelle que « est 1’angle entre les vecteurs d’onde
Q1 et Qo. Par construction du paramétre d’ordre, on a la symétrie a« - 7 — « si
bien que seules les valeurs de a comprises entre 0 et 7/2 sont pertinentes. Selon la
température, I’état de plus basse énergie est soit 1la forme planaire ol le parameétre
d’ordre est un simple cosinus, soit une somme de deux cosinus dans deux directions
orthogonales. La transition entre les deux se fait de fagon discontinue et sans états
intermédiaires pour T ~ 0.154T et les états d’angles différents de 7/2 ne sont
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F1G. 4.4: Lignes de transition pour différents angles. o # 0 correspond & un angle trés
petit mais non nul. @ = 0 correspond & un seul cosinus.

jamais les états de plus basse énergie. On note que la limite @ — 0 ne redonne
pas les résultats de la forme unidimensionnelle & un seul cosinus. On a déja vu cet
effet au voisinage du point tricritique : la séparation de deux fréquences spatiales,
méme infinitésimale, modifie I’énergie d’une quantité finie. On peut voir cet effet
simplement dans la moyenne spatiale de la somme au carré de deux cosinus :
([cos(q1x) + cos(gax)]?) = 1484y 40, () désignant la moyenne spatiale. Le résultat
est singulier pour ¢ = ¢o.

Sensibilité a la valeur de Ny«

Le calcul exact nécessite de choisir Ny, infini ce qui est impossible d’un
point de vue pratique. On calcule donc la ligne de transition pour @ = 7/2 et
pour différentes valeurs de Npax, voir figure 4.5, afin d’étudier la convergence
de la méthode. Le temps de calcul est d’autant plus long que Npax est grand
et un calcul au-deld de Np,x = 5 n’est pas vraiment envisageable. On constate
toutefois que Npax = 3 est déja largement suffisant pour déterminer la position de
la transition. La solution approchée, pour N,y fini, converge donc plus vite vers
la solution exacte que dans le cas d’un seul cosinus méme si les temps de calcul sont
sensiblement plus longs. Il faut en effet effectuer une double intégration angulaire
(sur @ et ¢) et le nombre de coefficients pour un Ny, donné augmente rapidement
avec le nombre de cosinus.

Les figures 4.6 donnent ’amplitude du paramétre d’ordre ainsi que le vecteur
d’onde optimal en fonction de la température pour différentes valeurs de Nyax.
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Harmoniques pour deux cosinus

On va vérifier dans ce paragraphe que les harmoniques du paramétre d’ordre
n’ont pas d’effet significatif sur la description de la transition FFLO; ceci dans
le cas de la somme de deux cosinus. Le formalisme développé pour la somme de
deux cosinus peut se généraliser sans difficulté au cas d’un paramétre d’ordre de
la forme :

A(r) = 2A1 [cos(qy - T) + cos(qq - r)] + 2A3 [cos(3qy - r) + cos(3qz - r)], (4.53)
ou Aj est 'amplitude des premiéres harmoniques non nulles du paramétre d’ordre.
Dans I'image géométrique du réseau, voir figure 4.3, les termes en Ag couplent les

noeuds du réseau distant de 3 unités suivant les directions des deux axes. On note
ppv3 ce couplage (ppvl correspondrait simplement aux plus proches voisins), on
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F1G. 4.5: Lignes de transition pour différentes valeurs de Np,ax. La ligne pleine correspond
A Nmax = 3, les ronds noirs @ & Ny, = 4 et les losanges blancs ¢ & Nyax = 5. Les résultats
pour Npax = 4 et Npax = 5 sont indistinguables.
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FiG. 4.6: Calculs pour différentes valeurs de Nyax de amplitude A4 et du vecteur d’onde
optimal §. Nimax = 3 : ligne pleine ; Nyax = 4 : ronds noirs; Npmax = 5 : losanges blancs.
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obtient le systéme :

[(IJ? 4 52({'@})] D{n} + A4 Z G{ni} + Az Z G{ni} =0,

{ni}ppv{n} {n;}ppv3{n}

—6({n})Gmy+ A1 Y. &{ni})Dpny+A43 Y. k({ni})Dpy =0,
{ni}ppv{n} {n;}ppv3{n}
(4.54)

et go est toujours donné par (4.51). On compare figure 4.7 les résultats sans
harmonique (résultats précédents avec Az = 0) et les résultats avec harmoniques
(A3 #0).

On constate, a l'instar du cas unidimensionnel, que I’amplitude des harmo-
niques est faible et qu’elle modifie peu les résultats sans harmoniques. On confirme
ainsi I'approche initiale selon laquelle les solutions d’énergie minimale au voisinage
de la transition sont proches de sommes finies de cosinus.

4.3.3 Formalisme et résultats pour trois cosinus

Le paramétre d’ordre a la forme suivante :
A(r) = 2A¢[cos(qy - r) + cos(qq - r) + cos(qs - r)], (4.55)

avec |qi| = |q2| = |a3] = §. Le cas a trois cosinus n’est pas bien différent du
cas & deux cosinus. Les coefficients de Fourier dépendent maintenant de trois
entiers si bien que le passage sur réseau se fait dans un espace a trois dimensions.
Ceci étant précisé, les équations sur les coefficients sont aussi données par le
systéme (4.50) avec les définitions suivantes : {n} représente le triplet (ni,n2,n3),
k({n}) = k- (n1Q1 + n2q2 + n3qs). On choisit les axes de telle sorte que q; soit
suivant l'axe x, Q2 est dans le plan (z,y) et faisant un angle a avec qq, la direction
de q3 est donnée par les angles 03 et ¢3. On a alors

k({n}) = g[nisinfcos ¢ + nysinf cos(¢ — )

4.56
+ n3 (cos 0 cos O3 + sin @ sin O3 cos(¢ — ¢3))]. (459

Le nombre de plus proches voisins est maintenant de 6 (dans un réseau a trois
dimensions) et on limite le nombre de coefficients en annulant tous les coefficients
tels que [nq1 4+ n2 + n3| > Nmax. On se restreint ainsi a l'intérieur d’un cube de
demi-diagonale Nmax. Ici encore, on peut utiliser la parité des coefficients Gy, et
Dy afin d’écrire des équations fermées sur le sous-réseau défini par :

n1 >0 ou (=0 et n2>0) ou (=0 et nyo=0 et nzg>0).
(4.57)
Les calculs numériques sont les mémes que pour deux cosinus. L’énergie libre
réduite est donnée par

2
%:3A%ln< )+27rtZ/ /SdQ [RegowQng) 1+£ , (4.58)

n>0
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FiG. 4.7: Différences entre le calcul simplifié ou le paramétre d’ordre est une somme
de deux cosinus orthogonaux et le calcul ot 'on a ajouté les premiéres harmoniques.
Le dernier graphe en bas montre le résultat pour ’amplitude des harmoniques Az en
fonction de la température.
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F1G. 4.8: Position de la transition du premier ordre entre ’état normal et 1’état condensé
inhomogeéne (phases FFLO) pour différentes structures du parameétre d’ordre.

et go se calcule toujours selon I’équation (4.51).

Notre exploration numérique de la position de la transition FFLO en fonction
des directions des trois cosinus nous a montré que le systéme se comporte, a basse
température, comme g’il y avait une interaction répulsive entre les différentes di-
rections des vecteurs d’onde du paramétre d’ordre, chaque cosinus correspondant
4 deux vecteurs d’onde opposés. Nous avons étudié par exemple la somme de trois
cosinus dont les poids sont égaux, dont les directions ont la symétrie d’'un rhom-
boédre mais dont ’angle les séparant peut varier. La forme qui donne la ligne de
transition la plus favorable & basse température est celle oul les trois cosinus sont
orthogonaux. L’énergie du systéme augmente dés lors que l'on rapproche deux
cosinus. Cet effet est déja celui constaté & basse température pour la solution
a deux cosinus ou 1’état d’énergie minimale est réalisé lorsque les directions des
cosinus sont orthogonales (a = 7/2).

Cette répulsion effective entre vecteurs d’onde nous a conduit a effectuer des
calculs numeériques sur la solution symétrique ou les trois directions des cosinus
sont orthogonales. Ceci correspond & q; suivant z, Qo suivant y et g3 suivant z.
C’est la forme qui minimise V’effet de ces ‘forces’ répulsives.

Résultats numériques

La figure 4.8 présente la comparaison entre les solutions symétriques & un
cosinus, deux cosinus et trois cosinus en fonction de la température. A mesure
que la température décroit, la solution de plus basse énergie est d’abord le simple
cosinus, puis la somme de deux cosinus, pour étre finalement la somme de trois
cosinus. Les transitions entre structures sont discontinues pour 7' =~ 0.1547,
et T ~ 0.087,. Les autres résultats concernant la solution & trois cosinus sont
présentés dans les figures 4.9 et 4.10. On constate que la coupure pour Npyax = 3
est suffisante pour calculer les caractéristiques de la transition.
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F1G. 4.10: Amplitude A; et vecteur d’onde optimal ¢ en fonction de la température.

4.3.4 Somme de quatre cosinus

Notre méthode est généralisable & un nombre quelconque de cosinus. Toutefois
la complexité des équations que l'on doit résoudre numériquement augmente trés
vite avec le nombre de cosinus. Nous avons vu qu’a basse température la solution
& trois cosinus est plus stable que la solution a deux cosinus, elle-méme plus
stable que la solution & un cosinus. Il est par conséquent naturel d’envisager un
scénario ol augmenter encore le nombre de cosinus, & 4, 5, 6 ou plus, conduit &
des structures encore plus stables. C’est le cas & 2D, comme nous ’avons vu dans
la section 3.2, ou, lorsque la température tend vers zéro, on obtient une cascade
de transitions entre des formes du paramétre d’ordre ayant de plus en plus de
cosinus.

Pour étudier cette éventualité & 3D, nous avons regardé la transition vers
un paramétre d’ordre qui est la somme de quatre cosinus dont les directions sont
symétriquement réparties vers les sommets d’un cube et dont les poids sont égaux.
Cette structure est telle que ’angle entre les directions de deux cosinus les plus
proches est toujours de 70.5°.

La méthode de résolution des équations d’Eilenberger est similaire & ce qu’on
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a fait pour trois cosinus. Le paramétre d’ordre a la forme suivante :
A(r) = 2A; [cos(q1 - r) + cos(qa - T) + cos(qs - r) + cos(qa - )], (4.59)

avec |q1| = |qz| = |as| = |a4| = g. Les coefficients de Fourier dépendent de quatre
entiers si bien qu’on retrouve les équations (4.50) dans un espace de dimension
4, avec {n} = (n1,n2,n3,n4) et k({n}) = k- (n1q1 + n2qz + n3q3 + n4qs). On
cherche comme précédemment une solution approchée en annulant les coefficients
au-dela d’un certain rang Npax (|71 + no + ng + 14| > Npax). L'énergie réduite
est donnée par :

%—4A21n< >+27rt2/ /SdQ [Regow Q,0, ) — 1+g], (4.60)

n>0

et go par

—1/2
go = (1 +2) Gy +2) [0 — w2 ({n})] Dfn}> : (4.61)
D D

Laligne de transition pour cette forme du paramétre d’ordre est représentée figure
4.11 on le calcul a été effectué avec la solution approchée Npax = 3. On suppose
que cette approximation est suffisante. On constate que cette forme du paramétre
d’ordre ne donne jamais la solution de plus basse énergie méme & trés basse tem-
pérature. Ce résultat semble aller dans le sens de I’étude récente de Bowers et
Rajagopal [72] qui prédit qu’augmenter le nombre de cosinus stabilise la phase
condensée jusqu’a un nombre optimal de cosinus. Au-deld de ce nombre optimal,
qui est 4 pour Bowers et Rajagopal et qui serait 3 pour nous, ’énergie augmente

1.04 , ,
. A(r) = 2A0 cos(qw
1.035 -, A(r) = 2A¢ [cos(gz) + cos(qy)] ----- -
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F1G. 4.11: Comparaison entre la forme du paramétre d’ordre appelée cube et donnée par
(4.59) ou les directions des vecteurs d’onde pointent vers les sommets d’un cube, et les
trois formes orthogonales & 1, 2 et 3 cosinus, dans le calcul de 1a ligne de transition FFLO.
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& nouveau lorsqu’on augmente le nombre de cosinus. Il semble important de souli-
gner a ce stade que ’étude de Bowers et Rajagopal n’est pas quantitative comme
la notre. Elle suppose que 'on peut décrire la transition avec un développement
de D’énergie libre en fonction du paramétre d’ordre, comme dans la théorie de
Ginzburg-Landau, ce qui se justifie parfaitement pour une transition du second
ordre mais pas pour une transition du premier ordre. Leurs prédictions sont par
conséquent indicatives méme si elles permettent probablement une bonne com-
préhension de la physique sous-jacente. Nous proposons dans la sous-section 4.4.2
de résoudre cette contradiction sur la forme de la structure optimale entre nos ré-
sultats et les prédictions de Bowers et Rajagopal dans 1’esprit des considérations
phénoménologiques de la section 3.3.

A la lumiére de nos résultats a 2D, il apparait naturel que ’augmentation du
nombre de cosinus dans la forme du paramétre d’ordre soit défavorable au-dela
d’un certain nombre. En effet, la cascade & 2D est liée au fait que I’énergie libre
soit non analytique & température nulle alors qu’a 3D il n’y a pas de probléme de
non analyticité.

4.4 Compétition entre phases a basse température

On revient dans cette section sur I’étude de la compétition entre les différentes
formes du paramétre d’ordre & basse température. Cette étude est particuliére-
ment intéressante car elle permet la comparaison avec des approches cherchant
& décrire directement 1’état fondamental du systéme. Nous commencerons par
examiner les réponses que fournissent les solutions approchées Np.x = 1. Nous
verrons ensuite comment expliquer nos résultats de la section 4.3 dans le cadre des
considérations phénoménologiques de la section 3.3, ol 'on cherche & raisonner
sur la structure de ’appariement.

4.4.1 Solutions approchées avec N, =1

Les solutions approchées calculée avec Ny = 1 ont le grand avantage de
donner une expression analytique simple pour gg. Pour un seul cosinus, elle est
donnée par I’équation (4.40) et on peut évidemment la généraliser & la somme de
n cosinus de poids A;. On obtient :

n ) o2 — (qu)Q —-1/2

ou les q; sont les vecteurs d’onde des cosinus. Le traitement numérique de ce type
de solution est beaucoup plus simple que pour les solutions approchées d’ordres
supérieurs ce qui permet un traitement plus systématique de la recherche des
formes qui minimisent ’énergie.

Les question plus fondamentales de la validité de cette approximation et de sa
pertinence qualitative sont bien siir essentielles. On a vu que pour un parameétre
d’ordre sinusoidal et unidimensionnel, la solution approchée Np,x = 1 donne le
bon comportement en fonction de la température mais n’est quantitativement
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pas trés bon. Pourtant, a basse température et pour des structures a 2, 3 et 4
cosinus, la solution Ny« = 1 est relativement proche du comportement exact. On
le constate sur les figures 4.12. La compétition entre ces phases n’est pas toutefois
pas convenablement reproduite puisque la phase cube se retrouve plus stable que
la phase & deux cosinus (contrairement au calcul plus précis de la figure 4.11). On
le voit sur la figure 4.13. La phase la plus stable reste malgré tout la phase a trois
cosinus.

Par ailleurs, on retrouve pour les solutions approchées telle que Nyax = 1 les
principes généraux qui minimisent 1’énergie a basse température : les directions
des ondes planes qui forment le paramétre d’ordre ont tendance & se repousser.
On obtient ainsi des formes symétriques, les poids des différentes ondes planes
tendent vers une méme valeur, tout comme les normes des vecteurs d’onde.

L’approximation Npyax = 1 est donc trés commode pour une exploration rapide
du probléme de minimisation de I’énergie. Elle donne une idée plutdt correcte de
la compétition entre les différentes structures du paramétre d’ordre. Cependant,
on ne peut pas s’y fier complétement. Tout d’abord parce que les prédictions sur la
position de la transition FFLO sont quantitativement incorrectes. Ensuite parce
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F1c. 4.12: Figure du haut : position comparée de la ligne de transition FFLO pour deux
et trois cosinus entre le calcul exact (3 cosinus : ligne pleine, 2 cosinus : ligne tiret-points)
et le calcul approché tel que Npax = 1 (3 cosinus : tirets , 2 cosinus : ligne pointillés).
Figure du bas : méme chose pour la solution cube entre le calcul pour Nyax = 3 (points
noirs) et le calcul pour Npmax = 1 (ligne pointillés).
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FiG. 4.13: On compare, dans le cadre de I'approximation Nyax = 1, les formes & trois
cosinus et & deux cosinus avec la forme symétrique a quatre cosinus appelée cube.

que certaines prédictions peuvent aussi se révéler qualitativement incorrectes en
changeant par exemple les conclusions concernant la comparaison de deux struc-
tures du parameétre d’ordre.

4.4.2 Appariement sur la sphére de Fermi

On revient maintenant sur les considérations physiques de la section 3.3 que
I’on va chercher & relier & nos résultats exacts pour les lignes de transition FFLO
ainsi qu’aux conclusions de Bowers et Rajagopal [72]. A température nulle, I'image
physique heuristique de 'appariement est la suivante : lorsque 'amplitude du
parameétre d’ordre tend vers zéro, on associe & chaque vecteur d’onde présent
dans la forme du paramétre d’ordre un cercle sur la surface de Fermi. Ce cercle,
dont l'ouverture angulaire & température nulle est ¥y ~ 67.1°, correspond a une
zone privilégiée d’appariement juste au voisinage de la surface de Fermi. La forme
d’énergie minimale (c’est-a-dire la forme du paramétre d’ordre correspondant &
l’état fondamental) s’obtient & ’aide des principes suivants :

e pour que 'appariement soit le plus efficace possible, il faut augmenter le
nombre de cercles sur la surface de Fermi, donc augmenter le nombre d’ondes
planes.

e d’un autre coté, le croisement entre deux cercles est trés fortement défavo-
rable énergétiquement.

Ces deux principes permettent de comprendre les résultats a température nulle de
la figure 4.11. Pour minimiser I’énergie, on augmente le nombre de cosinus, donc
le nombre d’ondes planes, dans la forme du parameétre d’ordre, jusqu’a ce que la
surface de Fermi soit couverte de cercles disjoints. L’augmentation du nombre de
cosinus devient défavorable dés lors que cela entraine le croisement d’au moins
deux cercles sur la surface de Fermi.

Lorsque les cercles ne se croisent pas, il semble y avoir une interaction effective
entre eux, répulsive a petit angle et attractive a plus grand angle. Cette interaction
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effective est apparente dans la forme de la fonction J(a) aussi bien a 3D, voir
figure 2.3, qu’a 2D, voir figure 3.5. Elle peut expliquer le fait que les directions
des vecteurs d’onde tendent & choisir des formes symétriques afin de minimiser
I’énergie.

Cette image des cercles sur la surface de Fermi semble bien décrire la situa-
tion physique lorsque la transition est du second ordre. Nous avons pu dans la
section 3.3 expliquer ainsi la cascade & basse température. De méme, Bowers
et Rajagopal, qui font comme si la transition était du second ordre et utilisent
une approche de type Ginzburg-Landau, peuvent expliquer leurs résultats avec ce
type de raisonnement intuitif. En particulier, la taille angulaire des cercles étant
de 99 ~ 67.1°, on peut placer 9 cercles disjoints de cette taille sur la surface de
Fermi. Préférant la forme & 8 ondes planes (notre solution cube) qui est plus sy-
métrique, leur conclusion est que la solution & 8 ondes planes est énergétiquement
la plus favorable & température nulle, résultat qu’ils obtiennent aussi & partir de
leur étude de l'énergie de Ginzburg-Landau.

A 3D, la transition est du premier ordre et ’'amplitude du paramétre d’ordre
est non nulle. Nous avons vu (section 3.3) dans le cas de 'onde plane de Fulde-
Ferrell que cela revenait & épaissir le cercle, celui-ci devenant un anneau d’épais-
seur 2A. Les anneaux s’épaississant, ils prennent plus de place sur la surface de
Fermi ce qui semble expliquer ® pourquoi nous trouvons, & température nulle,
une forme & trois cosinus pour la structure de plus basse énergie plutot que la
forme cube de Bowers et Rajagopal. Cette derniére structure devient méme fran-
chement défavorable énergétiquement puisqu’elle correspond & une intersection
entre anneaux.

4.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la transition FFLO du premier ordre & 3D,
a I'aide d’un développement de Fourier des équations quasiclassiques d’Eilenber-
ger. Notre premiére conclusion est que cette transition est faiblement du premier
ordre conformément & ce que nous avions trouvé au voisinage du point tricritique
(voir page 73 au chapitre 3). Par faiblement du premier ordre, on entend plusieurs
choses. Tout d’abord la température critique de transition est trés proche de ce
qu’elle serait si la transition était du second ordre, c’est-a-dire que T'/Trrro est
proche de 1, comme on le constate sur les figures 4.1, 4.4, 4.5, 4.8 et 4.11.

Ensuite ’amplitude du paramétre d’ordre n’est pas importante sans étre vrai-
ment négligeable ce qui a de nombreux effets sur les caractéristiques de la tran-
sition. En particulier, la physique de 'appariement FFLO, qui privilégie une
norme optimale pour les vecteurs d’onde apparaissant dans la forme du para-
meétre d’ordre, reste largement pertinente. Méme si la transition est du premier
ordre et que les équations décrivant la phase condensée sont non linéaires, la faible
amplitude du paramétre d’ordre est telle que les non linéarités changent peu la

®la taille angulaire des cercles est de 67.1° comparée & une distance angulaire entre ondes
planes, dans la forme cube, de 70.5°. L’épaississement des anneaux conduit donc assez rapidement
4 leur enchevétrement.
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forme du parameétre d’ordre par rapport & une transition du second ordre 6. Les
harmoniques sont par conséquent toujours négligeables et les fréquences spatiales
fondamentales ont une norme de l’ordre du vecteur d’onde optimal FFLO (voir
figures 4.2 et 4.7). On confirme donc dans ce chapitre pour les basses températures
les conclusions que nous avions obtenues au voisinage du point tricritique sur les
faiblesses des non linéarités (voir encore page 73 du chapitre 3).

La faible amplitude du parameétre d’ordre semble aussi expliquer la rapide
convergence de notre méthode de développement de Fourier des équations quasi-
classiques. En effet, le comportement asymptotique du développement, donné par
I’équation (4.38), montre que notre développement ressemble & un développement
en fonction de I'amplitude du paramétre d’ordre, chaque terme du développement
provenant, en quelque sorte, d'une resommation. Le développement obtenu ne
comporte pas les singularités du développement direct et converge rapidement
pour des petits paramétres d’ordre.

Pour finir, nous avons comparé différentes formes du parameétre d’ordre cor-
respondant & la somme de un, deux, trois ou quatre cosinus. La minimisation de
I’énergie semble favoriser 1’égalité des poids des cosinus ainsi que les normes des
vecteurs d’onde conformément & nos résultats au voisinage du point tricritique. A
basse température, nous avons constaté que les formes symétriques, c¢’est-a-dire
les formes pour lesquelles les directions des vecteurs d’onde sont symétriquement
réparties sur la sphére, sont aussi favorisées énergétiquement. En se déplagant le
long de la ligne de transition entre la température tricritique 7, et la température
nulle, nous avons obtenu pour le parameétre d’ordre de plus basse énergie, une
transition (du premier ordre) entre un et deux cosinus puis entre deux et trois
cosinus, les directions des vecteurs d’onde étant orthogonales pour deux et trois
cosinus.

Nous avons conclu en interprétant de nombreux résultats de nos calculs nu-
mériques a ’aide d’une méthode heuristique basée sur 'image des cercles d’appa-
riement sur la sphére de Fermi.

Son rappelle que, dans le cas d’une transition du second ordre, le paramétre d’ordre est une
somme d’ondes planes dont les vecteurs d’onde ont la méme norme.



Conclusions et perspectives

On s’est intéressé aux résultats de la théorie BCS la plus simple en présence
d’une différence dans les potentiels chimiques des deux états de spin de 1’électron.
Les phases de Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov apparaissent alors comme une
adaptation de la phase condensée BCS & cette contrainte qui tend & polariser le
gaz d’électrons. En contrepartie, ces phases sont inhomogenes et elles brisent donc
la symétrie d’invariance par translation. Dans la premiére partie de cette thése,
nous avons donc étudié en détail le voisinage de la ligne de transition entre ’état
normal et les phases inhomogénes FFLO.

Le voisinage du point tricritique, ol apparaissent ces phases FFLO, est propice
& un développement de I’énergie libre et & un traitement théorique dans ’esprit de
I’approche de Ginzburg-Landau. Dans notre cas, 'originalité du développement
de I’énergie est qu’il s’applique aussi & une transition du premier ordre. On a ainsi
mené dans ce domaine une étude analytique de la compétition entre différentes
formes du paramétre d’ordre. On a abouti & un certain nombre de conclusions trés
utiles pour la généralisation & des situations plus complexes ou & des températures
plus basses. On obtient en particulier que la transition est du second ordre & 2D
et que la forme du paramétre d’ordre le plus stable au voisinage de la ligne de
transition est un cosinus.

A 3D, la transition est du premier ordre méme si elle conserve une caractéris-
tique essentielle de I'instabilité FFLO de ’état normal : la sélection de vecteurs
d’onde privilégiés dans les composantes de Fourier du paramétre d’ordre. Ces vec-
teurs d’onde sont situés sur une sphére dont le rayon dépend de la température.
Par conséquent, on trouve que la forme la plus stable est proche d’un cosinus,
c’est-a-dire que ses harmoniques sont trés petites. La transition est elle-méme
faiblement du premier ordre car trés proche de la ligne de l'instabilité FFLO de
I’état normal.

Nous avons poursuivi notre travail a 2D et & plus basse température car la
transition est toujours du second ordre si bien qu'un développement de I’énergie &
la Ginzburg-Landau permet d’étudier la compétition entre phases inhomogénes au
voisinage de la ligne de transition. Nous avons pu mettre en évidence la présence
d’une cascade d’une infinité de transitions entre des formes de plus en plus com-
plexes du parametre d’ordre lorsque la température tend vers zéro. Nous avons
montré le lien entre cette cascade et la non analyticité de I’énergie & température
nulle, elle-méme étant reliée au contact entre surfaces de Fermi dans le mécanisme
d’appariement FFLO.

A 3D et a plus basse température, nous avons montré l'inefficacité d’un dé-
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veloppement de 1’énergie et nous avons dii abandonner une approche purement
analytique. Pour décrire la phase condensée, nous avons mis au point une méthode
de résolution des équations quasiclassiques d’Eilenberger basée sur un développe-
ment de Fourier de ces équations. Cette méthode est facilitée au voisinage de la
ligne de transition par la faiblesse des harmoniques dans la forme du paramétre
d’ordre. Nous avons constaté que cette derniére propriété obtenue au voisinage
du point tricritique reste valable & plus basse température. On obtient finalement
une transition faiblement du premier ordre. Pour le paramétre d’ordre donnant la
phase la plus stable, on observe un passage, quand la température tend vers zéro,
entre une forme & un, deux puis trois cosinus orthogonaux, cette derniére forme
semblant étre la phase la plus stable & température nulle.

Les extensions de ce travail et les perspectives d’étude des phases FFLO sont
multiples. Comme nous nous sommes restreints au voisinage de la ligne de transi-
tion entre I’état normal et la phase condensée, on pourrait regarder plus en détail
les compétitions entre phases inhomogénes plus & l'intérieur de la phase super-
fluide. Notre méthode de résolution des équations quasiclassiques peut donner
un cadre a cette étude méme si on peut craindre un allongement des temps de
calcul & cause de 'importance que vont prendre les harmoniques dans la forme
du paramétre d’ordre. Dans cette direction, il serait aussi intéressant de regar-
der la transition entre les phases inhomogénes FFLO et la phase homogéne BCS.
Il est peut-étre aussi possible de généraliser le développement de Fourier & des
développements sur d’autres bases de fonctions.

Dans le cadre des supraconducteurs, un certain nombre d’améliorations peuvent
étre apportées a notre travail. Les effets de liquides de Fermi vont probablement
modifier les conclusions de la compétition entre phases inhomogénes. On peut
aisément les inclure dans les équations quasiclassiques et notre développement de
Fourier sera trés certainement toujours efficace. Au-dela des indications qualita-
tives sur les effets des impuretés, on peut inclure celles-ci plus précisément dans
le traitement théorique et étudier leur influence. Une autre modification consiste
4 prendre des surfaces de Fermi légérement anisotropes pour voir les effets sur les
phases FFLO. Pour finir, il faudrait considérer la compétition entre 1’effet orbital
et effet paramagnétique. On obtient alors une compétition trés riche entre phases
mélant des vortex et des inhomogénéités de type FFLO. Cette problématique est
beaucoup plus ambitieuse et a déja donné lieu de nombreux travaux.

Dans le cadre des atomes froids, les améliorations & apporter a notre travail
sont de nature différente. En particulier, on peut se demander ce que devient la
théorie BCS lorsque l'interaction entre atomes devient forte comme au voisinage
d’une résonance de Feshbach. Il semble que ce sera le cas expérimentalement. 11
y a aussi les effets du piége qui sont importants. Le profil de densité du gaz est
inhomogeéne et c’est aussi le cas pour la différence de densités entre les deux états
hyperfins. Par ailleurs, les phases FFLO sont trés vraisemblablement sensibles
aux conditions aux limites fixées par les bords du gaz et donc a la forme du piége.
Ces problématiques n’ont pour l'instant jamais été considérées dans les travaux
sur les phases FFLO.



Annexe A

Développement de 1’énergie libre

On détaille dans cet appendice le développement de 1’énergie libre dans 'am-
plitude et le gradient du paramétre d’ordre. Dans la sous-section 2.4.1, on montre
comment développer 1’énergie libre en fonction du paramétre d’ordre & partir de
I’équation du gap. On peut appliquer cette méthode afin d’étendre le développe-
ment du paramétre d’ordre a l'ordre 6 en A(r) ce qui donne :

1 1 _ * *
Q=73 [; - J2(IQI)] |Aql? + 2 > B Ji(qr, a2, 93, q4) A% Ag, AL, Ag,
q q1—q2+93=4q4

1 _
+3 > B's(a1,q2,a3,q4, 95, Q6) Al Ag, AL Agu A% Age (11
q1+93+95=q2+94+de

ou Jy et Jy sont donnés par les expressions (2.58) et (2.59). Dans cette expression,
Q est en unités de ji% et les Aq, en unités de ji. Le calcul de Jg donne, quant a
lui :

To({a)io1s) =~ 5 3 GOG(ar ~ Gk - a1+ ) x
k
xG(—k +q1 —q2+ q3)G(k+q5 — q6)G(qs — k). (1.2)

Développement de Jg

Le travail consiste maintenant & développer chacun des termes de I'expression
(1.1) en fonction du gradient du parameétre d’ordre, c’est-a-dire en fonction des
q;. Le premier terme est développé a l'ordre 4 en q. Il est suffisant pour le second
terme qui est déja d’ordre 4 dans I’amplitude du paramétre d’ordre d’effectuer le
développement & ’ordre 2 en q. De méme, le dernier terme est développé a 'ordre
zéro en q. Pour ce dernier terme, ’ordre zéro donne :

T _
Jo({ai} = 0) = == > G*(W)G* (k). (1.3)
0 n,k
On effectue l'intégration sur les vecteurs d’onde au voisinage de la surface de
Fermi : Y, = Ny [ d¢ [ dQ. Le calcul intermédiaire :
+00
/ d¢ _ 3msgn(wp) (1.4)

oo (i — €3 (—iwn, — €3 8@y
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ol Wy = wp, — 44, conduit au résultat :

+00 1

Jo(fai} = 0) = ~SnTRe

n=0

R )
ot l'on a utilisé le fait que 3°7°° _ sgn(wy,)/wh = 2Re Y212 1/@h pour p impair.
Finalement, on trouve ji*Js({q;} = 0) = 3a4(n/T)/8, as(it/T) étant donné par
Iexpression (2.33), ce qui conduit bien au dernier terme de I’équation (2.65).

Développement du terme d’ordre 2 en A
On développe 1/A — Ja(|q|) & l'ordre 4 en q. Les termes d’ordre impair du
développement étant toujours nuls, on les omet dans le calcul. On obtient :
_ 1
Gk)G(q—k) = —— —
(k) G( ) (=i, — &) (iw, — & + 2K)

~ G(k)G(k) + 4x>G (k) G3 (k)
+16x*G (k)G (k) (1.6)

ot l'on a posé k = h?k-q/2m qui peut se récrire kK = [i q-ﬁ, k est le vecteur unitaire
donnant la direction de k sur la surface de Fermi. On utilisera ici et pour la suite,
la notation q pour les vecteurs d’onde adimensionnés selon q = hvr q/2p (voir
notamment (1.26)). L’intégration sur k se fait au voisinage de la surface de Fermi
et se sépare en une intégration sur ’angle et une intégration sur £. L’intégration
angulaire dépend de la dimension. A 3D, elle donne :

- ~ R —2
/deQ = ;ﬂ/dQ(q-k)?:uZ% (1.7)
Akt = it dfz--ll4—-4q—4 1.8
K'Y = [ (Q-k)* =5 3 (1.8)

Les intégrations par parties [déGG® = —(1/2) [dEGPG? et [dEGGS = (1/6)
[ d¢G3G? conduisent finalement au développement suivant :

I \p ra 2B [ e 8 [ as
— k —k) ~ — —_— . (1.
NO§G‘ )G(q—k) /dgGG 5 /d{GG + /d{GG (1.9)
L’ordre le plus bas en q du terme d’ordre 2 en A est 1/A — (T//Ny) Y, [ d¢GG,
c’est-a-dire ag(f, T') défini dans ’équation (2.31).

Pour les ordres suivant en q, on commence par dériver les expressions :

P S @G = ~jal/T) (1.10)
k
a4§on§£G3<k)G3(k> -y (1.11)

en utilisant le méme calcul que pour Jg, les expressions de ag, (2.32), et a4, (2.33),
ainsi que la formule :

/+oo de _ msgn(wn) (1.12)

oo (i@n — € (—iwy — €2 2&3
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Finalement, on effectue la sommation sur les fréquences de Matsubara de I’expres-
sion (1.9) et on obtient, & ’aide des formules (1.10) et(1.11), le développement :

1 1 1
3~ 2lal) = a0 - 320" + zauq’ (1.13)

ce qui correspond bien au terme attendu dans I’équation (2.65).

Développement de Jy

11 reste & développer Jy a 1’ordre 2 en q de facon & faire apparaitre le couplage
entre vecteurs d’onde. A l'ordre zéro en q, 'expression de Js (2.59) se calcule
simplement avec la formule (1.10) et donne (—1/2)aq(/T).

Pour I’ordre suivant, on écrit :

G(k)G(a1 —k)G(k — qi +q2)G(qs — k) =
1 1
(—iwn — &) (iwn — &+ 2k1) (—idy — &+ 2(Kk1 — K2)) (iwn, — € + 2K4) -
G?G? + (4K2 4 4K2 4 4K 1 kg) GG 4 4(k1 — Ko)2G*G?
+4(k1 — Kk2) (k1 + F&4)G3G3

(1.14)
Le terme d’ordre 2 en q de cette expression peut se récrire aprés intégration par

parties des termes [d¢ G*PG*P en [dEG3G3 -

4 _
—3 [2&% + 262 + 26154 4 2(K1 — Ko)? — 3(k1 — ko) (K1 + K4)] G*G®  (1.15)

L’intégration angulaire (1.7) se généralise au cas d’un produit de deux x; :

/ A2 1y = i / a2 (q; - R)(q - k) = p? T (1.16)

Ainsi, si 'on pose :
T =2q} +2q] + 2quas + 2(a1 — @2)* — 3(a1 — @2) - (@1 + aQu), (1.17)

et qu’on utilise la formule (1.11), on montre que le terme d’ordre 2 en q de Jy est

égal a (1/3)(—4/3)(—3/8) Tas (3/T) = (1/6)T aa(i/T).
Notons que I' peut se récrire selon :

=@+ +(qQ+as) - 2@+ a — @) (1.18)

En utilisant la conservation des moments q; + Qs = Qo + Q4, on choisit d’écrire
(Q2+a4) 202+ Q4 —qQ1) = (A2 + Q) (G2 +q3) = (Q2+Q4) Qo+ (Q1 +G3) - q3 =
QB+qz-as +q§+q1 -Q3 ce qui est la formule souhaitée conduisant au développement
final (2.65).
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Annexe B

~

Calcul des fonctions J(a) et J(«)
A 2D

B.1 Calcul de J(«)

La formule générale donnant J(«) est I’expression (2.63), « étant ’angle entre
les deux vecteurs d’onde qi et qo. Précisons que dans le cadre dans lequel on
calcule J(a), les vecteurs d’onde q; et qo ont la méme norme.

L’intégration est effectuée au voisinage de la surface de Fermi. Comme décrit
dans la sous-section 1.3.2, on sépare l'intégration entre une intégration angulaire
et une intégration sur & et on écrit : &kiq ~ &k + M’k - q/m avec k = krk (k est
unitaire). Comme dans I’annexe A, on pose x = A’k - q/2m ce qui peut se récrire
K=puq:- k. Finalement, on a :

- +00 dé
— TER: < /oo Cion —€—2m) iz, —€— 2 — g2 > &Y

ol < --- > désigne l'intégration angulaire [, Sp dQ---. L'intégration de cette ex-
pression sur la variable & est simplement effectuée dans le plan complexe. On
entoure le double péle £ = iw,, en ajoutant le reste du contour a 'infini qui donne
une contribution nulle. On obtient deux contributions qu’on écrit :

. sgn(wn)
J(a) = 2iwT < 12>, 2.2
(@) = 2im zn: iy + 261)2 (2 + 269) | (22)
L’égalité (iwp,)* = —iw;, = iw_, permet de récrire J(a) sous la forme :
1 X 1
J(a) = =T Im < — — +12>. 2.3
(@) 2 nz_% (i@wn, + Kk1)?(idp, + K2) (23)

Si I'on veut étudier le probléme & basse température, il est plus commode de
remplacer la somme sur les fréquences de Matsubara par une intégrale dans le
plan complexe. La méthode est classique : si f(z) est une fonction & valeurs dans
le plan complexe qui décroit suffisamment & ’infini, alors on peut écrire :

4in Ty f(iwn) = /f tanh<2T> (2.4)

n>0
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On part d’un contour C qui entoure simplement les poles iw;, (n > 0) de la fonction
tanh(z/2T') puis on déforme ce contour en évitant les singularités de la fonction
f(2). Les poles de f(z) étant sur I’axe réel, on peut déformer C en un demi-cercle
dont la portion droite est juste au-dessus de I'axe réel et dont la partie courbée est
& l'infini dans le demi-plan supérieur. Cette derniére contribution tend vers zéro
lorsqu’on fait tendre la taille du demi-cercle vers I'infini. On obtient en conclusion :

J(a) = —~Re < / +oo tanh(z/2T) +1e 2> (2.5)

8 \Jooe (z+ii+r1)2(z+ji+ ko)

I'intégration étant effectuée juste au-dessus de ’axe réel. Aprés intégration par
partie, cette expression se simplifie en ! :

1 +oo dz 1
Tle) = _16—TRe </_oo coshQ(z/2T) (z+p—r1)(z+0— :‘i2)> ' (2:6)

Afin d’expliciter et de transformer cette expression on choisit ’axe de référence
comme étant la bissectrice des vecteurs qi et Qg et on nomme 6 ’angle entre cette
référence et k. De cette facon, on a k12 = pgcos(d = a/2). Avec le changement
de variable : Y = (1 + z/j1)/q, on trouve :

+o0 1

16tGaJ () = —Re /_oo choshQ(((jY ~1y/20) K(Y) (2.7)

out =T/ et avec

27 do 1
Ky) = /0 27 [cos(0 — a/2) — Y].[Gcos(0 + o/2) — Y] .

Pour calculer K£(Y'), on pose z = e’ lintégration étant maintenant dans le plan
complexe sur le cercle de rayon unité. Pour |Y'| > 1, seules valeurs pour lesquelles
K(Y') contribue a la partie réelle de I'intégrale dans (2.7), les poles de la fonction
intégrée sont : z = e/2(Y 4+ /Y2 —1). Le calcul donne

Y

K(Y) = : 2.9
) (Y2 — cos?(a/2))VY? —1 (2.9)
la coupure de la racine étant choisie de telle fagon que VY2 —1 = —/[Y]? -1

pour Y < —1. Le résultat final est 1'équation (3.29).

B.2 Calcul de J(a)

Le calcul de J(a) est trés semblable & celui de J(a) et on ne va en détailler
que les étapes principales. Avec les mémes notations que précédemment, on a :

. oo dg x
J () = TZHI < /_oo (—i@n — &) (i, — & + 2(ka + 1))

1
" (i@on — € 1 2r1) (i — € + 2r2)

> (2.10)

1par symétrie, on peut changer k1 en —k1 et/ou k2 en —Ka.
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qu’on intégre autour de € = iwy, +2k1 et £ = iw, +2k2. On obtient, aprés quelques
manipulations :

1Wn
%in)? — (ko1 /m) 2] [(2ien)? — (keaa/m)?]
(2.11)
L’application de la formule (2.4) a cette expression nous conduit & une réécriture
ou la somme sur les fréquences est remplacée par une intégrale :

| . too ; (z + ) tanh(z/2T)
(o) =3k </oo 4 <<z+n)2—n%)<<z+m2—n%>> (2.12)

J(a) = —16xT Imf: <7

n=0

qu’on peut ici encore récrire sous la forme :

45%3%J (@) = —Re / o dY tanh((gY —1)/2t) Y K(Y) (2.13)
B 27 do 1
k) = /0 27 [0 (0 — a/2) — Y. [cos(0 + a/2)° — V7 (2.14)

Pour calculer £ (Y), on integre sur le cercle unité dans le plan complexe en posant
z = €. Le calcul, assez lourd, conduit & ’expression :

- 1 1 1

K(Y) = + , 2.15
¥) 2V VY2 -1 (Y2 —cos?(a/2) Y2 - sin2(a/2)> (2.15)

le second terme dans I'intégrale peut s’obtenir a partir du premier par le change-

ment @ — ™ — . On peut finalement écrire J(a) = Jo(a) + Jo(m — @) ou J,(«)

est donné par (3.35).
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Deuxiéme partie

Extension de la théorie de
Bogoliubov aux quasicondensats






Introduction

La condensation de Bose-Einstein est un phénoméne de statistique quantique
di a 'indiscernabilité des bosons. Elle apparait & basse température pour des sys-
témes 3D lorsque la longueur d’onde thermique de de Broglie devient de I’ordre de
la distance entre particules c’est-a-dire lorsqu’on atteint la dégénérescence quan-
tique. Lorsqu’on diminue la température au-dela de cette limite, on peuple ma-
croscopiquement un unique mode alors méme que l’énergie thermique kg7 est
supérieure & I’énergie du premier état excité.

La premiére observation d’une telle condensation dans des gaz ultrafroids
d’atomes alcalins piégés magnétiquement a été réalisée en 1995 dans les groupes
du JILA [40] et du MIT [41]. Cet effet spectaculaire est sirement & ’origine de
I’essor trés récent du domaine des atomes froids, aujourd’hui & la frontiére entre la
physique atomique, la physique de la matiére condensée, 'optique quantique et la
physique nucléaire. La condensation de Bose-Einstein est d’ailleurs évoquée depuis
de nombreuses années pour décrire différents phénomeénes physiques, comme 1’état
superfluide de I’hélium 4, les condensats formés par des paires excitons-trous, etc
[86]. Néanmoins, ces expériences dans les gaz d’atomes ultrafroids constituent le
premier exemple de condensation de Bose-Einstein dans un milieu dilué en inter-
action faible. Les densités atomiques sont de 'ordre de 10'? atomes/cm? ce qui est
beaucoup plus faible que la densité de ’air qui nous entoure. Il faut donc descendre
a de trés basses températures pour observer une condensation de Bose-Einstein
(de 'ordre du pK). En contrepartie, le systéme est un gaz trés peu dense, c’est-a-
dire que la portée des interactions r. reste petite devant la distance moyenne entre
atomes, ce qui s’écrit en terme de la densité n : nrd < 1. Ceci permet une descrip-
tion théorique microscopique ol la comparaison entre la théorie et I’expérience est
plus transparente que dans le cas des théories semi-phénoménologiques décrivant
les liquides de Bose. En fait et pour de nombreuses expériences, le comportement
de ces gaz dilués est trés proche de celui d'un gaz de Bose parfait.

Le fait que 1’on considére des systémes 3D est essentiel pour la condensation
de Bose-Einstein. Si on prend ’exemple du gaz parfait homogeéne, il y a conden-
sation de Bose-Einstein & 3D mais pas a 2D, ni & 1D (& température non nulle).
Cette différence est directement liée & la forme de la densité d’états p(e) qui est
proportionnelle & /€ & 3D, indépendante de € & 2D et de la forme p(e) ~ 1/1/€ a
1D. Par ailleurs, la présence d’un piége harmonique, comme c’est le cas dans la
plupart des expériences d’atomes froids, change la forme de la densité d’état et
peut donc modifier les conclusions concernant ’effet de la dimensionalité. Pour un
gaz parfait, on peut observer un condensat & 2D [87] et les systémes 1D présentent
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aussi des caractéristiques correspondant & ’occupation macroscopique d’un seul
mode [88].

La description physique des gaz de Bose dégénérés de basse dimension est en-
core compliquée par la présence des interactions. De nombreux travaux ont déja
étudié les effets des interactions en dimension réduite, principalement pour des
gaz (ou des liquides) homogeénes. A 2D, il n’y a pas de transition de Bose-Einstein
mais une transition vers un état superfluide & suffisamment basse température.
Kosterlitz et Thouless ont montré que cette transition est associée a ’apparition,
en dessous de la température critique Tkt = (7h2/2m)n, (ns est la densité su-
perfluide en dessous de la transition), de paires liées vortex-antivortex. Si ns est
de D’ordre de la densité totale du systéme, alors la température de Kosterlitz-
Thouless Tk est de 'ordre de la température délimitant le régime de dégéné-
rescence quantique. En dessous de cette transition, il n’y a pas d’ordre & longue
portée, c’est-a-dire que la matrice densité a un corps (1 (r')e(r)) tend vers zéro
lorsque |r' —r| — +o0 selon une décroissance en loi de puissance [89]. Cela signifie
entre autres, selon le critére de Penrose-Onsager, qu'il n’y a pas de condensation
de Bose-Einstein. Les fluctuations de la phase du champ atomique 9(r) donnent
une longueur de cohérence finie & celle-ci et détruisent ainsi l'ordre & longue por-
tée. La situation est toutefois différente & température nulle car la matrice densité
4 un corps tend vers une constante & grande distance et il y a condensation de
Bose-Einstein.

A 1D, la situation est différente parce qu’il n’y a pas de transition de phase
entre les hautes et les basses températures [90]. Le comportement & grande dis-
tance de la matrice densité a un corps est une décroissance exponentielle & T' # 0
et une décroissance en loi de puissance & T = 0, les fluctuations de phase dé-
truisant ici aussi ’ordre & longue portée. Il n’y a donc jamais de condensation de
Bose-Einstein & 1D. Cependant, loin dans le régime de dégénérescence critique, la
longueur de cohérence de la phase du champ atomique peut prendre des valeurs
importantes ce qui explique qu’une méme approche théorique puisse décrire aussi
bien les gaz de Bose 1D que 2D.

A température non nulle, il n’y a donc pas de condensation de Bose-Einstein
[89] & 1D et 2D dans la limite thermodynamique, ce qui est une conséquence du
théoréme général de Mermin-Wagner-Hohenberg [91, 92].

Toutes ces considérations théoriques sont aujourd’hui d’actualité d’'un point
de vue expérimental en particulier dans le domaine des atomes froids. Des progreés
récents ont été obtenu dans la formation de gaz piégés d’atomes froids quasi-1D
ou quasi-2D qui doivent permettre la comparaison avec les théories existantes
[93, 46]. Ces gaz de dimension réduite sont obtenus en confinant fortement le
gaz dans une ou deux directions. Lorsque les énergies caractéristiques du nuage
atomique, I’énergie thermique kg7 et le potentiel chimique u, sont plus petites que
I’énergie d’excitation du piége dans la ou les directions confinées, le gaz devient
quasi-1D ou quasi-2D d’'un point de vue cinématique [94, 95]. En particulier, les
fonctions d’onde des atomes sont restreintes au mode fondamental de la direction
de confinement. Dans d’autres expériences, on piége les atomes dans un réseau
optique 2D qui forme une matrice de tubes allongés contenant chacun un gaz
quasi-1D [96].
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Les effets de dimension réduite dans les gaz de Bose ajoutés aux interactions
et a la forme du piége conduisent & une physique trés riche et les outils théo-
riques la décrivant ne sont pas aussi clairs que leurs équivalents dans 1’étude des
condensats de Bose-Einstein habituels. Ainsi, par exemple, le caractére discret
des niveaux d’énergie du piége supprime les fluctuations de phase a trés grande
longueur d’onde mais, d’'un autre c6té, une géométrie allongée favorise le déve-
loppement de fluctuations de phase dans la direction allongée. L’observation de
fluctuations de phase importantes pour lesquelles la longueur de cohérence du
champ est plus petite que la taille du systéme ne nécessite pas forcément une
dimensionalité réduite mais plutét un grand rapport d’aspect dans la forme du
nuage atomique piégé. Expérimentalement, ces fluctuations de phase ont été ob-
servées dans des gaz de Bose 3D dégénérés en forme de cigare trés allongé, soit
en mesurant les fluctuations de densité résultant des fluctuations de phase apreés
expansion lors du temps de vol [97], soit en mesurant la distribution en impulsions
du gaz qui est directement reliée a la matrice densité a un corps [98].

Avant de présenter le cadre et ’approche développée dans cette thése, nous al-
lons revenir sur les nombreuses approches théoriques qui concernent les condensats
de dimensionalité réduite. Dans le cas typique d’un condensat de Bose-Einstein
3D dans le régime d’interaction faible, la théorie de Bogoliubov [99] donne une
description exacte du systéme dans la limite des trés faibles températures. Le
principe de la théorie de Bogoliubov est d’effectuer un développement perturbatif
en fonction d’un petit parameétre. Pour cela, on utilise le fait que le mode du
condensat est macroscopiquement peuplé. Dans la version plus récente de la théo-
rie de Bogoliubov qui ne brise pas la symétrie U(1) [100, 101], on écrit le champ
atomique sous la forme zﬁ = ¢oho + 5@, ol ag détruit une particule dans le mode
du condensat. (51& décrit lui les fluctuations thermiques et quantiques peuplant les
autres modes. Le petit paramétre du développement s’appuie donc sur la suppo-
sition |51/3| & lag| qu’on peut vérifier a posteriori. Malheureusement, 1’approche
de Bogoliubov ne peut pas s’appliquer aux systémes de dimensionalité réduite car
il n’y a pas de condensat, donc pas de mode macroscopiquement peuplé.

L’approche la plus aboutie sur les gaz de Bose de basse dimension est 1’ap-
proche d’intégrale fonctionnelle de Popov [102]. C’est aussi la plus hermétique. Le
principe de cette approche est de séparer le champ atomique 1& = 1&0 + 1&1 entre
une partie rapide 1&1 incluant tous les modes d’impulsion supérieure a ko et une
partie lente ﬁo incluant les modes d’impulsion inférieure & ky. Le champ 1&0 joue
alors le role d'un condensat nu légérement oscillant et zﬁl décrit les excitations
au-dela de ce condensat. L’intégration sur le champ 1/31, c’est-a-dire sur les modes
de haute énergie, conduit & une théorie effective de type hydrodynamique pour le
champ 1 qu'il est plus commode de décrire en coordonnées polaires, ¢’est-a-dire
en termes de phase et de densité du champ zﬁo. Cette théorie effective est bien stir
valable uniquement & basse énergie (pour k| < kg). L’énergie de coupure entre
les hautes et les basses énergies peut étre choisie de I’ordre du potentiel chimique
(ko =~ 1/&) si bien qu’on trouve pour les modes collectifs le spectre linéaire des
ondes sonores.

En cherchant a appliquer la méthode de Popov au gaz de Bose homogéne 2D,
Kagan, Svistunov et Shlyapnikov ont introduit le concept de quasicondensat [103],
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ou de condensat dont la phase fluctue. En effet, pour un gaz 1D ou 2D, les fluc-
tuations de densité peuvent étre réduites par des interactions répulsives [104, 105]
par rapport au gaz parfait. On obtient alors un gaz dont la densité est bien définie
et les fluctuations de phase donnent une longueur de cohérence ¢4 finie au champ
atomique 1& Le systéme est alors presque un condensat car sur des distances plus
petites que £y, il a les mémes propriétés qu'un condensat. Cependant pour des
distances supérieures & £y, 'ordre a longue portée est détruit par les fluctuations
de phase. Ce concept, ainsi que ’approche de Popov, ont été depuis appliqués
aux gaz piégeés 1D et 2D [106, 95, 107], permettant une explication théorique des
expériences de Hanovre [108]. Tels qu’ils ont été développés, les travaux inspirés
par ’approche de Popov souffrent d’'un défaut d’ordre technique. Si on se restreint
aux modes de basse énergie, c’est-a-dire aux modes dont ’énergie est plus petite
que le potentiel chimique, on est obligé d’introduire une coupure en énergie dans
la théorie. Les prédictions d’observables dépendent de cette coupure et peuvent
diverger dans la limite ou on fait tendre cette coupure vers 'infini [109]. Pour
éliminer cette dépendance en kg, il faut inclure dans I'approche les modes d’éner-
gie supérieure au potentiel chimique [110, 111]. Nous allons montrer dans cette
these que la séparation des énergies au voisinage du potentiel chimique n’est pas
nécessaire et que ’on peut traiter toutes les énergies par la méme approche. Nous
introduirons aussi une coupure en énergie mais celle-ci est beaucoup plus grande
que le potentiel chimique et elle disparait des prédictions d’observables.

Dans une autre approche basée sur 'opérateur courant-densité, Schwartz dé-
veloppe ’hamiltonien pour des faibles fluctuations de densité et des faibles fluc-
tuations de courant. Les résultats obtenus relient la fonction de corrélation du
champ au facteur de structure statique [112]. Néanmoins, le remplacement bru-
tal de ce facteur de structure par son expression dans ’approche de Bogoliubov
conduit aussi & des termes divergents & grand vecteur d’onde. L’approche d’inté-
grale fonctionnelle a été récemment reconsidérée. Elle donne un formalisme sans
divergence [113, 114| qui reproduit les résultats de Bogoliubov & 3D [115].

Sur le traitement théorique des systémes 1D, un grand classique reste le travail
de Lieb et Liniger. Ces deux auteurs ont résolu exactement le cas 1D homogéne
pour des bosons interagissant selon une force de contact répulsive [116, 117]. IIs
utilisent pour cela ’ansatz de Bethe [118] pour diagonaliser ’hamiltonien. Cette
méthode exacte et valable quelque soit la force de 'interaction est toutefois limitée
par la difficulté des calculs analytiques qui en découlent. Plus récemment, son
application aux gaz de Bose piégés quasi-1D a donné lieu & de nombreux travaux
explorant le passage du régime d’interaction faible au régime d’interaction forte,
ou régime de Tonks-Girardeau [119, 120, 121, 122].

Venons en maintenant au projet de cette thése ol nous proposons une ap-
proche de Bogoliubov améliorée de type phase-densité pour traiter les quasicon-
densats de gaz de Bose faiblement interagissant dans le régime de dégénérescence
quantique. Dans notre approche, on écrit ’opérateur champ zﬁ(r) sous la forme
P (r) = exp(id(r))/p(r) ou O(r) et j(r) sont des opérateurs décrivant la phase du
champ et la densité. Cette décomposition du champ atomique est déja présente
dans la littérature mais sans définition précise de I’opérateur phase [123]. Ce point
est particuliérement délicat et peut conduire & des divergences dans une approche
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trop simplifiée [109]. Il est par ailleurs bien connu en optique quantique [124]. Le
concept de phase d’un condensat est habituellement introduit dans le cadre de
I’équation de Gross-Pitaevskii qui correspond & une description classique et non
quantique du condensat. On peut en fait montrer que, dans I’écriture précédente
de 1&, I’opérateur exp(ié) n’est pas unitaire ce qui montre que 6 n’est pas her-
mitien. Le caractére non unitaire de exp(z’é) vient en fait de la possibilité qu’a
la densité de s’annuler. Pour contourner ce probléme, nous discrétisons 1’espace
physique en un réseau de petites boites : on peut alors négliger ce probléme de
non unitarité dans la limite ol toutes les boites sont fortement peuplées. D’une
certaine fagon, on se raméne & une description semi-classique car la construction
de chaque phase fait intervenir un grand nombre de particules. Notre méthode
pour définir la phase n’est pas sans lien avec la séparation des variables lentes et
rapides de 'approche de Popov. Le passage aux coordonnées polaires de phase et
de densité ne se fait que pour la variable lente 1&0, c’est-a-dire pour les grandes
longueurs d’onde.

Dans ce modéle sur réseau, nous développons de facon systématique ’hamil-
tonien en fonction de deux petits paramétres qui sont les fluctuations relatives
de densité dans chaque boite et la différence de phase entre boites voisines. La
résolution perturbative des équations conduit a des expressions simples pour les
fonctions de corrélations du champ, qui ne dépendent pas de la coupure en éner-
gie provenant de la discrétisation, et qui reproduisent les résultats de la théorie
de Bogoliubov a 3D. On peut aussi dans notre approche calculer 1’énergie de
I’état fondamental ainsi que 1’équation d’état du gaz, les expressions obtenues ne
dépendant pas non plus de la coupure en énergie.

Dans une premiére partie, nous explicitons la notion de discrétisation de 1’es-
pace et de modéle sur réseau. Nous montrons la nécessité d’une telle discrétisation
pour une définition précise de l'opérateur donnant la phase. Nous détaillons la
forme de 'hamiltonien modéle en précisant le lien entre les propriétés de collision
des potentiels réels et la constante de couplage du potentiel de contact modéle que
I’on a choisi. Pour finir, nous insistons sur ’ensemble des restrictions au domaine
de validité de notre approche.

Dans une seconde partie, nous expliquons la méthode de développement et de
résolution de ’hamiltonien. Nous appliquons le formalisme pour calculer 1'équa-
tion d’état, I’énergie du fondamental ainsi que les fonctions de corrélation du pre-
mier et du second ordre. Ces résultats se confondent avec la théorie de Bogoliubov
lorsqu’un condensat est présent. Des expressions explicites sont données pour le
cas d’'un gaz homogéne & 1D, 2D et 3D. On montre qu’on retrouve notamment de
nombreuses prédictions déja présentes dans la littérature.
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Chapitre 1

Modéle sur réseau

La représentation densité-phase est présente dans différents travaux sur les
condensats, comme par exemple I’étude des modes propres du condensat [125] ou
I’étude des vortex dans les superfluides. Les équations hydrodynamiques décri-
vant le superfluide sont obtenues a partir de I’équation de Gross-Pitaevskii et les
champs classiques donnant la phase et la densité sont construits & partir de la
fonction d’onde du condensat. Le gaz de Bose est ainsi traité dans une approche
de champ classique qui ne fait pas intervenir d’opérateurs : ’aspect quantique
semble avoir disparu. Il est en fait présent dans la formulation méme du probléme
en terme d’un unique champ classique, la fonction d’onde du condensat, qui décrit
macroscopiquement 1’ensemble des atomes du gaz de Bose.

Dans notre approche, on souhaite au contraire que la phase et la densité soient
représentées par des opérateurs quantiques. L’absence de condensat ne permet pas
de traiter le gaz & I’aide d’un unique champ classique. La définition de I'opérateur
donnant la phase nécessite une discrétisation de ’espace physique comme nous
allons le montrer dans ce chapitre. L’espace est séparé en petites boites fortement
peuplées en atomes et on définit une phase pour chacune des boites. Les phases
sont par conséquent des objets mésoscopiques définis & partir d’un grand nombre
d’atomes, c’est-a-dire dans une limite ou le champ est quasiclassique.

Dans ce chapitre, nous détaillons les notions de modéle sur réseau et de discré-
tisation de ’espace. Une telle discrétisation est nécessaire si ’on veut utiliser les
fluctuations de densité comme petit paramétre de notre approche mais aussi afin
de construire précisément 1’opérateur donnant la phase ou pour remplacer le vrai
potentiel par un potentiel modéle simplifié ayant les mémes propriétés de collision
a basse énergie. On conclut en précisant ’ensemble des conditions d’application
de notre approche.

1.1 Principe d’un modéle sur réseau

1.1.1 Discrétisation de ’espace

Dans un modéle continu, les différents champs et observables physiques décri-
vant le systéme dépendent d’une position r qui est une variable continue, contrai-
rement & un modeéle sur réseau ol r est une variable discréte qui décrit les noeuds
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d’un réseau. Le réseau le plus simple -et celui que nous allons considérer- est un
réseau carré de pas £. La mise sur réseau carré d’un probléme continu est une
discrétisation de 1’espace qui consiste & séparer celui-ci en petites boites carrées
de volume ¢ (d est la dimension d’espace). Les centres de ces boites forment le
réseau carré et les particules dans chaque boite sont décrites collectivement par
la valeur du champ atomique ﬁ(r) et des observables physiques en leur centre. Le
principe de la discrétisation est représenté figure 1.1.

L S N W

o y L |/: (N X + Nyy)
X

FiG. 1.1: Schéma de la discrétisation de I’espace en boites de taille £? dans le cas bidi-
mensionnel. Les centres des boites, correspondant aux noeuds du réseau en pointillées,
sont repérés par les indices entiers n; et ns.

Le modéle sur réseau est bien entendu une approximation de l’espace réel
continu. On s’attend cependant & ce qu’un modéle sur réseau décrive bien tous
les phénomeénes faisant intervenir des longueurs d’onde grandes par rapport a la
taille du réseau £. En quelque sorte, les solutions du probléme sur réseau tendent
asymptotiquement vers les solutions exactes du probléme continu lorsque les lon-
gueurs d’onde tendent vers l'infini ou, de facon équivalente, lorsque la taille du
réseau tend vers zéro. Cette caractéristique est & la base de tout calcul numérique
cherchant & intégrer une équation différentielle ou tout simplement une fonction.

Donnons un exemple trés classique : celui de bosons & 1D interagissant selon
un potentiel de contact. La version continue de ce probléme donne ’hamiltonien
de Lieb et Liniger qu’on peut diagonaliser par ’ansatz de Bethe. Dans la version
discréte, I’hamiltonien est celui de Bose-Hubbard. Dans la limite des fortes in-
teractions ol les petites longueurs d’onde jouent un grand role, les deux théories
se sont pas équivalentes méme si les comportements peuvent étre analogues pour
certaines propriétés. La version continue évolue vers le régime de Tonks-Girardeau
ol on observe une fermionisation des bosons tandis que la version discréte évolue
vers la phase dite de Mott ou les fluctuations du nombre de particule & chaque
pas du réseau sont presque nulles. Au contraire, dans la limite des faibles inter-
actions ot les grandes longueurs d’onde sont dominantes, les descriptions discréete
et continue sont totalement équivalentes pour la phase dite superfluide.

Revenons sur le concept de discrétisation et sur ces implications. On peut
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voir celle-ci comme une moyenne sur les petites longueurs (plus petites que £) qui
revient & supprimer les modes de petites longueurs d’onde. On applique ainsi une
coupure en vecteur d’onde de ’ordre de /£ correspondant & I’énergie h?/mf?.
Le modéle discret est par conséquent une théorie effective & basse énergie du vrai
probléme continu. Dans notre cas, les échelles d’énergie caractéristiques sont le
potentiel chimique p et ’énergie thermique kpT'. La coupure doit étre au moins
supérieure & ces énergies ce qui implique une limite supérieure sur la longueur £ :

L <& et <, (1.1)
ou B
£= —— (1.2)
N
est la longueur de relaxation et
2nh?
A= 1.3
kaT ( )
la longueur d’onde de de Broglie.
1.1.2 Discrétisation des opérateurs
L’hamiltonien prend sur le réseau la forme suivante :
d L Bt ) AW
H =Yt = = @) Ad(r) + (U ) - n)i (@)h() »
r 14

~ ~

+ 29 @ PP )

ot U(r) est un potentiel extérieur et ou le Laplacien est un opérateur symétrique
qui couple les boites voisines :

7 . (1.5)

Afe) = 3 L+ te) & 50— bey) — 240
J

Les e; sont les vecteurs unitaires désignant les différentes directions orthogonales

du réseau. Pour le potentiel d’interaction entre particules, on a pris un potentiel

de contact :

V(ri = 12) = Jg0erm, (1.6)
nous reviendrons dans la section 1.3 sur ce choix ainsi que sur la détermination
de gy en fonction des caractéristiques du vrai potentiel d’interaction entre deux
atomes.

Les relations de commutations sont aussi modifiées. Pour des champs continus,
on a :

[(r), 97 (")) = 8(r —1'). (1.7)

On moyenne cette relation, pour chacune des positions r et r’, sur le volume d’une
boite. Si ce sont deux boites différentes, alors [1(r), ¥t (r/)] = 0, &'l s’agit de la



152 Chapitre 1. Modéle sur réseau

méme boite, alors [¢(r), T (r')] = 1/£%, ¢4 étant le volume d’une boite. D’une
fagon générale, la relation de commutation moyennée donne :

5 "ty Or

[(x), 9" ()] = 5 (1.8)

Nous partirons de cette relation de commutation pour construire I’espace des états
du modéle sur réseau.

1.2 Nécessité d’une approche sur réseau

On a vu que pour des tailles de boite suffisamment petites, le modéle sur
réseau reproduit bien les caractéristiques d'un systéme réel continu. Dans cette
section, nous donnons deux raisons pour lesquelles une discrétisation de l'espace
est nécessaire a notre approche : I'introduction d’un petit paramétre décrivant les
fluctuations de densité et la définition précise d’un opérateur donnant la phase.

1.2.1 Fluctuations de densité

Un des petits paramétres de notre développement est 'opérateur donnant les
fluctuations de densité. Cependant, dans un modéle continu, ces fluctuations de
densité sont infinies. Ainsi, si on calcule la variance de la densité définie par :

Var(p(r)) = (p(r)?) — (p(r))?, (1.9)

celle-ci fait intervenir la valeur moyenne de p(r)? pour laquelle le produit des
champs atomiques n’est pas dans ’ordre normal. Par conséquent, cette variance
est infinie. En effet, on peut récrire p(r)? sous la forme :

~ ~

((r)?) = 6(0)p(r) + (&1 ()91 (r)P(x)3h(x)) (1.10)

ou 'on a utilisé la relation de commutation (1.7) de fagon a mettre le produit de
champs atomiques dans l'ordre normal. p(r) = (p(r)) est la densité moyenne. §(0)
est la valeur de la distribution de Dirac & ’origine et est donc infinie tandis que
le second terme de I’équation (1.10) est la densité de probabilité de trouver deux
bosons au méme point de ’espace et est par conséquent fini.

Il est donc impossible d’utiliser les fluctuations de densité comme petit para-
métre dans le cas d’'un espace continu. La divergence des fluctuations de densité
provient de la contribution des petites longueurs d’onde. Si on supprime ces petites
échelles en moyennant la densité sur une boite B de volume £¢ avec f = fB drp(r),
alors les fluctuations de cette densité intégrée, qui donne le nombre de particules
dans la boite B, sont maintenant finies :

Vari 1 Jels [0 @)P @HENEE) - plr)p(e)]
(OO ()2 |

Ceci est similaire & ce qui se produirait dans une expérience réelle mesurant la
densité : on ne trouve donc pas de fluctuations divergentes de la densité dans une

(1.11)
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mesure expérimentale car on mesure toujours une densité intégrée sur un petit
volume. Le premier terme de I’expression (1.11) est responsable de la divergence
des fluctuations de densité lorsque la taille de la boite B tend vers zéro. Il devient
petit si ’on considére des boites suffisamment peuplées, c’est-a-dire pour (i) > 1.
Dans ce cas, les fluctuations de la densité intégrée coincident avec le second terme
de D'expression (1.11) qui correspond a ce qu’on entend habituellement par les
fluctuations relatives de densité. On verra dans la section 1.4 les conditions pour
qu’elles soient petites.

De fagon & éviter cette divergence, il est plus commode de remplacer dés le
début l’espace continu par un modéle sur réseau. Dans ce cas, le calcul de la
variance de la densité discréte donne un résultat fini semblable a ’expression
(1.11) et les fluctuations de densité peuvent jouer le role de petit parameétre dans
notre approche. Les conditions pour que ces fluctuations de densité soient petites
s’écrivent alors :

~ ~ ~

[ ()9 () (x) b (r)) — p°(r)| < p°(x), (1.12)
p(r)0d > 1, (1.13)

la deuxiéme inégalité impliquant que le nombre de particules dans chaque boite
est important.
1.2.2 Définition d’un opérateur donnant la phase

Une définition précise d’un opérateur phase hermitien dans une approche
quantique est toujours délicate. Dans un espace continu, on suppose par exemple
qu’entre les opérateurs donnant la phase 6(r) et la densité p(r), on choisisse la
relation de commutation suivante :

[p(r),d(r")] = i6(r — r'). (1.14)

On intégre dans cette relation la densité sur une boite B et on obtient :

>

[7,0(r')] = id(x', B) (1.15)
ol i = [ drp(r) est la densité intégrée et d une fonction delta discréte qui vaut
1 sir' est dans la boite B et 0 sinon.

On note simplement § la phase 9(1" ) pour r’ € B, la relation de commutation
(1.15) indique que d(r') et 7 sont conjugués & partir de quoi on montre I'inégalité
suivante :

Var # - Var f > 1

4
On trouve ici une incohérence car cette inégalité est forcément incorrecte. En effet,
lorsque la taille de la boite tend vers zéro, sa variance tend aussi vers zéro alors
que la variance de la phase reste finie, celle-ci ne pouvant prendre des valeurs
qu’entre 0 et 2.

(1.16)

On peut aussi s’appuyer sur l'argument de Louisell consistant & prendre 1’équa-
tion (1.15) entre les états |m : @) et |m' : @). |m : ¢) désigne I’état de Fock on
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m particules sont toutes dans ’état décrit par la fonction d’onde ¢(r) & support
contenu dans la boite B. On obtient ainsi :

(m : @6’ : $)(m —m') = iGymm, (1.17)

qui aboutit & une contradiction lorsque m = m/.

La définition d’un opérateur donnant la phase et vérifiant (1.14) n’est donc pas
réalisable. La phase est canoniquement conjuguée & un nombre de particules et
non 3 une densité. Si ce nombre de particules devient trés petit, sa probabilité de
s’annuler devient importante et la phase n’est alors plus définie. Dans un modéle
sur réseau, les particules sont regroupées dans des boites. Nous allons voir qu’un
grand nombre de particules dans une boite permet de construire un opérateur
phase.

Détaillons la construction de l'opérateur phase dans le modéle sur réseau.
Pour chaque boite, on introduit la base des états de Fock |n,r) avec exactement n
particules dans la boite de centre r. Etant donné la relation de commutation (1.8),
on montre que les éléments de matrice de 'opérateur champ sont de la forme :

N Op.p!
¢(rl)|nar> = éd’/Q \/ﬁ'ﬂ - 1,r),
¢ (1.18)

Pl |n,r) = gd’/z vn+1|n+1,r).

A partir de 'opérateur champ, on définit I’opérateur donnant la densité atomique
p(r) = T (r)h(r) qui est diagonal dans la base des états de Fock :

~ n
pE)|n, ) = drwr 77 [, ). (1.19)

On introduit maintenant 'opérateur A défini par :

$(r) = A)v/50). (1.20)

Cet opérateur a pour effet de réduire de 1 le nombre d’atomes dans la boite r :

~

A(r,)|n’ I') = (1 - 571,0) 6r,r"n -1, I‘), (121)

son action sur le vide donnant zéro. A partir de cette expression et pour chaque
boite de centre r on montre les relations suivantes :

AAt =1, ATA=T-|0)(0] et [A4, AT] = |0)(0, (1.22)

I étant Vopérateur identité et |0) 1’état & zéro particule dans la boite de centre r.

De ces expressions, on conclut que 'opérateur A est presque unitaire, c’est-a-dire

qu’il n’est formellement pas unitaire mais que pour des états dont la probabilité

d’avoir une boite vide est trés faible, on peut le considérer comme unitaire.
Dans ce cas, on écrit I'opérateur unitaire A sous la forme :

~

A(r) ~ ) avec  O'(r) ~ () (1.23)
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I, I,

\
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F1G. 1.2: Distribution de probabilité du nombre d’atomes dans une boite. (a) Distribution
gaussienne ou les états & petit nombre d’atomes sont négligeables : convient pour définir
un opérateur phase. (b) Distribution exponentielle ou les états & petit nombre d’atomes
ne sont pas négligeables : ne convient pas pour définir un opérateur phase.

ce qui revient & écrire ’opérateur champ selon :

d(r) ~ PO /5(x). (1.24)

Cette derniére expression indique que l’opérateur phase é(r) n’est plus défini
lorsque la densité s’annule ce qui nous raméne & la restriction aux boites non
vides.

Si on veut étre plus précis, il faut aussi pouvoir négliger dans I"approche les
états de Fock ou le nombre d’atomes est petit. Les observables et ’hamiltonien
contiennent en effet des termes en exp(imf(r)) (m est un entier) qui couplent
les états de Fock |n + m,r) et |n,r). La figure 1.2 montre deux distributions de
probabilité pour le nombre d’atomes dans une boite. La distribution gaussienne
convient pour I'approche mais pas la distribution exponentielle pour laquelle les
états a petit nombre d’atomes ne sont pas négligeables.

Une condition suffisante pour définir 'opérateur phase est donc d’avoir une
distribution du nombre d’atomes dans chaque boite qui soit piquée autour d’une
valeur moyenne beaucoup plus grande que 1. On retrouve notamment les restric-
tions (1.12) et (1.13) vues dans le paragraphe précédent.

Dans notre approche phase-densité, on utilisera les relations de commutation
suivantes :

~ iér,r’

(), 00" ~ == [p(0),5(")] =0, [6(r),0(")] =0, (1.25)

qui permettent de retrouver les relations de commutation sur le champ bosonique
(r), voir par exemple (1.8).

1.3 Diffusion sur une grille

1.3.1 Pseudopotentiels

Comme nous allons le voir dans la section 1.4, notre approche est restreinte
aux gaz en faible interaction. A 2D et & 3D, ce régime correspond & une faible
densité. Ainsi le gaz est dilué et les atomes sont le plus souvent loin les uns des
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autres. Pour cette raison et si on se restreint au premier ordre dans l'interaction,
seules les caractéristiques a grande distance des collisions binaires entre atomes
interviennent dans le calcul des observables. Le seul paramétre pertinent est alors
la longueur de diffusion a et les détails du potentiel & courte distance n’ont pas
d’importance.

C’est dans ce cadre qu’on introduit habituellement la méthode des pseudopo-
tentiels. L'utilisation du vrai potentiel dans une théorie perturbative est probléma-
tique, notamment parce qu’il n’est pas justifié de le traiter dans ’approximation
de Born. L’idée est donc de remplacer le vrai potentiel par un potentiel modeéle
dont les propriétés de diffusion & basse énergie coincident avec celles du vrai po-
tentiel. Ce potentiel modéle peut alors étre traité dans I’approximation de Born
et convient parfaitement & une théorie perturbative.

A 3D, on peut utiliser le pseudo-potentiel de Fermi [52] :

Arah? 0
Viri —ro) = —(r;y —r9)—(119 - 1.26
(r1 —r2) - (r1 2)&«12( 12°) (1.26)

qui donne "amplitude de diffusion f = —a/(1+ika). Cette amplitude de diffusion
est la méme, dans la limite ott £ — 0, que celle de tout potentiel dont la longueur
de diffusion est a. Ce potentiel modéle est par ailleurs un potentiel de contact du
fait de la présence de la fonction de Dirac. L’opérateur (8/0y,,)(r12 -) régularise
les fonctions qui divergent en 1/r19 en r19 = 0 et laissent invariantes les autres
fonctions. Récemment, Olshanii et Pricoupenko ont proposé un ensemble général
de pseudopotentiels & 1D, 2D et 3D [126].

La discrétisation de l’espace est un autre moyen de traiter les singularités
ultraviolettes. Le principe est assez semblable & celui de la méthode des pseudo-
potentiels. On remplace le vrai potentiel par un potentiel modeéle, ici un simple
potentiel de contact (1.6), dont on choisit les caractéristiques de fagon a reproduire
les propriétés de diffusion & basse énergie du vrai potentiel.

On peut se passer de 'opérateur de régularisation qui apparait dans ’expres-
sion du pseudo-potentiel car les boites ont une taille finie. En contrepartie, nous
verrons que la constante de couplage go peut dépendre de la taille des boites £.

1.3.2 Détermination de g

On cherche maintenant & relier gg aux propriétés de collisions du vrai potentiel
& basse énergie. La méthode que nous allons suivre consiste a calculer la matrice
Tgriqg dans notre modéle sur réseau puis de Iidentifier & la limite basse énergie de
la matrice T' calculée & partir du potentiel exact.

Le calcul formel de la matrice Tjyiq sur réseau se raméne au calcul de 'intégrale
(voir encadré 1) :

I(B) = (= 01Go(B+in)le =0) = [ ! (1.27)

p (2m)¢ E +in — h2k2/m’

ott D = [~ /L, m/E)% est le domaine d’intégration des vecteurs d’onde pour notre
modéle sur réseau.
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Encadré 1 : Théorie formelle des collisions

La théorie formelle des collisions étudie le probléme de la diffusion d’une par-
ticule par un potentiel V(r) dans le vide. Pour caractériser la diffusion, on
souhaite évaluer les éléments de matrice de S :

Spi = {F1T (+00, —00) ). (B1-1)

i désigne 1’état initial et f I’état final. U(+oo, —oc) est 'opérateur d’évolution
(en point de vue interaction) correspondant au branchement puis au débran-
chement adiabatique du potentiel diffuseur. Le calcul formel de la matrice S
donne :

Spi = (f]3) — 2ind(Ey — E;){f|T(E; + in)|i)y—o0, (B1-2)

E; (Ey) est I’énergie de I’état i (f) non perturbé par V . La matrice T est
donnée par :

T(E) =V + VG(E)V, (B1-3)
G(E) = Go(E) + Go(E)VG(E), (B1-4)

G (Gy) étant la résolvante de 'hamiltonien H = Hy+ V' (H)).

Dans le modéle sur réseau, on considére les états |r) normalisés par (r|r’') =
b /2%, ainsi que les états d’impulsion [k) = Y £4e™T|r). Par construction du
réseau, les vecteurs d’onde k sont restreints au domaine carré D = [~ /£, w/£[.
Avec ces définition, le potentiel (1.6) s’écrit :

V =go|r=0)(r=0], (B1-5)
ce qui permet d’obtenir & partir des équations (B1-3) et (B1-4) :

k|Tygria (E + in) k') = - ' B1-6

Il reste & déterminer le propagateur libre pris & l'origine pour une particule
de masse réduite m /2. On obtient son expression en passant dans l’espace de
Fourier :

(r = 0|Go(E +in)|r = 0) :/D(SSQEHn_th/m. (B1-7)
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On s’intéresse 4 la limite des petites énergies E < h%/mf? et on identifie les
deux matrices T', ce qui donne 1’égalité :
1 1

ﬁ — g_o —I(E) (1.28)

L’intégrale Z(E) se sépare en une partie réelle et une partie imaginaire selon la
décomposition : )
E +1in

La partie imaginaire de Z(E) est égale a la densité d’état. Elle dépend de la
dimension d mais, dans le domaine d’énergie choisi (F < h?/m/#?), elle ne dépend
pas du fait qu’on ait pris (i) un modéle discret ou un modeéle continu, (ii) le vrai
potentiel ou un potentiel modéle. On en déduit que la partie imaginaire de I’égalité
(1.28) est trivialement vérifiée et qu’elle ne nous fournit pas d’indication sur la
valeur de gg.

On considére donc la partie réelle de Z(E) dont le résultat dépend de la di-
mension. On pose E = i2q?/m et on prend la limite ¢ — 0.

e A 1D, on intégre directement sur k et on obtient :

1 .
= PPE — im0 (E). (1.29)

ml
Pour le vrai potentiel, T(E) tend vers une constante g pour £ — 0. La
correction apportée par la partie réelle de Z(E) est petite car £ > 1/p et
nous verrons dans la section 1.4 que notre approche se restreint au régime
mg/ph? < 1. On obtient finalement :

_ 9
mlg
1+ )

9o = (1.31)

e A 2D, on procéde en deux étapes. On sépare le domaine D en un disque de
rayon 7 /£ plus son complémentaire. Dans le domaine complémentaire, on
peut prendre directement la limite £ = 0 pour calculer la contribution &

Z(E). On trouve :
m [2G

ot G ~ 0.91596. .. est la constante de Catalan. Sur le disque, l'intégration
ne fait pas de difficulté. En regroupant les deux contributions, on arrive & :

ReZ(E) = " [m (q—e> + (ﬁ —ln2) —|—(’)((q€)2)] (1.33)

= k2 T T

Dans le cas continu, le calcul de la matrice T pour le vrai potentiel donne
dans la limite des basses énergies :

2 h?

(k|7 (B + in)[k') ~ —— [In (aq/2) + C — in/2]

(1.34)
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ol a est la longueur de diffusion & 2D et C' = .57721 ... la constante d’Euler.
L’identification des parties réelles dans ’équation (1.28) donne finalement :

1_m [m(i) o %] (1.35)

90 ~ 2nh2 4

Nous verrons dans la section 1.4 la condition de validité de notre approche,
h%/mgo > 1, qui conduit ici & I'inégalité :

1. (¢
5 In (E) > 1. (1.36)

On doit donc étre dans le régime de Born pour le traitement du pseudopo-
tentiel.
e A 3D, on calcule directement la partie réelle de I'intégrale pour £ =0 :

m

ReZ(FE) = =

x 0.194... (1.37)

Par ailleurs, la matrice T se calcule aussi dans le cas continu :

4 h? 1

k|T(E +in)|k') ~ —_ 1.38
(K|T(E +an)k) = — Tatiq (1.38)

et on obtient & partir de ’égalité (1.28) :

4h? a

= — 1.39
90 m 1—Ka/tl (1:39)
ott K = 2.442.... On note g = 4wh?a/m la constante de couplage usuelle.

Pour les mémes raisons physiques qu’a 2D, on a £ > a et donc gg ~ g.

En conclusion, nous avons montré dans cette section que le potentiel de contact
(1.6) est un potentiel modeéle qui reproduit les comportements a basse énergie du
vrai potentiel. Nous avons déterminé la relation entre la constante de couplage
go et la longueur de diffusion a. L’intérét de ’approche sur réseau est qu’elle
permet de s’affranchir des problémes techniques des divergences ultraviolettes, la
constante gg pouvant dépendre de £.

1.4 Domaine de validité de notre approche

Cette section est ’occasion de présenter en détail le domaine de validité de
notre approche. Certaines restrictions concernent la taille des boites £ qui est ajus-
table dans les limites que l'on va préciser. On en déduit cependant des conditions
de validité qui ne dépendent plus de .

1. La premiére condition (1.13) est celle qui impose un grand nombre de parti-
cules dans chaque boite, c’est-a-dire pf% > 1. On peut la récrire £ > p~1/¢
la taille des boites est plus grande que la distance moyenne entre atomes.
On a donc une limite inférieure pour £.
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2.

Par ailleurs, les conditions (1.1) imposent une limite supérieure a ¢, & savoir
la plus petite des longueurs A et &.

. Les restrictions 1 et 2 sur la longueur £ ne sont compatibles que si A et

¢ sont toutes deux supérieures a la distance moyenne entre particules, ce
qu’on peut récrire :

pAd > 1, (1.40)
p&t>1. (1.41)

On obtient les deux premiéres conditions de validité de notre approche. La
premiére est la condition de dégénérescence quantique qui est atteinte pour
des températures suffisamment basses. La seconde correspond au régime
d’interaction faible. Sa dépendance en la densité dépend de la dimension
d’espace. A 1D et 3D, la prédiction champ moyen du potentiel chimique est
u = g p. Par conséquent,

e A 1D, la condition (1.41) est une limite haute densité puisque p¢& ~
hy/p/mg. La limite inverse hy/p/mg < 1 correspond au régime du gaz
de Tonks.

e A 3D, g est reliée a la longueur de diffusion a par g = 4wh%a/m, et la
condition (1.41) donne

1
P& x —— > 1, (1.42)
Vpa?
il s’agit donc d’un régime de basse densité.
e A 2D, la situation est différente car le potentiel chimique est de la forme

4wh%p/[m1In(1/pa?)] (voir ’équation (2.60) ), ol a est la longueur de
diffusion. La condition (1.41) est donc une limite de basse densité :

1

. Les conditions vues au 3. résultent de la discrétisation de I’espace. Malheu-

reusement, on ne sait pas, d’une maniére générale !, diagonaliser exactement
I'hamiltonien (1.4) car l'interaction entre atomes donne un terme quartique
dans le champ atomique 1/3 La méthode que nous allons utiliser dans la
suite est une approche perturbative ot on développe I’hamiltonien en fonc-
tion de deux petits paramétres. L’hamiltonien peut s’écrire en représentation
densité-phase si 'on remplace le champ 9)(r) par son expression (1.24).
Dans le régime des quasicondensats qui nous intéresse, la densité fluctue peu
autour de sa valeur moyenne. On écrit p(r) = po(r) + §p(r) et on développe
en puissance de dp(r). Le premier petit paramétre est donc :

55
=19l oy (1.44)
po

'sauf & 1D et sans potentiel extérieur, voir le travail de Lieb et Liniger [116, 117].
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|6p| désigne les valeurs typiques prises par lopérateur donnant les fluctua-
tions de densité.

Le calcul des fluctuations relatives de densité est trés semblable au calcul
de la variance du nombre de particules dans une boite (voir la sous-section
(1.2.1) et notamment le résultat (1.11)). On a en fait deux contributions :
la premiére en 1/pf%, qui est petite d’aprés la restriction 1., le calcul de la
seconde est détaillé dans la publication I pour un gaz homogéne.

Pour kpT < u, la premiére contribution est dominante et

1

2
~ 1.45
61 poﬁd ( )
Pour kT > u, on obtient :
1 kT 1
2 B N
g~ —+——=<K1 41D 1.46
YUl T p poé (1.46)
1 1 kT
2 B X
€] ~ + In ( ) L1 a 2D 1.47
L pol? T poA? Jz (1.47)
1
2 X

Indépendamment du modéle sur réseau, on obtient, & 1D et & 2D, des condi-
tions pour que les fluctuations de densité soient petites. Le potentiel chi-
mique est limité inférieurement ce qui signifie physiquement des interactions
suffisamment fortes [105]. La limite du gaz parfait n’est par conséquent pas
traitable dans notre approche. Le passage du gaz parfait au quasicondensat
(pour lequel les fluctuations de densité sont petites) peut étre obtenu a 1D
par une méthode de champ classique [104]. On confirme par cette méthode
la restriction ? (1.46).

5. Dans un quasicondensat, les fluctuations de phase sont importantes a grande
distance. Ceci implique notamment que la matrice densité a un corps g1 (r) =
(11 (r)(0)) tende vers zéro lorsque |r| — +oc. Il n’y a donc pas d’ordre
a longue portée, c’est-a-dire pas de condensation de Bose-Einstein. Cepen-
dant, on peut s’attendre a ce que les fluctuations de phase restent petites
sur des courtes distances. Or, dans ’expression phase-densité de I’hamilto-
nien, la phase n’apparait jamais seule mais toujours comme une différence
de phase entre deux boites adjacentes. C’est donc notre second petit para-
meétre : on suppose que cette différence de phase est petite, c’est-a-dire :

e =|IVO] < 1, (1.49)

ou le gradient sur réseau a la forme suivante :

Vi =y SO S te) (w50
J

2Cette restriction peut d’ailleurs se récrire £ < £ ol £, = pA®/ est la longueur de cohérence
de la matrice densité & un corps dont la décroissance est exponentielle & 1D. Physiquement cela
signifie que la taille typique des fluctuations de phase ¢, est grande devant la taille typique des
fluctuations de densité .
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appliqué a une fonction quelconque f(r). Le calcul de €3 est détaillé dans la
publication I pour un gaz homogéne. On trouve :

1

~—. 1.51
62 poed ( )

Ces fluctuations sont donc petites, d’aprés la restriction 1.

6. Pour conclure, on notera qu’il nous reste de la marge sur le choix de £ entre
p~ /% et X ou &. On peut donc choisir £ de telle sorte que, dans les expressions
(1.46) et (1.47) de €2, les deux termes de la somme soient du méme ordre.

Ainsi, on obtient :
1

v/ ptd

€] ~Y € X

(1.52)

quelle que soit la dimension d’espace.

1.5 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre I'intérét d’un modéle sur réseau afin de pouvoir
contourner les problémes liés & une définition précise de 'opérateur donnant la
phase. Cette séparation de l’espace continu en petites boites est aussi nécessaire
si I’on veut utiliser les fluctuations de densité comme petit paramétre dans notre
approche. En quelque sorte, nous obtenons une description mésoscopique de I’état
condensé ol les champs sont moyennés sur la taille d’'une boite, chaque boite
contenant un grand nombre de particules. Cette approche discréte n’est valable
que pour décrire les phénoménes & grandes longueurs d’onde, c’est-a-dire les modes
de basse énergie.

Nous avons ensuite détaillé le choix du potentiel de contact entre atomes ainsi
que son expression en fonction des caractéristiques du vrai potentiel. Puis nous
avons précisé I’ensemble des conditions d’application de notre approche. On s’est
ainsi restreint & des gaz en interaction faible & trés basse température et présentant
des faibles fluctuations de densité : c’est le régime des quasicondensats.



Chapitre 2

Développement perturbatif de
I’hamiltonien

La section 1.4 du chapitre précédent résume ’ensemble des conditions d’ap-
plication de notre approche. Nous considérons donc un gaz de bosons dégénérés
et en interaction faible présentant des faibles fluctuations de densité ! : c’est le
régime des quasicondensats.

Le choix d’une approche phase-densité nous a conduit & construire un modéle
sur réseau, représenté figure 1.1, ot ’espace physique est séparé en petites boites
de taille £. Dans ce modéle et pour le régime que nous considérons, nous avons
pu identifier deux petits parameétres qui sont du méme ordre : les fluctuations
relatives de densité et la différence de phase entre deux boites voisines.

Le principe de notre approche consiste a effectuer un développement pertur-
batif de ’hamiltonien modéle (1.4), en utilisant les petits paramétres en €1 et ey
en point de vue phase-densité. Cette idée est aussi 4 la base de la théorie originelle
de Bogoliubov [99], pour laquelle le petit paramétre est 'occupation des modes
non condensés par rapport a ’occupation macroscopique du mode du condensat.

Dans ce chapitre, nous allons détailler notre développement perturbatif de
I’hamiltonien en fonction des petits paramétres. A 'ordre le plus bas, nous re-
trouvons I'équation de Gross-Pitaevskii pour /pg ol po est la densité du qua-
sicondensat. La quadratisation de I’hamiltonien donne une forme diagonalisable
a partir de laquelle on obtient les modes de Bogoliubov ainsi qu’une expression
pour ’énergie du fondamental qui coincide avec celle que prédirait la théorie de
Bogoliubov. La cubisation de I’hamiltonien, qui intervient de facon perturbative
dans le formalisme, est nécessaire dans le cadre d’une approche cohérente ou les
observables sont calculées au 2° ordre en € 9. Le formalisme perturbatif étant
établi, on va calculer les expressions générales de I’équation d’état et des fonction
de corrélation du 1°* et du 2° ordre. On montrera en particulier que les prédictions
obtenues ne dépendent pas de 1’énergie de coupure h2/m#?, due 4 la discrétisation
de l'espace, ce qui signifie qu’aucune intégrale ne diverge lorsqu’on fait tendre,
a la fin des calculs, la taille du réseau £ vers zéro. Nos résultats sont finalement

avec notre approche, on ne peut notamment pas traiter le cas du gaz parfait 1D ou 2D pour
lequel les fluctuations de densité sont importantes.
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appliqués au cas du gaz homogéne, pour lequel on explicite I’équation d’état ou la
fonction de corrélation du 1°F ordre afin de les comparer aux nombreux résultats
existant déja dans la littérature.

2.1 Résolution perturbative ordre par ordre

2.1.1 Développement de I’hamiltonien
On récrit 'hamiltonien (1.4) en point de vue densité-phase en utilisant la dé-

composition (1.24) de 'opérateur champ atomique. Les contributions du potentiel
de piégeage et des interactions sont locales et ne couplent pas les différentes boites :

Ho = 32 4909 o) =+ % (509 - 5] (21)

Le terme d’énergie cinétique couple quant & lui les différentes boites. Il fait inter-
venir explicitement l'opérateur donnant la phase :

kin — _2m

h2 = (0. —0 ’ i(0_.—6 ~ N
S V3 (0D i 4 0D [ 2F). @2)
v

On utilise les notations f; = O(r + £e;) et pi; = p(r + Le;). Comme nous 1’avons
déja fait remarquer dans la section 1.4, cette derniére expression a le gros avantage
de ne faire intervenir que des différences de phase entre boites voisines. Cette
différence est I'un de nos petits paramétres. On développe donc dans 'hamiltonien
les exponentielles des différences de phase selon :

—

Pour le second petit paramétre, on écrit la densité sous la forme p(r) = po(r) +
dp(r) ou po est la densité du gaz & l'ordre le plus bas en €. Le second petit
paramétre est |d4|/po et on développe les expressions (2.1) et (2.2) selon :

a2 1 1ép 146p° 1 6p°
P =P +§ 1/2 g 3/2 " 16 5/2° "
Po Po Po

(2.4)

Les calculs du développement de 'hamiltonien :

H=H0+H1+H2+H3—I-... (25)
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détaillés dans 'appendice A de la publication II, conduisent aux résultats sui-
vant :

I [—%\@Aﬁw B+ W) -] (260

Zed[ - \FA\//»—wU() wram|5 (26

R 6p 0p R26p? g0
Hy = Eylpol+ > 44 |—— A( )+ Ay/po + 265

)(r ; —Ar 2
+— \/Po r)po(r + Lej) (o —i—lezg 0(r)) )

J

1/2 1/2

p A N R

25 " am g2 E :ed (0+; - 9) ( 017; o0+ ;0/2 5P+J'> (6+5 — 0)
0,+j

h? Jp —1/2 4 1/2  1/2 4 —1/2
S 2y (0 000" = ")

h? 6p° 5p? ( dp )
S| A - :
16m 4 Lg/2 et e

(2.6¢)

(2.6d)

Es[po], qui apparait dans Ho, est un nombre qui dépend de la densité py et de
taille du réseau £. Son expression est donnée dans ’appendice A de la publication
1I.

Dans les sous-sections qui suivent, nous allons montrer succinctement com-
ment résoudre ordre par ordre I’hamiltonien H, le lecteur intéressé par les détails
pourra se référer a la publication II.

2.1.2 Ordre zéro

A Tordre le plus bas en €2, Hy est simplement un nombre complexe. Sa
minimisation implique que /po(r) est solution de I’ équation de Gross-Pitaevskii :

h2
—5, A+ U(x) = pp+gopo | v/po =0, (2.7)

Cette équation donne le profil de densité du quasicondensat et les fluctuations de
densité autour de cette valeur sont petites dans notre approche.

Notre traitement est grand canonique, c’est-a-dire que l'on fixe le potentiel
chimique . On peut, & partir de I’équation (2.7), calculer le nombre de particules
No = Y, #%po(r) du quasicondensat. A l'ordre le plus bas en €15, Ny est égal
au nombre d’atomes N du gaz. Nous verrons cependant que ce n’est plus le cas
lorsqu’on va a des ordres supérieurs en €1 2.

L’équation (2.7) établit en fait une relation bijective entre le potentiel chimique
i et la densité py donc entre le potentiel chimique p et Ny. Au lieu de paramétrer
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les expressions en fonction de u, on peut donc les paramétrer en fonction de Njy.
En particulier, le potentiel chimique est une fonction de Ny que ’on écrit :

= po(No). (2.8)

Cette propriété importante va nous permettre dans la sous-section 2.2.1 de dériver
une équation d’état pour le gaz. De la méme fagon, la densité py devient une
fonction de Ny : po(r) = po(r,Np). po(r,No) est le profil de densité vérifiant
I'équation de Gross-Pitaevskii (2.7) et tel que le nombre de particules Y. ¢%py(r)
soit égal & Ny. Le potentiel chimique dans ’équation (2.7) est alors ajusté en
conséquence.

On va se servir de ces propriétés pour montrer une expression assez formelle
que nous utiliserons dans la sous-section 2.2.2 afin de déterminer I’énergie de
l’état fondamental. Si on se restreint pour le profil py(r, Ny) & l'ensemble des fonc-
tions qui vérifient 1’équation de Gross-Pitaevskii (2.7) et que 'on fixe le potentiel
chimique u, Hy devient une fonction de Ny que ’on peut écrire sous la forme
Hy(Ny) = Eo(Ng) — uNy ot Ey(Np) est Iénergie de Gross-Pitaevskii donnée par :

Ey(No) = Zed[ - %\/po(No)A\/po(No) + 92_090(N0)2 + U(r)PO(NO)] (2.9)

ou 'on a écrit po(Ng) pour po(r, Np). La minimisation de Hy(Np) par rapport &
Ny donne dEy/dNy = p, ce qui, conjugué a I’équation (2.8), conduit a :

dEy
—(No) = po(Nop). 2.10
dNO( 0) = po(No) (2.10)
1o(Ng) est donc la dérivée premiére de I’énergie de Gross-Pitaevskii Ey(Np).
Le choix du profil de densité étant imposé par (2.7), on constate que la cor-
rection Hp est nulle. On va donc maintenant résoudre le probléme défini par
I'hamiltonien Hy + Hs.

2.1.3 Transformation de Bogoliubov

Le développement de I’hamiltonien H restreint aux ordres inférieurs ou égaux
& 2 en €2 est quadratique dans les opérateurs 6p et 6 si bien que sa diagonalisa-
tion ne pose pas de difficulté. Les étapes de cette diagonalisation sont en fait trés
semblables & I'approche phase-densité pour un champ atomique classique 2 : on
écrit les équations du mouvement de Heisenberg qui sont linéaires et donc sim-
plement solubles. On obtient des équations de type hydrodynamique incluant les
termes dit de pression quantique. En utilisant le fait que /pg satisfait a I’équation
de Gross-Pitaevskii (2.7), on peut montrer qu'il existe une simple transformation
canonique qui permet d’obtenir ’équation des modes de Bogoliubov pour 1’opé-
rateur :

~

N R
B=-"C4i/p0, 2.11
350 Vo (2.11)

2une approche phase-densité quantique a été développée [123] mais sans définition convain-
cante de la phase.
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et pour son conjugué BT, & partir de ces équations hydrodynamiques.
Le nouvel opérateur que ’on a introduit a des relations de commutation bo-
soniques :

A . Op.p!
[B(x), B'(")] = -, (2.12)
ce qu'on montre & partir des relations de commutation (1.25). En utilisant la
transformation (2.11), on montre finalement que I’hamiltonien Hy peut se récrire

sous la forme :

2
Hy=¢") B! (—H—A + U + gopo — u) B+ gopo [BTB 41 (B2 + BTQ)]
" 2m 2
(2.13)
ou la fonction Es[pg] a disparu dans les calculs, compensée par les contributions
des commutateurs.

On retrouve ici I’hamiltonien de Bogoliubov ol I'opérateur B remplace 1’opé-
rateur 1 (voir encadré 2). On peut donc réutiliser les résultats standard sur la
diagonalisation de cet hamiltonien [101, 70]. On en résume ici les étapes princi-
pales. On introduit les modes propres (us, vs), d’énergie €; > 0, de 'opérateur de
Bogoliubov Lgp, ou

hZ
—2—A+U—u+2gopo 90P0
m

Lap = 72 (2.14)
—g0p0 - <——A +U —p+ 2gop0>

2m

Ces modes peuvent étre normalisés selon 1’équation :
D lus() — fos(x)[’] = 1. (2.15)
r

A chaque mode (us,vs), on peut associer un autre mode propre de Lgp, (v}, u}),
de valeur propre —e; < 0.

Les autres modes nécessaires a la diagonalisation 3 Lgp sont le mode d’énergie
nulle (¢o, —¢po) et le mode anormal (¢g, ¢g), oU on a défini :

$o =/ po/No et $a = v/ NoOno/Po- (2.17)

Maintenant qu’on a précisé la forme du spectre de Lgp, on définit les projec-
tions de (B, BY) sur ces modes propres et sur le mode anormal selon :

(B)=-o/ma(5)+ ()5 B(2) () e

3En fait, 'opérateur Lgp n’est pas formellement diagonalisable tandis que £L&p l'est. Lap
posséde un ensemble de modes propres d’énergies +e¢, mais, dans I’espace noyau de I'opérateur
L%p correspondant au mode anormal et au mode d’énergie nulle, Lgp est nilpotente et a la

forme suivante :
0 «
(0 0) (2.16)

ol o = No dp()/dNo.
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Encadré 2 : Lien avec ’approche de Bogoliubov

Le développement que nous présentons dans cette section est bien sir valable
dans le cas particulier d’'un condensat de Bose-Einstein. Nous verrons notam-
ment dans la suite que les résultats du calcul des observables physiques coin-
cident avec les prédictions de la théorie de Bogoliubov lorsqu’on a un condensat
de Bose-Einstein.

Par conséquent, il n’est pas vraiment étonnant que ’on retrouve le spectre de
Bogoliubov et que, plus généralement, notre approche présente de nombreuses
similitudes avec I’approche de Bogoliubov. Cet encadré est I'occasion de préci-
ser les simplifications qui sont introduites dans le formalisme lorsqu’il y a un
condensat, auquel cas notre approche revient exactement a celle de Bogoliubov.
Le mode macroscopiquement peuplé du condensat est associé & un profil de
densité qui est donné par ’équation de Gross-Pitaevskii a l'ordre le plus bas
de la théorie de Bogoliubov. A cet ordre, la fonction ¢g(r) s’interpréte donc
comme le mode du condensat et po(r) est la densité correspondante.

Les fluctuations quantiques et thermiques autour du mode du condensat sont
petites dans la théorie de Bogohubov Cette propriété correspond dans notre
approche & supposer que 'opérateur 6+ Q est petit (on pourra oublier Q dans
la suite en remarquant qu’il disparait de I’hamiltonien et des observables). On
développe par conséquent l’expression du champ atomique (1.24) en fonction
de la phase et des fluctuations de densité et on obtient au premier ordre de
ce développement que 'opérateur B s’identifie exactement aux fluctuations du
champ notées 51[1. On retrouve finalement avec notre approche les équations de
Bogoliubov appliquées a 51 et dipt.

Physiquement, le fait que la phase quantique soit petite signifie que la phase est
cohérente sur I’ensemble du gaz. Cette cohérence est en fait nécessaire & 1’exis-
tence d’un ordre & longue portée, lui-méme caractéristique d’un gaz condensé
selon le critére de Penrose et Onsager. L’originalité de notre approche est de
montrer que la cohérence de la phase sur 'ensemble du gaz n’est pas nécessaire
pour appliquer une méthode perturbative a la Bogoliubov. Seule la différence
de phase entre deux boites doit étre petite, c’est-a-dire que la longueur typique
de décohérence de phase doit étre plus grande que & et A.

Les opérateurs by sont des opérateurs bosoniques de destruction aux relations
de commutation usuelles [bs,bl,] = d5,¢. IlIs commutent avec les opérateurs @) et

P.A partir de cette expression, on récrit les opérateurs donnant la phase et les
fluctuations de densité :

_—Q+Ze ) bs + 07 (r) b} (2.19)

5p(r) =P Ongpo + Y 8ps(x)bs + 60} ()b (2.20)
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O,(r) = Dol
5ps(r) = /po(r) (us(r) +vs(r))- (2.21)

Interprétation physique des opérateurs () et P [127]

Comme on le voit dans 'expression de la phase quantique (2.19), Q est une
coordonnée collective correspondant au degré de liberté du choix de ’origine pour
les phases. Ce degré de liberté est une conséquence de 'invariance U (1) de I'ha-
miltonien (1.4). Les phases n’apparaissant que comme des différences, l'opérateur
Q ne peut pas apparaitre dans 'expression de I’hamiltonien (1 4).

P est le moment canoniquement conjugué a la variable Q car on montre, &
partir de ’équation (2.18), la relation de commutation suivante :

[P,Q] = —i. (2.22)

Physiquement, P décrit les fluctuations du nombre total d’atomes. En effet, si on
note N l'opérateur donnant le nombre d’atomes, on montre que

N =) tip(r) = Ny + P, (2.23)

oll on a utilisé la propriété

Zedqso ) [us (r) + v5(r)] = 0. (2.24)

Le fait que Q, qui décrit une phase quantique globale, soit conjugué a P qui décrit
un nombre d’atomes est le pendant quantique de la conjugaison entre la densité
et la phase pour un champ classique.

Diagonalisation de Hy + Hy

On insére la décomposition (2.18) dans l’expression de ’hamiltonien Hy (2.13)
et on obtient :

PN 1. ~
Hy+ Hy = E esblbs + §P2,U,6 + Eg[p()], (225)
s

avec ph = dug/dNy. La fonction Es[po] est 'énergie du fondamental de ’hamil-
tonien grand canonique H =~ Hy + Hy. L’hamiltonien (2.25) est donc la somme
d’oscillateurs harmoniques indépendants de fréquences €;/h et d’une particule
libre massive 1D dont la position est décrite par la variable de phase Q.

La forme diagonalisée trés simple que nous avons obtenue pour 'hamiltonien
quadratique Hy + Hy est parfaitement adaptée au calcul d’observables. Si O est
un opérateur, sa valeur moyenne calculée avec ’hamiltonien Hy (qui est la méme
que celle calculée avec 'hamiltonien Hy + Hs) est donnée par

Tr [Oe5"2]

(0)2 = Ty [ B (2.26)



170 Chapitre 2. Développement perturbatif de ’hamiltonien

ou 8 =1/kpT. La forme quadratique de Ho conduit & des calculs simples notam-
ment grace a 'utilisation possible du théoréme de Wick (voir encadré 3).

2.1.4 Terme cubique

Le terme cubique H3 de 'hamiltonien apparait & un ordre supérieur dans notre
approche perturbative. Il décrit une physique trés riche d’interactions entre les
modes de Bogoliubov, qui sont apparus dans la diagonalisation de Hs, conduisant
4 des décalages dans les énergies de ces modes ainsi qu’a des processus d’amortis-
sement de Beliaev-Landau de ces modes. Ces phénomeénes ont déja été largement
étudiés dans le cadre des condensats de Bose-Einstein [128, 129, 130].

Pour ce qui nous intéresse, a savoir le calcul de certaines observables comme
les fonctions de corrélation g; et g ou I’équation d’état, on souhaite inclure Hj
de fagon perturbative. En effet, si on calcule par exemple la valeur moyenne de §p
avec Hy, voir (2.26), on trouve que celle-ci est nulle. On ne retrouve pas ainsi les
prédictions de la théorie de Bogoliubov sur la déplétion du mode du condensat
due aux interactions. Pour retrouver 1’équivalence avec la théorie de Bogoliubov,
il faut donc inclure les corrections due & Hjz. D’une fagon plus générale, pour le
calcul d’observables a I’ordre 2 en €1 9, il faut, dans une approche cohérente, tenir
compte des termes perturbatifs dus & Hs.

Il existe deux méthodes pour calculer ces corrections :

1. la premiére, trés générale, consiste & écrire la formule donnant les corrections
aux valeurs moyennes prises avec I’hamiltonien Hy que l'on note (...)s :

o : i
(O =~ (O, — / dr (¢ Hye~ 20, (2.27)
0

O désignant un opérateur quelconque et (...)s la valeur moyenne corrigée.
On peut ensuite calculer explicitement les corrections en remplagant Gets 0
par leurs expressions (2.19) et (2.20) en fonction des opérateurs by, Q et P
dont on connait les valeurs moyennes calculées avec I’hamiltonien Ho.
Cette méthode est générale mais reste le plus souvent impraticable car tech-
niquement trop ardue.

2. une seconde méthode, quoique moins générale, donne des calculs moins pé-
nibles.
Elle consiste a écrire les équations du mouvement avec I’hamiltonien Ho+ H3
pour les opérateurs 6 et 0p. Ces équations sont non linéaires, leurs parties
linéaires correspondant aux équations hydrodynamiques déja mentionnées
dans la sous-section 2.1.3. On prend donc la valeur moyenne des termes
linéaires avec 'hamiltonien Hy 4+ Hjs et la valeur moyenne pour les termes
quadratiques avec 'hamiltonien Hs.

~

On obtient ainsi des équations reliant (#)3 et (dp)3, qui sont les deux quan-
tités qui nous intéressent, aux valeurs moyennes du type (...)2 que l’on sait
calculer.

Les calculs correspondant & la seconde méthode sont détaillés dans la publi-
cation II. On ne donne ici que les résultats généraux. On obtient tout d’abord
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~

que (#)3 ne dépend pas de la position, ce qui est un résultat attendu (sinon on
aurait un courant permanent).
Les corrections a la densité sont résumées dans 1’expression suivante :

(8p)3(r) = dpao(r) + 2¢0(r)x(r) + (AT (r)A(r))o. (2.28)

dpcc(r) provient des fluctuations du nombre de particules dans le gaz dues a
I'utilisation de I’ensemble grand canonique. Ce terme ne serait pas présent si on
s’était placé dans un ensemble canonique correspondant 3 la réalité physique dans
les expériences de gaz froids.

L’opérateur A se définit comme le projeté de B , débarrassé des opérateurs p
et Q, orthogonalement & ¢y :

Atr) = (1 g0} (o)) (Bm T iv/NoOdo(x) - %N_Oﬁqsam) L )

Sa décomposition sur les opérateurs b, est par conséquent la suivante :

A(r) =) us1 (r)bs +veu (r)bL, (2:30)

le symbole L indiquant une projection orthogonale & ¢q *.
La fonction x(r) est I'unique solution de I’équation

h? 1
0= |—7=A+U+3gpo — p| x(r) + 55(r), (2.31)
2m 2
ou le terme source S(r) est donné par

S(r) = goNogo(r)(4AT (r)A(r) + A%(r) + AM2(r) — ¢f(r))2
- Z 24 gopo(r') o () {A (") + AT(r'), A(r)})s. (2.32)

Dans le cas oil on a un condensat de Bose-Einstein, on peut donner une interpré-
tation physique a x(r) : la partie de x(r)/Ny orthogonale a ¢g est la correction
a la prédiction de Gross-Pitaevskii ¢g(r) pour la fonction d’onde du condensat,
due aux interactions avec les atomes non condensés. La partie de x(r) colinéaire
a ¢o(r) décrit la déplétion du condensat et (At (r)A(r))s est la densité d’atomes
non condensés.

2.2 Calcul des observables

Nous allons maintenant appliquer le formalisme construit dans la section pré-
cédente pour calculer les observables suivantes :
— I’équation d’état, qui donne le potentiel chimique p en fonction de la tem-
pérature et du nombre de particules.

*dans le cas d’un gaz homogeéne, ¢y ne varie pas spatialement et est orthogonale aux fonctions
us et vs. Par conséquent, us, = us €t vs1 = vs.
)
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— D’énergie de 'état fondamental. L’équation d’état & température nulle peut
aussi étre obtenue en dérivant cette énergie par rapport au nombre de par-
ticules.

— les fonctions de corrélation du premier ordre g; et du second ordre g2, qu’on
appelle aussi matrice densité a un et deux corps.

La publication II détaille les calculs correspondants et nous ne donnons dans
cette section que les conclusions.

2.2.1 Egquation d’état

A Tordre le plus bas de notre approche, on a un quasicondensat pur et la
densité est égale a po(r), on /pg vérifie 'équation de Gross-Pitaevskii (2.7). Par
conséquent, on obtient N = Ny et u = puo(NN) pour le potentiel chimique, celui-ci
étant égal par définition & po(Ng) (voir 'expression (2.8)).

ATordre 2 en € 2, ’équation (2.28) donne une correction a ce profil de densité.
En effet, 'intégration de (2.28) conduit a une expression pour la valeur moyenne
du nombre total d’atomes :

A~

N =(N)=No+ N avec (2.33)
SN ~ 6Ngc + 24> 2¢0(r)x(r) + £4) “(At(r)A(r)). (2.34)

r
L’équation d’état découle immédiatement de cette derniére expression. On rem-
place Ny par N — dN dans ’équation (2.8) donnant u, puis on développe 'ex-
pression obtenue au premier ordre en dN :

p = po(N — ON) = p1o(N) — IN g (N), (235)

o (V) s’identifie comme la valeur qu’aurait le potentiel chimique si tous les atomes
du gaz étaient dans le quasicondensat dont le profil de densité est prédit par
léquation de Gross-Pitaevskii (2.7). Ce terme, égal par exemple & go/N/V pour
un gaz homogeéne, est la prédiction champ moyen du potentiel chimique.

Le calcul de 6N permet donc de déterminer les corrections au potentiel chi-
mique au-deld du champ moyen. On insére l'expression (2.34) dans ’équation
(2.35) et on obtient aprés quelques manipulations algébriques détaillées dans la
publication II le résultat suivant :

p== po(N) + kBTQM—IE);) — 119(No) (% + ;fdmt(r)[\(r))z)

+ 3 %90 (O po(r)) (2<ATA)2 + Re<A2>2) (2.36)
— ) " gogd(r)({A(r) + Al(r),4})e.

Le second terme aprés le signe égal provient du choix de ’ensemble grand cano-
nique et peut donc étre oublié pour I’ensemble canonique. On a introduit 1’opé-
rateur :

5= 3 £, (r)Awm). (2.37)
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Dans le cas d'un gaz homogene, 'opérateur 4 et pgj sont nuls. Finalement, le
résultat qu’on a obtenu pour I’équation d’état est le méme que celui qu’on aurait
obtenu en utilisant la théorie de Bogoliubov. Pourtant la dérivation que nous avons
utilisée ne nécessite & aucun moment la présence d’un condensat (voir encadré 2).

2.2.2 Energie de I’état fondamental

Le calcul de I’énergie de I’état fondamental donne aussi le méme résultat que
celui que donnerait la théorie de Bogoliubov, qu'un condensat soit présent ou non.
Pour déterminer Fs, lenergle de I’état fondamental de Hy + Ho, on se place
dans le vide des opérateurs b, et P et on calcule la valeur moyenne dans ce vide
de Hy donné par ’équation (2.13). On obtient, en écrivant Hy = Ey(Ny) — pNp :

- 1
Ey = Eo(No) — pNo — 2 Zedgo po g — Z €s(Vs1 |vs1)- (2.38)

S

ol po(r) est solution de l’équation de Gross-Pitaevskii (2.7). On a déterminé
ici I’énergie du fondamental de I’hamiltonien grand canonique (1.4). Celle-ci ne
donne cependant pas I’énergie interne du fondamental, qu’on va noter Efynq, car
I’hamiltonien grand canonique contient le terme —,uN en plus du terme donnant
I’énergie interne. On détermine par conséquent Fi,ng en ajoutant uN 3 E5 et en
développant Fj en fonction de 6 N. Un calcul intermédiaire donne :

Eo(No) — uNo + pN =~ Ey(N) + 6N (1 — po(No)) = Eo(N), (2.39)

car p = po(Np) d’apres la définition (2.8). On obtient finalement l’expression
suivante pour l’énergie de 1’état fondamental & N atomes :

FowN) = N Y = ool N) A5 N) + U )65V
1 (2.40)
+30(V = D) - D etvislon)

S

résultat identique & celui prédit par la théorie de Bogoliubov, voir I’équation (71)
de [101].

2.2.3 Fonction de corrélation du second ordre

La fonction de corrélation du second ordre est définie par :

g2(r) = (1 (£)$1(0)$(0)9)(x)) (2.41)

De facon cohérente avec notre approche perturbative, nous allons calculer go(r)
au second ordre en €; 2. Pour cela, on récrit son expression (2.41) en fonction de
I'opérateur donnant la densité p et, ce faisant, le commutateur du champ atomique
(1.8) apparait. Puis, on développe p en fonction de pg et dp et on prend les valeurs
moyennes dans Ha, voir 1’équation (2.26), pour les termes quadratiques en 6p et
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dans Hs + Hs, voir I’équation (2.27), pour les termes linéaires. Le résultat obtenu
est le suivant :

g2(r) = po(r)po(0) + po(0)(dh(r))s + po(r)(6p(0))s + (3A(r)3H(0))2 — 52(;0 po(0).

(2.42)
Cette derniére expression donne toutefois 'impression que notre prédiction dé-
pend fortement de la taille du réseau £ et diverge méme lorsque cette taille tend
vers zéro. Cette dépendance est en fait exactement compensée par un terme équi-
valent qui apparait systématiquement dans le calcul de (§4(r)ép(0))2. Pour faire
apparaitre cette compensation dans le cas général, on écrit §p en fonction de
opérateur A défini (2.29) précédemment :

6p(x) = V/po(x) (A(x) + AT (x)) + Ponpo(r; No), (2.43)

et on introduit la notation : : comme désignant le produit des opérateurs A et At
dans l'ordre normal. On peut ainsi récrire

~ ~ ~ ~ 61‘,0
3p(r)dp(0) =:3p(r)5p(0): +=po(0) — Nogii(r)¢5(0), (2.44)
a I’aide des relations de commutation sur A, et on obtient finalement I'expression

g2(x) = (1 = 1/N) p(0)p(x) + (:05(r)35(0) )2, (2.45)

dont la dépendance en 1/£? a disparu et ot p = pg + (6p)3 désigne la densité
moyenne calculée & ’ordre 2 en €;,2. Encore une fois, on retrouve une prédiction
identique & la théorie de Bogoliubov.

2.2.4 Fonction de corrélation du premier ordre

On en vient au calcul de la fonction de corrélation du premier ordre | définie
par :

g1(r) = (1 (£)5(0)) = (VA(r )@= /5(0)). (2.46)

Pour calculer g;, on procéde comme on l'a déja fait dans les paragraphes pré-
cédents. On développe l'opérateur donnant la densité & 'ordre 2 en €; 2 puis on
prend les valeurs moyennes dans Hs, voir 1’équation (2.26), pour les termes qua-
dratiques en §p et 6 et dans Ho + Hj, voir I'équation (2.27), pour les termes
linéaires en §p et 6.

Pour le détail des calculs, on se reportera a la publication II. L’'encadré 3
explique comment on utilise le théoréme de Wick pour calculer certaines valeurs
moyennes dans Ho.

Sappelée aussi matrice densité & un corps.



2.2. Calcul des observables 175

Encadré 3 : Utilisation du théoréme de Wick
Le théoréeme de Wick permet de calculer des valeurs moyennes de produits
d’opérateurs dans le cas particulier ol I’opérateur densité est gaussien :

1 N
p= g e Tarethie, (B3-1)

On suppose que les opérateurs b; sont des combinaisons linéaires des opérateurs
ag et &L. Le théoréme de Wick donne alors la relation suivante :

(biby...bam) =Y [ (bity)- (B3-2)

P (i.j)eP

Dans cette expression, on somme sur tous les regroupements possibles des b; par
couples (cette opération est désignée par P) et on fait le produit sur ’ensemble
des couples ainsi formés.

Application du théoréme dans notre approche

H, étant quadratique (2.25) dans les opérateurs b et bs, on peut appliquer le
théoréme de Wick pour le calcul de valeurs moyennes dans Hy. On suppose que
A est une combinaison linéaire des opérateurs bs (comme c’est le cas pour 6 ou
dp par exemple) et on montre que

(ehy, = e (A2, (B3-3)
Pour cela, on développe exp(id) en ) i" A" /n! et on note que seules les valeurs
paires de n contribuent au résultat. L’application du théoréme de Wick donne :

(2n)!

(A1) = (20— 1)(2n = 3)(2n — 5)...1 ((A%))" = 2

((4%)2)". (B3-4)

Il reste & resommer les différents termes :

—1\» n)! n 2 n e
Z((273! oy (14 :Z%(_%ﬁ) =e Rl (B3)

n

ce qui démontre la formule (B3-3). De la méme fagon, on peut montrer que
(Be')s = i(BA)yse™ 42, (B3-6)

ol B est une combinaison linéaire des opérateurs b;. Dans ce cas, seules les
valeurs impaires de n contribuent au calcul. L’application du théoréme de Wick
donne :

2n + 1)!

(BA™ 1Yy = (2n+1)(2n—1)...1(BA), ((A%)2)" = (BA), ( o ((4%),)"

(B3-7)
et conduit & la formule (B3-6) apres la resommation :

—1)" 0 ! n § " —(A2
Z(z(ni)l)! o (4% :Z%(_Mz)?) R e




176 Chapitre 2. Développement perturbatif de ’hamiltonien

L’expression finale obtenue pour g;(r) peut s’écrire sous cette forme :

1

2= S (A0 s (2.47)

(1) = V/pp(0) exp 3 - (A0 )

valable uniquement & l’ordre 2 en €1 5. p = po + (0p)3 désigne la densité moyenne,
: : Pordre normal par rapport aux opérateur A et At et on a posé :

A6 = 6(0) — 6(r) (2.48)
-\ _ 0p(x)
op(r) = o) (2.49)

Le premier terme dans ’exponentielle correspond aux fluctuations de phase qui
sont quelconques dans notre approche. Ces fluctuations conduisent notamment
pour les systémes de basse dimension & une décroissance de g a longue distance.
Le second terme dans ’exponentielle correspond aux fluctuations de densité qui
sont petites dans notre approche. En particulier, on a pu 'insérer dans 1’exponen-
tielle ce qui se justifie pour notre calcul restreint & ’ordre 2 en €1 2.

Lien avec la théorie de Bogoliubov

Contrairement aux trois sous-sections précédentes ot nos prédictions pour les
observables sont les mémes que celles de la théorie de Bogoliubov, ’expression
(2.47) de g1 donne un résultat différent de ce que prédirait la théorie de Bo-
goliubov. En effet, on s’intéresse & un régime ou les fluctuations de densité sont
petites mais oil les fluctuations de phase sont importantes. Les observables & deux
corps, comme le potentiel chimique, 1’énergie du fondamental ou la fonction g
sont physiquement reliées aux fluctuations de densité et ne dépendent donc pas
de la présence d'un condensat de Bose-Einstein.

Au contraire, le comportement de g; a grande distance (ou 'ordre & longue
portée) est fortement modifié si les fluctuations de phase deviennent importantes
comme c’est le cas pour les quasicondensats. La présence d’un vrai condensat de
Bose-Einstein s’accompagne de faibles fluctuations de phase. Dans ce dernier cas,
on peut développer I’exponentielle dans ’expression (2.47) de g1(r). On remplace
ensuite A et Aj par leurs expressions en fonction des opérateurs A et P. Si on
se place dans ’ensemble canonique, on enléve les termes en P qui viennent des
fluctuations grand canonique du nombre de particules du gaz. Aprés calcul et
utilisation de I’équation (2.28), on reobtient exactement les résultats de la théorie
de Bogoliubov pour la fonction g, c’est-a-dire :

9% (r) = Te(r)T(0) + (A'(r)A(0)), (2.50)

ot ¥,(r) = /Ny do(r) + x(r)/+/Ny est le champ du condensat a ordre 2 en €1 .

On peut aussi, a partir de cette derniére expression, exprimer la fonction g;
dans le cas général d'un quasicondensat en fonction de ce que prédirait la théorie
de Bogoliubov. On obtient :

01(x) = V/p)p(0) exp [gig” - 1] . (251)

p(r)p(0)
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valable encore une fois uniquement & l'ordre 2 en €. Cette formule est néan-
moins trés puissante. Elle permet de calculer g; pour un quasicondensat comme
s’il y avait un condensat de Bose-Einstein. Qui plus est, elle permet de passer
continiiment d’un condensat a un quasicondensat en gardant la méme formule

pour gi.

2.3 Application au gaz homogéne

Les prédictions d’observables que nous avons obtenues sont trés générales mais
restent assez formelles et ne permettent pas de discussion physique détaillée. Dans
un premier temps, I’application du formalisme au cas simple du gaz homogéne est
un bon moyen d’obtenir des résultats plus directement interprétables physique-
ment ainsi que des expressions analytiques relativement légeéres. Par ailleurs, la
plupart des prédictions antérieures de la littérature concernent le gaz homogeéne
ce qui va faciliter la comparaison avec nos résultats.

Pour étendre nos résultats au cas plus complexe d’un gaz inhomogéne, par
exemple un gaz dans un piége harmonique, il est souvent possible d’utiliser 1’ap-
proximation de densité locale qui suppose que le gaz se comporte localement
comme un gaz homogeéne, la densité du gaz pouvant elle varier d’un point & ’autre
du systéme. Pour ce faire, on remplace dans les expressions d’observables du gaz
homogene, la densité constante p par la densité variable p(r). L’approximation
de densité variable est valable si la densité py(r) varie lentement par rapport aux
longueurs caractéristiques du gaz homogéne et si I’observable considérée ne fait
pas intervenir des régions spatialement trop éloignées.

Nous allons donc dans cette section calculer plus explicitement les observables
de la section précédente pour un gaz homogene dont la densité est constante
spatialement. Dans ce cas, la solution de I’équation de Gross-Pitaevskii est trivia-
lement pg = Ny/L? (L désigne la taille du systéme) avec u = gg po.

Les équations de Bogoliubov sont aussi aisément résolues, les modes étant de
la forme uy(r) = 1y, e*" /LY? et vy (r) = v, €7 /L2 avec

L B2k2/2m + 2u7F1/4
U % O = [W] ’ (2.52)
et d’énergies propres
thQ thQ 1/2
=|——=—+4+2 . 2.
o= o (G +20)] (259

2.3.1 Equation d’état

L’expression générale du potentiel chimique (2.36) donne pour le gaz homo-

gene :
dk _ _ _
1= pgo + go/ (g + Br) g + Ok (g + B, (2.54)
p (2m)

Sceci car, pendant longtemps, le systéme physique expérimental de référence fut I’hélium 4.
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ot ny, = 1/(exp(Bex)—1) est le facteur d’occupation de Bose. D = [—7 /£, 7/£]¢ est
le domaine d’intégration correspondant & notre modéle sur réseau. Cette formule
est valable & 1D, 2D et 3D et ne comporte pas de divergence infrarouge (c’est-a-
dire pour k — 0). Cependant, le comportement & grand vecteur d’onde de cette
expression, qui est donné par

mi

— 3 (2.55)

Oy (g + g) =~
est convergent & 1D, mais divergent a 2D et 3D lorsque la taille du réseau £ — 0.
Cette apparente dépendance en la coupure /2/mf? est en fait exactement com-
pensée par la dépendance de la constante de couplage effective gy en la taille du
réseau £. En incluant cette dépendance, nous allons montrer que I’expression du
potentiel chimique est finie & 2D et 3D et évidemment & 1D, lorsque la taille du
réseau £ — 0.

Concentrons nous tout d’abord sur le cas 1D & température nulle. Comme
I'intégrale apparaissant dans ’équation (2.54) est convergente a grand k, on peut
étendre l'intégration sur k de —oo & +00 en ajoutant puis en soustrayant le terme
290 ;;O(dk/ﬂ')'l_)k (g + D). On peut estimer la contribution de ce terme a partir
de (2.55). On obtient —mlgou/(w2h?) ce qui, soustrait & pgo, donne simplement
pg si on utilise I’équation (1.31) et qu’on se restreint au deuxiéme ordre en e; 2.
On peut finalement récrire (2.54) sous la forme :

+00 gk
©=pg+ g/ % [Ok (t, + Ty)] (2.56)

—0o0

qu’on calcule & partir des expressions (2.52) afin d’obtenir :

uzgp<1— L ) (2.57)

mpé

On retrouve la prédiction de Lieb et Liniger dans la limite d’interactions faibles
[116].

A 2D, on rappelle que le lien entre la constante de couplage effective gg et la
longueur de diffusion 2D, notée a, est donnée par I’équation (1.35). Par ailleurs,
on peut calculer l'intégrale sur D de vy (ug + 9%) en utilisant la méme méthode
que dans la sous-section 1.3.2. On obtient

dk _, _ _ m w2h? 4G
_/D i+ i) = T [hl (mé%) - amal . ay)

Le remplacement de go dans (2.54) par son expression (1.28) conduit finalement
a I’équation d’état :

_mp 4k? _/ dk
P=0r? In ( ) 2n? (ug + vg) “ng- (2.59)

a2me2C+1

Cette équation implicite est identique au résultat obtenu par Popov par sa mé-
thode d’intégration fonctionnelle [102]. La dépendance en £ a disparu et I'intégrale
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sur k est bien convergente & grand vecteur d’onde. A température nulle, on peut
inverser 1’équation (2.59) si I’'on néglige les corrections en In(In(1/pa?)) par rap-
port & In(1/pa?). On obtient alors

4Th2p

= mIn(1/pa2) (2.60)

ce qui correspond au résultat de Schick [131] ainsi qu’a celui de Fisher et Hohen-
berg [132] obtenu de fagon plus heuristique.

A 3D, le lien entre la constante de couplage effective gy et la constante g =
4mh?a/m est donné par (1.39) qui peut aussi s’écrire sous la forme :

g
T /ﬂ#
g p (27)3 h2k% /m

On remplace ainsi go dans (2.54) par cette expression ce qui conduit a 1’équation
d’état :

(2.61)

dk N 9 o B mu
= — — 2.62
p pg+90/p 2n)? ((Uk-H)k) ng + Uk (uk + vk) + hgkg) (2.62)

Dans cette derniére expression, l'intégrale sur les vecteurs d’onde est convergente
lorsque la taille du réseau £ — 0. A température nulle, on peut effectuer l'intégra-

tion et on obtient :
32
1w=gp (1 + T\/;r\/ pa3> (2.63)

qui coincide avec le résultat de Lee et Yang [133].

2.3.2 Fonction g;(r)

La fonction de corrélation du premier ordre g1(r) se calcule directement &
partir de la prédiction de la théorie de Bogoliubov. On obtient dans la limite
thermodynamique :

Bog . d
In[g: (r)/p] = glff)—l - —%/% (@2 +52) ng + 7] (1—cos ko). (2.64)

On a considéré dans cette expression la limite £ — 0 et la formule obtenue ne
comporte ni divergence infrarouge, ni divergence ultraviolette et est valable & 1D,
2D et 3D.

Une analyse dimensionnelle rapide de ’équation (2.64) semble suggérer que
le terme & droite du signe égal est d’ordre 1/pé% ou 1/pA? et est donc petit
dans les deux cas. Pour cela, on suppose que chacune des fonctions apparaissant
dans l'intégrale est d’ordre unité et que ’échelle des vecteurs d’onde est 1/€ ou
1/X. Cette analyse rapide est cependant fausse & 1D ou 2D. Le comportement
de la fonction (4 + 92) ny + v est en effet singulier lorsque k — 0, en 1/k? a
température non nulle et en 1/k a température nulle. Cette divergence infrarouge
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est compensée dans l'intégrale par le terme en (1 —cosk-r) si bien que l'intégrale
de I’équation (2.64) est bien définie lorsque k — 0 quelque soit la dimension d.

A 3D a toute température et & 2D pour T = 0, le terme k%! de I’élément d’in-
tégration est suffisant pour compenser la divergence infrarouge de (ﬂi + 17,%) ng +
17,% et les conclusions de l'analyse dimensionnelle sont alors correctes, c’est-a-dire
que (2.64) est petit devant 1. On retrouve qu’il y a un ordre a longue portée et
donc un condensat de Bose-Einstein.

A 1D a toute température et & 2D pour T' # 0, les conclusions sont différentes.
En effet, le terme en (1 — cosk - r) ne compense la divergence infrarouge que
pour k < 1/|r|, c’est-a-dire pour de trés petits vecteurs d’onde lorsque |r| —
+00. Au-dela de ce vecteur d’onde limite, la singularité & petit vecteur d’onde de
(@2 + %) ny + U2 joue un role et donne des contributions importantes & In(gi/p).

En particulier, & 2D pour T" # 0 et & 1D pour T' = 0, on trouve que la
contribution & In(g1/p) est proportionnelle &

/d—:(l —cosk-r) — %ln(r/é) (2.65)

pour r grand, ce qui correspond & une décroissance en loi de puissance pour g;(r)
(pour plus de précisions sur les systémes homogénes 2D, voir [89, 102, 103, 134]).
A 1D et T # 0, la contribution a In(g;/p) est de l'ordre de

|

/Z_];(l —coskr) — (2.66)

IS

C

pour r grand, ol £. = pA?/7 est la longueur de cohérence du champ atomique.
La décroissance de g1(r) est exponentielle comme dans le cas d’un gaz parfait
dégénéré a 1D.

On a donc pu caractériser, selon la dimension d’espace et la température, le
comportement de la fonction g1(r) & grande distance. ce qui permet notamment
de conclure sur l’existence ou non d’un condensat de Bose-Einstein. Physique-
ment, on constate que ce sont les excitations aux grandes longueurs d’onde qui
donnent des fortes fluctuations de phase et peuvent ainsi potentiellement détruire
le condensat. Ces excitations de basse énergie sont de plus en plus dominées par les
excitations de plus haute énergie & mesure que la dimension de ’espace augmente,
si bien que le condensat se stabilise.

2.3.3 Calcul plus complet & 1D

Nous allons maintenant aborder de facon plus précise le cas de g1 a4 1D afin de
comparer nos prédictions aux résultats existant dans la littérature. A température
nulle, on peut, & partir des expressions (2.64), (2.52) et (2.53) déterminer la limite
asymptotique de gi1(r) lorsque r > £. On trouve (voir annexe A)

1/2wp &
“)/ s (2.67)

) =p (7



2.3. Application au gaz homogeéne 181

avec r1 = €270 ¢/4 ~ 1.037 £, en accord avec Popov [135]. A température finie,
le logarithme de g1/p est une intégrale de la forme

+o0
- /0 Ak(f) 1 - cos(kr)] (2.68)
ou A(k) est une fonction réguliére et paire en k (voir A.3) et dont le comportement
est quadratique en k autour de k¥ = 0. En particulier, A(0) = mkgT/wh?p =
2/pA2. On écrit A(k) comme [A(k) — A(0)] + A(0) et on sépare Iintégrale (2.68)
en deux. Le premier terme, lorsque » — +00, tend vers une constante K donnée
par

T A(k) — A(0
K:/ 7( )k2 ( ) (2.69)
0
Le second terme peut se calculer exactement. On obtient :
> dk r
A(0) /0 L= cos(ir)] = 7. (2.70)

oil £ = pA?/7 est la longueur de cohérence 1D. En conclusion, lorsque r — 400,
on obtient le développement asymptotique :

~Infgy(r)/p] = gﬁ K+ o(1/r), (2.71)

ol I'on peut montrer par intégrations par partie successives que le dernier terme de
cette expression tend vers zéro plus vite que toute loi de puissance, contrairement
au résultat de [134]. Le comportement obtenu (2.71) est donc une décroissance
exponentielle de longueur caractéristique £, [89, 102, 134|. Ce résultat coincide
notamment avec la limite de faibles fluctuations de densité de I’approche en champ
classique a 1D [104].

On a ainsi montré que la formule (2.64) redonne les comportements asympto-
tiques a grande distance de g;(r). Mais ce n’est pas tout, cette formule appliquée
a 1D donne en fait g; (r) pour toute distance 7. En effet, la plus petite des échelles
typiques de variation de g (r) est £ et notre approche nous donne accés aux valeurs
de g1 (r) pour des distances r plus petites que £. Ce n’est pas le cas des approches
qui ne traitent pas correctement les modes d’énergie supérieure au potentiel chi-
mique u, comme les approches décrivant le gaz comme un liquide de Luttinger et
ol seuls les modes de basse énergie 7 sont accessibles [136]. On calcule ainsi figure
2.1 le logarithme de g1 en fonction de r/€ pour différentes températures.

En particulier, cette connaissance compléte de g1(r) permet le calcul de la
distribution en impulsions des atomes :

M(p) = 2 /O ™ dr g1 () cos(or /1), (2.72)

La normalisation de cette distribution est donnée par [ dpIl(p) = 27hp de telle
sorte que II(p) est sans dimension. Figure 2.2, on représente la distribution en
impulsions pour différentes températures et pour p& = 10.

"dans les approches de liquides de Luttinger, seule la partie linéaire du spectre de Bogoliubov,
correspondant & des énergies plus petites que le potentiel chimique, apparait dans le formalisme.
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F1G. 2.1: Fonction de corrélation du premier ordre g;(z) pour un gaz de bosons 1D ho-
mogéne et pour des interactions répulsives. Le calcul est effectué dans la limite thermo-
dynamique. Les différentes courbes correspondent & différentes températures comparées
au potentiel chimique : kgT/p = 0 (ligne pleine), 1/15 (ligne point-pointillés), 1/8 (ligne
pointillés), 1/4 (ligne de points). Sur cette figure, on voit apparaitre a grande distance
un comportement logarithmique & température nulle et un comportement linéaire & tem-
pérature non nulle.
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F1G. 2.2: Distribution en impulsions d’un gaz de Bose 1D répulsif dans la limite ther-
modynamique. On trace II(p) pour différentes températures : kpT'/p = 1/3 (ligne point-
pointillés), 1 (ligne de pointillés), 10/7 (ligne de points). On a pris ici p€ = 10 > 1. La
ligne pleine représente la limite & grand moment (h/p&)?.
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En intégrant par partie ’expression donnant la distribution en impulsion, on
montre dans ’annexe A que le comportement & grand p de II(p) est relié a la
dérivée troisiéme de g; en 7 = 0T qui est non nulle. Ainsi, on obtient, lorsque
p— +00:

_ 249 (07)

p +o(1/p*) avec ggg)(0+) = u?m?/(2h%). (2.73)

II(p)
Cette prédiction, valable a toute température, coincide avec le résultat d’un calcul
exact basé sur I’ansatz de Bethe qui a été dérivé récemment pour le méme systéme
[137].

En conclusion, ’approche que nous avons développée permet de déterminer ¢y
en tout point r de ’espace. On réobtient ainsi les comportements asymptotiques
exacts a grande distance de ¢g; mais aussi et surtout le comportement a petite
distance de gi. En particulier, on constate que notre prédiction de la dérivée
troisiéme de g; en r = 07 est exacte dans la limite d’interaction faible.

2.3.4 Comportements asymptotiques

On revient dans ce paragraphe sur la constante K définie en (2.69) et apparais-
sant dans la limite asymptotique & température finie de g;(r) lorsque r — +oc.
On montre dans 'appendice A que K peut s’écrire sous la forme :

_ Lok
K= T (kBT) (2.74)

ot Z(u/kgT) est une fonction, représentée figure (2.3), qui ne dépend que du
rapport p/kgT . La forme de la constante K est 'occasion de revenir plus en
détail sur les comportements asymptotiques de la fonction g1 (r) & 1D. On constate
dans l'expression (2.64) qu’il y a deux types de contributions au calcul de g;(r),
I’'une thermique proportionnelle & ny et I’autre purement quantique qui est la seule
présente lorsque la température est nulle. On retrouve ces deux contributions dans
Pexpression (1.11) de A(k). Nous allons distinguer deux cas, selon que le potentiel
chimique est plus grand ou moins grand que 1’énergie thermique.

Dans le premier cas, 4 < kT, la contribution thermique est toujours domi-
nante. L’échelle de longueur sur laquelle g;(r) atteint son régime asymptotique
(2.71) est &, c’est-a-dire que (2.71) est valable pour r > . La figure 2.3 donne la
fausse impression que K diverge lorsque kgT > u. En effet, si on se restreint a
l'ordre dominant pour Z(z) qui est w/(4z), on obtient :

(2.75)

qui est petit car d’ordre €2 d’aprés (1.46). K est donc du méme ordre que les
fluctuations de densité qui sont forcément petites dans notre approche.

Dans le second cas, u > kpT et on a deux échelles de longueur qui inter-
viennent : £ et A2/¢. Pour r < £, on ne peut pas écrire de formule asymptotique
pour g;(r) mais on montre que la partie quantique domine la partie thermique.
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F1G. 2.3: La ligne en trait plein représente la fonction Z(z) en fonction de z = u/kpT.
Les losanges blancs correspondent & la limite asymptotique aux petits « : —1.8303/+/z +
m/(4x) ; les cercles noirs a la limite des grands z : —0.9372 + (Inz)/2.

Pour ¢ < 7 < A2/¢, la partie purement quantique domine la partie thermique si
bien que gi(r) suit la forme asymptotique & température nulle donnée par (2.67).
Pour r > A%/¢, la partie thermique devient non négligeable et on tend vers la
formule asymptotique & température non nulle donnée par (2.71).

Il y a donc un domaine, pour r < A2/¢, ol on ne peut pas distinguer le
comportement de la fonction g;(r) de ce qu’il serait si la température était nulle.
Pour r = A\2/¢, la limite entre les deux comportements asymptotiques, la forme
(2.67) donne (& l'ordre dominant en x = u/(kgT)) :

In[gi(r)/p] = ﬁ In (’\Z5> ~ 27r1p§ In (kgT> (2.76)

et la forme (2.71) :

e p) 1 %
—In[gi(r)/p] = PR In <kBT> ot In <k3T>’ (2.77)

c’est-a-dire le méme résultat.

2.4 Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre notre méthode de résolution perturbative
de I’hamiltonien modéle décrivant le gaz de bosons sur un réseau discret. Cette
méthode est une généralisation en point de vue densité-phase de ’approche de
Bogoliubov dont le domaine d’application est ainsi étendu aux quasicondensats.
Elle permet en principe de calculer le développement de n’importe quelle obser-
vable en fonction des petits paramétres du probléme. Les deux petits paramétres
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de ’approche sont les fluctuations relatives de densité du quasicondensat ainsi que
la différence de phase entre deux boites voisines. On a montré de fagon explicite
comment effectuer le calcul dans notre approche de 1’équation d’état du gaz, de
I’énergie de 1'état fondamental ainsi que des fonctions de corrélation du 1°" et
du 2° ordre. A part pour le calcul de la fonction de corrélation du 1°* ordre, on
retrouve les résultats de la théorie de Bogoliubov. La coincidence avec la théorie
de Bogoliubov est méme compléte lorsqu’un condensat est présent et que les fluc-
tuations de phase sont petites. Finalement, nos résultats sont valables & 1D, 2D,
3D et ne comportent ni divergence infrarouge, ni divergence ultraviolette lorsque
la taille du réseau tend vers zéro.

Nous avons appliqué le formalisme aux calculs des propriétés des gaz de Bose
homogeénes 1D, 2D et 3D. Nos résultats coincident alors avec de nombreuses pré-
dictions de la littérature. On a détaillé plus particuliérement le calcul de la fonction
de corrélation du 1°F ordre & 1D. On montre qu’on peut déterminer celle-ci com-
plétement, c’est-a-dire aussi bien son comportement & longue distance que son
comportement & courte distance.
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Conclusions et perspectives

Dans cette partie de la thése, nous avons étendu la théorie de Bogoliubov a
I’étude des gaz de Bose dilués de basse dimension. Ces gaz sont en interaction
faible, fortement dégénérés et possédent des faibles fluctuations de densité : c’est
le régime des quasicondensats pour lequel la phase du champ atomique a une lon-
gueur de cohérence qui peut étre finie. Lorsque cette longueur de cohérence devient
plus grande que la taille du systéme, le quasicondensat redonne un condensat.

Plutét que de considérer le cas d'un espace continu nous avons discrétisé 1’es-
pace ce qui est un moyen commode de contourner les difficultés liées & la définition
d’un opérateur donnant la phase. On a ensuite effectué un développement pertur-
batif de ’hamiltonien qui doit nous permettre a priori de calculer les observables
a tous les ordres de l'interaction. Nos résultats sont valables & 1D, 2D et 3D et
ne comportent pas de divergence lorsque la taille du réseau tend vers zéro. Fina-
lement notre approche coincide exactement avec ’approche de Bogoliubov quand
un condensat est présent.

On a ainsi construit un cadre général & partir duquel on peut décrire de nom-
breuses expériences sur les quasicondensats. Une application simple et directe
consisterait a étudier I’expérience du laser & atomes [104] dans laquelle un gaz de
bosons est piégé transversalement mais reste libre dans la direction longitudinale.

Les améliorations que l'on peut apporter & notre approche sont trés nom-
breuses. Tout d’abord, on peut penser & étendre son régime d’application a des
températures plus élevées tout en restant suffisamment loin de la température de
dégénérescence quantique. On peut s’inspirer pour cela des extensions & tempé-
rature finie de la théorie de Bogoliubov dues & Beliaev [138] ou & d’autres.

On n’a pas pris en compte dans notre approche les excitations de type vortex
qui peuvent étre importantes notamment & 2D ol 1’on sait que ce sont les paires
de vortex-antivortex qui sont & l'origine de la transition de Kosterlitz-Thouless.
Un vortex correspond & une circulation non nulle de la phase, c’est-a-dire que sa
présence est liée & la définition modulo 27 de la phase. Or cette propriété n’est
pas présente dans notre traitement méme s’il semble que l'effet des paires de
vortex-antivortex soit négligeable & trés basse température [102].

Pour un gaz piégé en rotation suffisamment rapide, il peut y avoir apparition
de vortex dans le condensat ou dans le quasicondensat si la géométrie du piege
est assez anisotrope. Ce ou ces vortex introduisent des nouveaux modes de basse
énergie qui vont modifier les propriétés de cohérence de la phase du champ ato-
mique. L’influence des vortex sur la physique des quasicondensats est ainsi une
autre extension possible et intéressante de notre approche.
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Pour finir, on peut évoquer 1’équivalent du quasicondensat dans les gaz fer-
mioniques que l'on peut appeler par extension le quasicondensat BCS. La vision
simplifiée du condensat BCS est celle d'un condensat de Bose de paires de Co-
oper, chaque paire de Cooper étant un état lié formé par deux fermions dans des
états hyperfins différents. Le paramétre d’ordre A(r) qui décrit le condensat est
cohérent dans la théorie BCS. Pour des systémes de basse dimension, on s’attend
a ce que les fluctuations de la phase du paramétre d’ordre soient telles que la
longueur de cohérence de cette phase soit finie. C’est par conséquent une perspec-
tive intéressante que de vouloir étudier la décohérence de la phase du paramétre
d’ordre en s’inspirant de notre approche pour les quasicondensats de bosons.



Annexe A

Développements asymptotiques
de g1(r) a 1D

Dans cet appendice, on détaille trois calculs analytiques donnant les compor-
tements asymptotiques de g1(r) & 1D pour un gaz de Bose répulsif dans la limite
thermodynamique.

A.1 Limite & grand r pour 7'=0

A température nulle, g; prend la forme suivante :

+o0
—1In[g(r)/p] = /0 dk 72 (1 —cosk r). (1.1)

0

ol Ty, se calcule & partir des expressions (2.52) :

72 =1 i +Vk2+4/§2—2 (1.2)
CTa\veErage Tk |

On pose le changement de variable u = k r et on récrit le logarithme de g; :

u +\/u2+/<;2
Vu? + K2 u

avec K = 2r/€. On s’intéresse au régime r > &, c’est-a-dire a la limite x > 1.
Dans l'intégrale sur u de l'expression (1.3), la fonction a Uintérieur des crochets
varie lentement en fonction de u & ’échelle des oscillations de la fonction sinus. On
va donc faire I’approximation sin?(u/2) ~ 1/2 en prenant de soin de régulariser
la fonction entre crochets en en extrayant la partie présentant une divergence
infrarouge lorsque u — 0 (en x/u). On détermine ainsi la limite asymptotique,
lorsque K — +00, de U'intégrale de I’expression (1.3) :

1 +00 /22 2
—/ du “ + we —Ee(m—u)—2
2 Jo Vu? + k2 U U

+o0
—In[g1(r)/p] = L /0 du — 2] sin®(u/2) (1.3)

2wp r

u

+ /On du” sinQ(u/2) +o(1)
(1.4)
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La premiére intégrale est bien définie et ne comporte pas de divergence lorsque
u — 0. Son intégration analytique donne :

1 +o0 /212 2
—/ du| = YR R _wy—2| =Fmn2—2) (15)
2 0 \/u2 + ,44,2 u u 2

La deuxiéme intégrale est donnée par

Fdu . 5 (u K K kC
fi]/o ; sin (E) = 5111/4, — 501(/‘&) + 7 (16)
ou C est la constante d’Euler et Ci(z) = — f;oo cost/t = O(1/z) lorsque z —

+o0o. Ainsi, on peut négliger le terme en kCi(k) et on obtient finalement :

—In[gi (r)/p] = ﬁg(ln(%/f) +In2-240C)= %lp £ln <ch> (1.7)

ce qui conduit immeédiatement a (2.67) avec r; = e>~C¢/4.

A.2 Limite & grand p de II(p)

Lorsque p — +00, les oscillations du cosinus dans 'intégrale de (2.72) se font
sur une échelle qui devient de plus en plus petite comparée aux variations typiques
de g1(r) et II(p) tend par conséquent vers zéro.

Le lien entre la limite & grand p de II(p) et la dérivée troisiéme de g; en r = 0T
se montre en intégrant (2.72) plusieurs fois par parties. Aprés 4 intégrations par
partie, on obtient sans approximation :

2h4 (3) 0+ 277,4 +oo
= 79;)4( ) + p—4/ drg§4) (r) cos(pr/h). (1.8)

II(p)
Les intégrations par partie du second terme de cette expression montrent qu’il
décroit plus vite que le premier, qui donne donc le comportement asymptotique
a grand p de I(p).

Calcul de g§3) (01)

La fonction gi(r) est paire, comme on le voit dans I’équation (2.64), mais
non analytique en r = 0. En effet, si on développe le 1 — cos(kr) dans (2.64), on
trouve une série de termes pairs en k r. Le comportement de 17,% & grand vecteur
d’onde est en 1/k* si bien que les termes du développement de 1 —cos(kr) d’ordre
supérieur & 2 en r ne sont pas intégrables & grand vecteur d’onde. On ne peut
donc pas développer le 1 — cos(kr) dans 'intégrale et la dérivée troisiéme de g1 (7)
en 0 n’est pas forcément nulle.

Toutefois, le terme en (42 + v2) ny, de 'intégrale (2.64) converge exponentiel-
lement a grand vecteur d’onde si bien que la contribution & g; qui lui correspond
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est analytique et posséde en particulier une dérivée troisiéme nulle. On ne conserve
donc dans le calcul que le terme en 17,%. On dérive trois fois et on obtient :

@y 1 [Pdu 5[ u wd o\
o) = & /0 o ( St 2 ) sn(ur/e) (1)

ol on a posé u = k€. On coupe 'intégrale en w = A > 1. Le premier terme (pour
u < A) est fini et tend vers zéro lorsque  — 0. Pour le second terme (u > A), on
tire partie du fait que A > 1 pour développer l'intégrant. On obtient :

+o00 +00 o3
(3) 1 / 4dy 1 / siny
)~ —— —=siny — — —d 1.10
91 ( ) 47_(_54 Ar/e Y Y r—0 71'64 0 Y Y ( )

ol on a posé y = wur/¢. En évaluant l'intégrale, on trouve g%g)(0+) = 1/2¢4,
c’est-a-dire la formule (2.73) si 'on récrit € en fonction de p.

A.3 Comportement limites de K

La fonction A(k) introduite dans la sous-section 2.3.2 est donnée par :
1 k VK2 +4/€2
A(k) = — - 4/ k%ny,
2mp |\ K2+ 4/€2 k
k N YT %
+ + —2| =
VE? +4/€2 k 2

si bien que le changement de variable y = k£/2 conduit & ’expression (2.74) avec
I(:v)—/+oody Y + Y+l =
0 V2 +1 Y 2TV +l _ 1
1 Y n Vyz+1 9 1
Vyz+1 (]

+2
ou z = pu/kpT. On écrit Z(z) = I + Z2(z) avec

1 [t V2 +1 1 In2
11:_/ dy( Yy VYT —2—7))=—1+n— (1.13)
0

(1.11)

(1.12)

2 V2 +1 Y y(l+y 2
et
() /+°°d y +\/y2+1 1 L1 1
2(z) = -
0 4 VyZ+1 Y 2o/ 21 _ 1 2y(14+y)  2zy?

(1.14)
On va maintenant déterminer les deux développements asymptotiques de Zo(z)
lorsque x — +o00 et lorsque x — 0.
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1.

T — +00

On peut montrer que la contribution provenant du terme en y/+/y? + 1
entre parenthéses dans I’expression (1.14) est de 'ordre de O(1/x?). Les
contributions des autres termes s’écrivent sous la forme Zy(z) + Zs(z) avec

o0 du 1 1 1
1) /0 2u <1+u/Qz 1—|—u) g (1.15)

et

Foo V1 +u?/4z? 1 1 1
Is(z) = du + - —
0 u e+’ /aa® _ 1 2u(l+u) w
(1.16)
ou l'on a posé le changement de variable 2zy = u. On peut calculer cette
derniére expression a ’ordre le plus bas en 1/z et on obtient, lorsque z —

oo 1 1 1
T5(z) :/0 du (u(e“ ) + T E) +o(1) ~ —0.6303321..1.7)

Le développement asymptotique de Z(z) lorsque £ — +oco est finalement
donné par

1
Z(z) = —0.9372... + Elnaf; + o(1) (1.18)

.x—0

Le calcul est plus délicat. On considére tout d’abord la contribution prove-
nant du terme en y/4/y? + 1 entre parenthéses dans I’expression (1.14). On
note Z3(z) cette contribution. Remarquons que le développement de la fonc-
tion f(a) =1/(e*—1) lorsque o — 0 est donné par f(a) = 1/a—1/2+0(1).
On va utiliser cette propriété en décomposant Z3(x) sous la forme suivante :

+oo d oo 1 1
Y
I3(z) = / Sy TN +/ dy it 2en 12
0 z(1+ y?) 0 2oy yi+l 1 2zy+/1 + y?

+00 y 1 1
+ dy | —2Y— 1 - .
/o Y V1492 e2myVyP+l 1 2zy/1+ 92

(1.19)

La premiére intégrale donne le comportement dominant, elle s’inteégre sim-
plement et donne 7/4z.

Pour la troisiéme intégrale, on développe la fonction de Bose au deuxiéme
ordre ce qui donne pour z — 0 :

1/+Ood Y 1) =1 (1.20)
2 )y W\ e 7 _
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Pour la seconde intégrale, on effectue le changement de variable v/2zy = u
et on prend l’ordre le plus bas en z lorsque z — 0, ’ordre suivant étant en
vz. On obtient la contribution :

1 +oo 1 1 0.91514. ..
— LI I etk 1.21
\/233/0 du (6“2 -1 u2> Nz ( )

Finalement, lorsque x — 0 :

1 n K 0.91514. ..
2 Az N3

Il nous reste a déterminer les autres contributions a Zs(z). On les récrit sous
la forme Zg(x) + Z7(x) avec

T = Jrood ! ! 1.23
0= i (G- (1.23)

qui se calcule exactement et donne Zg(z) = —0.91514//z, ainsi que

+oo 1+ y? 1 1 1
T7(x) _/ dy ( Y
0

= - +
Yy 2eyy/ur+l e’ =1 2y(l+y)

I3(z) = +o(1) (1.22)

(1.24)
Pour déterminer la contribution de cette derniére intégrale, on développe les
fonctions de Bose f(a) =1/(e® — 1) au deuxiéme ordre en « et on obtient :

1 [T 1492 1 1—1In2
To(z) = — 1— + +o(1) = +0o(1
(@) 2/0 dy( Y y(1 +y)) o) 2 o)

(1.25)
En conclusion, on trouve le développement asymptotique suivant pour Z(z)
lorsque £ — 0 :

1.
_LBS- T o (1.26)

I(z) = Nz .
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Abstract. We explore analytically the nature of the transition to the Fulde-Ferrel-Larkin-Ovchinnikov
superfluid phases in the vicinity of the tricritical point, where these phases begin to appear. We make use
of an expansion of the free energy up to an overall sixth order, both in order parameter amplitude and
in wavevector. We first explore the minimization of this free energy within a subspace, made of arbitrary
superpositions of plane waves with wavevectors of different orientations but same modulus. We show that
the standard second order FFLO phase transition is unstable and that a first order transition occurs at
higher temperature. Within this subspace we prove that it is favorable to have a real order parameter and
that, among these states, those with the smallest number of plane waves are preferred. This leads to an
order parameter with a cos(q,-r) dependence, in agreement with preceding work. Finally we show that the
order parameter at the transition is only very slightly modified by higher harmonics contributions when
the constraint of working within the above subspace is released.

PACS. 74.20.Fg BCS theory and its development — 74.60.Ec Mixed state, critical fields, and surface sheath

1 Introduction

Although they have been proposed a long time ago, Fulde-
Ferrel-Larkin-Ovchinnikov (FFLO) phases [1,2] are still
the subject of a continuing interest. Indeed the existence
of these phases is a fairly remarkable phenomenon since
they correspond to a spontaneous symmetry breaking of
the standard BCS superfluid phase in the presence of an
effective field, inducing a difference in chemical potential
between the two populations involved in the formation of
Cooper pairs. This symmetry breaking leads to an inho-
mogeneous superfluid with a space dependent order pa-
rameter, while the applied field is perfectly homogeneous.
This situation is analogous to the appearance of vorticity
in type II superconductors, but in this latter case the ef-
fect is due to the coupling of the field to particle currents
while in FFLO phases only the coupling to the spin of
the pairing fermions is involved. In standard supercon-
ductors the coupling to the orbital degrees of freedom
is much stronger than the coupling to the spins. Hence
the upper critical field is due to the orbital coupling and
the FFLO phases can not be observed, since they should

a
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b Laboratoire associé au Centre National de la Recherche
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appear at much higher field. However in heavy fermions
superconductors the strength of these two couplings is
comparable, which could make possible the observation
of FFLO phases. Nevertheless their sensitivity to impuri-
ties could be a major problem. Another possible direction
to eliminate the orbital coupling is to consider lower di-
mensional superconductors, in a geometry where the cur-
rents would have to flow in an actually prohibited direc-
tion. Organic compounds or cuprate superconductors are
interesting systems in this respect. And indeed very re-
cently the FFLO state has been claimed to be observed
in a quasi-two-dimensional organic compound [3]. On the
other hand earlier possible observations in heavy fermion
compounds [4] have not been undisputed. We note in par-
ticular that the analysis of experimental results relies very
often heavily on the theoretical results, but we will see that
the situation is not completely satisfactory in this respect.

Another class of physical systems where FFLO phases
could be observed is coming up quite recently. These are
the ultracold fermionic gases. As it is well known remark-
ably low temperatures have been obtained on bosonic
gases, leading in particular to the observation of Bose-
Einstein condensation in alkali ultracold gases. More
recently fermionic gases have been cooled down in the de-
generate regime [5-7] and reaching a BCS superfluid tran-
sition in these systems seems a reasonable possibility [8,9].
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However in the systems considered for observing this tran-
sition there is, in contrast to electronic spin relaxation in
superconductors, no fast relaxation mechanism to equal-
ize the populations of the two fermion species involved in
the formation of Cooper pairs. Hence one should have no
limitation to the effective field in these systems since the
number of atoms in the populations can be in principle
obtained at will. So the difference in atomic populations
looks as a very promising control parameter. On the other
hand if this parameter is not fully controlled this might
very well be a major difficulty in reaching the BCS tran-
sition in these systems [10,11]. Let us also mention that
FFLO phases are of high interest for quark matter [12]
which is expected to be found in the core of compact stars.

In contrast with this raising experimental interest
there are still theoretical problems with the precise na-
ture of the possible phases. Specifically the basic FFLO
instability corresponds to have pairs formed with a total
nonzero momentum qq instead of forming pairs (k, —k)
with zero total momentum as in the standard BCS phase.
This gives rise to a spatial dependence exp(iqo - r) for the
order parameter, which leaves a degeneracy with respect
to the orientation of qo. This has been investigated by [2]
Larkin and Ovchinnikov (LO) who looked how it is lifted
right below the critical field. In this case, when considering
the spatial dependence of the order parameter A(r), one
can restrict the investigation to the subspace generated
by linear combination of the plane waves exp(iqg - r) with
all possible directions qg. At T' = 0, LO looked for peri-
odic structures and found that the energetically favored
result is a second order transition to a one-dimensional
‘planar’ texture A(r) ~ cos(qp - r). However they left
open in their paper the possibility of a first order tran-
sition. Actually when considering the three-dimensional
‘cubic’ texture A(r) ~ cos(gox) + cos(qoy) + cos(qoz) they
found that it is energetically unfavorable compared to the
normal state. Nevertheless they obtained from the gap
equation that a nonzero solution for this order parame-
ter exists above the FFLO transition line. In terms of the
expansion of the free energy in powers of the order pa-
rameter, schematically 2 = apA? + agA*, this situation
corresponds to a positive coefficient s for the second or-
der term and a negative coefficient ay for the fourth order
one, just the opposite of the standard Landau-Ginzburg
expansion below the transition. The LO evaluation of the
related free energy corresponds actually to the maximum
a3/4]ay| of this free energy. Beyond this maximum the
free energy decreases, and it would go to —oo if one would
consider only the second and fourth order terms. Natu-
rally one has to include the effect of all higher order terms
in order to find the value of the free energy for large values
of the order parameter. However, at the FFLO transition
line and slightly above it, the free energy becomes neg-
ative for values of the order parameter (specifically for
A? = ay/|ay|) where only the second and fourth order
terms have to be kept in the expansion. This shows defi-
nitely that the transition toward the FFLO phase occurs
above the standard second order FFLO transition line and
is actually first order, because one can display in this range

The European Physical Journal B

a solution which has a lower free energy than the normal
state. On the other hand in order to obtain consistently
the order parameter which gives the lowest free energy one
has naturally to take into account higher order terms. In
particular it is by no means obvious that the cubic phase is
the stable one. Moreover when higher order terms are con-
sidered there are no reason anymore to restrict the search
to the subspace generated by the plane waves exp(iqg - r).

In order to explore more fully this difficult problem
with easier conditions, it is better to be able to proceed
to some kind of expansion. This can be done if, instead
of working at T = 0, one explores the vicinity of the
tricritical point (TCP), where the FFLO transition line
starts. It is located at Ticp/Teo = 0.561 where T¢ is the
critical temperature for i = 0, with 2z = puy — p) be-
ing half the chemical potential difference between the two
fermionic populations forming pairs. The corresponding
effective field is fitep/Teo = 1.073. At this point, in the
free energy expansion, both the coefficient of the second
order term a9 and the coefficient of the fourth order term
ay vanish. Naturally as is zero just because the TCP is
on the standard second order phase transition line. On the
other hand following this transition line one has ay > 0 for
T > Tiep and oy < 0 for T < Ticp. In our case the change
of sign of ay at Ticp is the origin of the FFLO instability,
because it happens accidentally that this same coefficient
controls also the wavevector dependence of s (this is seen
explicitely in Egs. (7, 8) below). Clearly, by continuity, the
equilibrium order parameter will be small in the vicinity
of the TCP since we know that it is zero just above the
TCP on the second order line and it is small right below
it in the superfluid phase. Therefore a power expansion
of the free energy will be enough to find it. On the other
hand, since the second and fourth order terms are zero at
the TCP, we have clearly to expand at least up to sixth
order, but this will prove to be enough because the cor-
responding coefficient is positive and not small. Similarly
the optimum wavevector qg corresponding to the FFLO
phase will be small in the vicinity of the TCP since it is
zero just above it on the second order line. This allows to
proceed to a gradient expansion of the free energy. Since
only even powers of the wavevector can enter and we look
for a minimum as a function of this wavevector, we have
to expand at least up to fourth order in gradient, but this
will prove again to be enough.

This line of thought has actually already been followed
by Houzet et al. [13,16], who have performed this expan-
sion for the free energy and explored the result numeri-
cally. They have found that the energetically favored phase
is the one-dimensional planar order parameter found by
LO at T = 0, but that the transition is actually slightly
first order, instead of second order as found by LO at
T = 0. Our purpose in the present paper is rather to pro-
ceed to an analytical study of this problem. Indeed there
are infinitely many possible order parameters in competi-
tion. And our aim, in considering the vicinity of the TCP,
is to find the important ingredients which are responsible
for the selection of the actual stable state and obtain a bet-
ter physical understanding, having in particular in mind
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the generalization to more complicated situations. Hence
our paper is complementary to their work. In particular
we obtain a first order transition to the one-dimensional
planar order parameter, but we will be able to analyze
the reasons which favor this phase. The transition to this
planar order parameter has been actually explored nu-
merically down to T'= 0 by Matsuo et al. [14]. They have
used quasiclassical equations and found that the transi-
tion keeps first order down to low temperature, but even-
tually goes to second order in agreement with LO. On
the other hand since we know that at 7" = 0 the cubic
phase is more stable than the planar one, the question
of the stablest phase at low temperature is still unsolved.
Finally this first order transition to the planar phase in
the three-dimensional case is in contrast with the results
of Burkhardt and Rainer [15] who found it to be second
order in a two-dimensional space.

In the following section, for completeness and to set
up our notations, we rederive the expression [16] of the
free energy. After considering in Section 3 some simple
situations, we explore in details the minimization of this
free energy. This is done in Section 4 by restricting our
search to the LO subspace for the order parameter, which
is made of arbitrary superpositions of plane waves. In Sec-
tion 5 we show that our results are only slightly modified
when we release this restriction. Throughout the paper
we restrict ourselves to the simplest BCS scheme, namely
we will consider the free energy corresponding to a weak
coupling isotropic Fermi system, ignoring in particular
any Fermi liquid effect. Moreover we concentrate on the
three-dimensional case which leads to a first order tran-
sition, and make only occasionally comparison with the
two-dimensional situation where the transition is second
order.

2 The free energy

There are various ways to obtain the explicit expression for
the free energy we need in the vicinity of the TCP [17,18].
In practice it is convenient to use the fact [18] that, by
varying the free energy with respect to A(r) one finds the
gap equation, which is also easily obtained from Gorkovs
equations, as done for example by LO [2]. The integral
form of these equations is [17,19], with standard notations:

Gy(r,r’) = G?(r —1') f/drlG?(r —11)A(r)Ft(ry, 1)
(1)

Fre,r) = /drlé(f(rfrl)A*(rl)GT(rl,r’) 2)

with, for the Fourier transforms of the free fermions ther-
mal propagators, G (k) = (iwn — & + )" and Gl (k) =
(—iwn — & — 1) ! where & is the kinetic energy measured
from the Fermi surface for g = 0 and w, = 77(2n + 1)
are Matsubara frequencies. The order parameter is given
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by the self-consistency relation:
A*(r) =VTY F(r,x). (3)
We expand equations (1-2) up to fifth order
in A(r). We introduce the Fourier transform

Agq = [drA(r)exp(—ig-r) of the order parameter.
As explained in the introduction we proceed also to an
expansion in the wavevector q of the order parameter
since we know that its relevant values will be small in
the vicinity of the TCP. More precisely we will see that,
in order to obtain a coherent expansion, it is enough to
go only up to fifth order terms in overall power of A
and q. This means that, in the gap equation, we have to
expand the first order term in A only to fourth order in
q. Similarly the third order term in A has to be expanded
only to second order in q and the fifth order term in A
can be calculated to zeroth order in q. For example in
order to find the third order term, we have to expand up
to second order in wavevectors:

§ GOk)G(k+q1)GO(k + q—as) GO (k+q) A% Aq, A,
k
(4)

where we have used q; +q3 = q+q2 and we have omitted
the unnecessary spin index. In the expansion appear the
following numerical coefficients:

ao(i, T) = iy — 27T Re [z“ L }

n=0 @,
az(i/T) = —*27T Re [ZZO:O QL%} “

as(7/T) = —'27T Re [ 5, & ]

where w,, = w,, —ifi, and the summation for ag has to be
cut-off in the standard BCS way. The simple second order
transition line to a standard BCS superfluid with space
independent order parameter is given by ao(g,T) = 0.
Below the TCP it corresponds to a spinodal transition
line, at which the normal state becomes absolutely unsta-
ble against a transition toward a space independent order
parameter. The domain ag(fi,T) > 0 corresponds to the
region of the (i, T) phase diagram above this line, and it
is the domain where we will look for other transitions. In
practice we can see ag(fi,T) as a measure of the distance
from the spinodal line in the (z, T') plane. Explicitely if we
define T, (fi/T) the spinodal temperature as a function of
the ratio /T, we have ag(t, T') = In[T'/Tsp(i/T)]. We will
not need to explicit further this distance. As indicated in
the introduction we have by definition a2(i/T) = 0 at
the TCP and it is small in the vicinity of this point. For
(@/T) > (B/T)tep = 1.91, we have az > 0 and ag < 0 for
(g/T) < (/T )tcp. Finally as(f/T) = 0.114 at the TCP
(while it is negative near i = 0 and goes to —0.25 when



Publication I

209

400

T — 0). With these notations the gap equation in the
vicinity of the TCP reads:

1 1
Aq [ao - gaQQQ + ga4Q4] =) Aq A%, Ag,
qi

x B@—%M (Q2+2Q%+2Q§—Q~<Q1+Q3>+3Q1-Qs)}

3 * *
+ g %: Aq, AL, Agy A, Ags =0 (6)

where we have used the dimensionless wavevector Q =
qur/2[ and expressed Aq in units of . Also the momen-
tum conservation is assumed in the summations, that is
q1+93 = q+q2 in the third order term and q; +q3+q5 =
q + g2 + qq in the fifth order one. The above expression
can be checked against the case of the simple Fulde-Ferrell
state A(r) = exp(iqp -r) where a single wavevector enters.

Now the above gap equation is obtained by minimizing
the following free energy difference {2 between the super-
fluid and the normal state:

1 1 1
=310 o o+ i@ 30, 45,40, 4,
q qi
1 1
x {5@ - ga4(Q% +Q3+Q3+Q1+Q1-Qs

+Q2-Qu)

1 * * *
+ §a4 %: A(h qu Aqa Aq4 ACIE Aqg (7)

where we have the momentum conservation q; +q3 = q2+
q4 in the fourth order term while q1 +qs+qs = q2+q4+9qs
holds in the sixth order one. We have used symmetry and
momentum conservation to present the fourth order term
in a symmetrical way. This expression equation (7) is just
the free energy we were looking for. It coincides exactly
with the result of reference [16] once the differences in
notations are taken into account. We have considered here
the 3-D case. For a two-dimensional system the angular
averages found in the calculation are different. The result
is simply obtained from the above one by multiplying the
Q? terms by 3/2 and the Q* terms by 15/8.

3 Simple cases

Let us first consider some simple situations. If we con-
sider an homogeneous order parameter, that is q = 0, we
have merely 2 = agA? — as A* /44 a4 A% /8. If we want to
have this free energy negative for ag > 0 we need to have
as > 0, that is to be at temperature below the TCP. In
this case 2 > 0 when ag > a3/8as and we reach a first
order transition for ag = a3/8ay, with a non zero order pa-
rameter A% = ay /ay. This is the standard first order Pauli
limiting transition. We consider next the possibility of a
second order transition. In this case only the second order
term in equation (7) is relevant. The location of this tran-
sition is given by ag = %agQQ — %a4Q4. Below the TCP,
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where as > 0, we can find ag > 0 for non zero wavevec-
tor Q, that is we will find an FFLO phase. Precisely the
optimal wavevector is Q% = %az /a4 and the correspond-
ing maximal ag is ap = 3%“% /as. We see that this value is
larger than the one we just found for the standard Pauli
limiting transition. Thus as expected the FFLO transi-
tion happens first and overtakes the first order transition.
Finally it is natural and interesting to try to generalize
the two above situations and consider the possibility of a
first order transition for an order parameter with a single
wavector component Aq. With the shorthand Aq = A the
free energy writes:

N= {ao—éazc}?%a@‘* A2—i laz —2a4Q7 A4+éa4A6.
(8)

Minimizing first with respect to Q2 we obtain for the ex-
tremum the condition Q% = %ag Jay — %AZ, which implies
that must have A2 < %ag /a4 otherwise we are back to the
homogeneous situation and the Pauli limiting transition.
Inserting this value for Q? in equation (8) we find 2 =
[ao — ;’—Ga%/ad A 4 %agA‘l - %a4A6. We are naturally
interested in finding a transition higher than the standard
FFLO. This means we are looking for ag > %a% /a4, so
the first term in (2 is positive. But one sees that the sum
of the last two terms is also positive for A% < %CLQ /ay.
Therefore we have not been able to improve the standard
FFLO solution. However we have clearly not done our best
in this direction.

Before trying to improve in this way, it is convenient
to simplify our expression for the free energy by taking
reduced units for the order parameter and the wavector,
which come out naturally from our above discussion. We
set A = (az/a4)'?A, Q = (a2/a4)"/?q, ag = Aga3/ay
and 2 = (a3/a3)F. This leads to rewrite equation (7) for
the free energy as:

A 1 P 1 A A% A A *
= Z ‘AQ|2 |:A0 - ng + gq4:| - ZAQIAQ2AQSAQ4
a i

11 o

x{Z—5(6%+<7§+r1§+(ﬁ+q1~q3+q2-q4)}

1 A A* A A* A A *

+3 D Aqy Ay, Ay A, Ags A (9)
qi

It is clear from this rescaling transformation and the re-
sulting expression that, in the vicinity of the TCP (where
ag is small), it is unnecessary to go beyond our sixth order
expansion in A and q. It is also of interest to rewrite this
free energy as a functional of A(r) by Fourier transform.
This gives, after by parts integrations:

_ 1 _ 1 _
F= /dr {AO\AF —3IVAP + 5|V2A|Q}

- [ar

+3(VA?) (VA" |

1, - 1 121 2
7141 - 5 [2(v1ap)

24
1 _

(10)
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4 The LO subspace

As emphasized by LO all the states corresponding to the
same wavector gy but with different orientation for qg are
degenerate right on the FFLO transition line. This degen-
eracy is lifted, at least partially, when one goes into the
superfluid phase because of the coupling between the var-
ious plane waves produced by the nonlinear terms in the
free energy. When one investigates the states selected in
this process, one has to consider the subspace:

Ar) =) Aqq exp(iqo - 1) (11)

of all the order parameters generated by these plane waves.
We call this the LO subspace. In this section we will re-
strict to this subspace our search for the state appearing
at the transition: we will look for the minimum of the free
energy within this LO subspace. Actually LO looked for a
lattice as a solution and restricted themselves to this kind
of order parameter. However there is physically no basic
reason to enforce this type of restriction. One could look
for incommensurate structures or quasicrystal-like solu-
tions. Even if these are not the lowest energy solution, they
might be of interest as local solutions corresponding phys-
ically to defects. Therefore we have not set a periodicity
condition on the solutions we have considered. Neverthe-
less let us indicate at once that the energetically favored
solutions we have found within the LO subspace are actu-
ally periodic. Although considering only the LO subspace
is an important restriction, it does not make the problem
easy at all, although we solve it completely below.

Let us first show that, within this subspace, the stan-
dard FFLO transition line is not stable, and the transition
is actually first order. With our reduced units the LO sub-
space corresponds to q(% = %. This minimizes the coeffi-
cient of the second order term in equation (9). The FFLO
transition line is then given by Ay = %7 which makes the
second order term zero within the LO subspace. Let us
then look at the fourth order term in equation (9). This
amounts to calculate the functional derivative of the free
energy on the FFLO transition line. In a standard sec-
ond order phase transition it should always be positive,
forcing the order parameter to be zero on the transition
line. However in the present case it is not obvious that
this is systematically so because of the interplay of the
wavevectors in this term. Specifically we introduce a pa-
rameter § which describes this effect for any fixed order
parameter A(r). It is defined by:

28q3 Y Aq, A%, Ag, A, =
qi
G Y (@ a3+ @ 41)Aq, A5, Aq, A5, =
qi
—/A_2(VA_*)2+C.C. (12)

For the simple case of the FF solution we have merely
[ = 1. However this is the highest possible value and we
can think of decreasing it, or even making it negative, by
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a proper choice of the order parameter in the LO space,
although naturally 8 > —1. Then the fourth order term in
equation (9) is given by [£(8+2)g¢ — 1] [ |A|* and has
thus the same sign as 58 + 1 when we take g2 = %. Hence
for any order parameter with 5 < —% the fourth order
term is negative. We will find actually many such states.
Now when we are on the FFLO transition line (the second
order term is zero) and the fourth order term is negative,
we decrease the free energy and make it negative just by
taking the order parameter to be small and nonzero, which
shows that the standard FFLO transition line is unstable.
Naturally the larger the order parameter, the lower the
free energy, but we have to stay in the range where the
second and fourth order terms are the only ones important
in our expansion, which means that the sixth order term
is negligible. Then since we have a negative free energy, we
can raise it back to zero by increasing Ay beyond its value
% on the FFLO line, which means we go beyond this line
in the (@, T) phase diagram. In this way the second or-
der term becomes positive. Eventually we will be limited
by the growth of the sixth order term. The transition we
have found corresponds to positive second and sixth order
terms and a negative fourth order one. The free energy
becomes negative for a nonzero value of the order param-
eter. We have thus found a first order transition beyond
the standard FFLO transition line. This discussion about
the order of the transition is the exact analogue of the one
we made in the introduction for the T = 0 situation.

Naturally it is of interest to minimize [ since it is
rather natural to expect that the states corresponding to
the minimum will lead to the stronger instability toward
the first order transition. We show now that g > 7%7
the equality § = f% being obtained for any real order
parameter. We make use of:

/[AQ(VA*)z—\A|2\VA\2}—|—c.c.:/ [AVA" —c.c]?<0
(13)

where the equality occurs only for a real order parameter
(within an irrelevant overall constant phase factor), and:

/ [A2(VA") 4 2] ARIVAP] + c.c. =
7/|A|2(A7V25*+c.c.):2§§/|A|4 (14)

where the last step makes specific use of the form equa-
tion (11) for the order parameter. We have then:

— 282 / A4 — / F(VAY +ce. < / (A2 (vary:
- ; [A(VA) ~|APIVAP] | + e =
2

S _ _ g
5/[AQ(VA*)2+2|A\2\VA|Q]+c.c.: gqg/|A|4 (15)

hence 3 > —1.
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Together with 3 it is also intuitively convenient to con-
sider ~ defined by:

y / dr| Al = g2 / dr [V| A7) =

i

which is easily seen to satisfy v = 1—( from equation (14).
We are thus interested in maximizing . From the first ex-
pression in equation (16) it is intuitively clear that v will
be large when the (properly normalized) order parame-
ter has strong spatial variations. In particular it will be
better for |A(r)|? to have many nodes. This is more eas-
ily achieved if A(r) has no imaginary part since in this
case one has only to require that the real part is zero.
This makes intuitively reasonable that v is maximized by
a real order parameter. One can also come to this conclu-
sion from the Fourier expansion in equation (16) (or also
from Eq. (12)): it is of interest to have as often as possible
opposite wavevectors so that (§; — §2)? takes as much as
possible its maximum value, namely 4. One is thus natu-
rally led to an order parameter which is a combination of
cos(qo - r+ g, ) with real coefficients, the directions of the
qo ’s being free. This corresponds merely to require that
A(r) is real in equation (11) by taking A_q, = Ay, On
the other hand, since any real order parameter gives the
maximum <, it is not necessary that these cosines have
equal weight.

We can now come back to our free energy equation (9)
and find the best solution within the LO subspace, since
we have found that the minimum S is —1/3, as soon as
the order parameter is real, which implies A_q, = A7 in
equation (11). We introduce a measure A of the amplitude
of the order parameter by setting:

/dr|A‘|2 = Aq A, = N, A? (17)

qdi

where by definition No = N is the number of plane waves
coming in equation (11). If all the planed waves have same
amplitude, A is just the common value of these ampli-
tudes. Then we define Ny and Ng by:

/ Alf =Y Ag, Ay, Ag, Ay, = NaA* (18)
qq

and:
/ AP =3 Agy At Ag, Aty Ag, A7, = NeA°. (19)
qi

In these definitions we have used the same implicit conven-
tion of momentum conservation as in equation (6), that
is q1 = g2 in equation (17), q1 + g3 = g2 + q4 in equa-
tion (18) and q1 +q3+45 = g2+ q4 +ge in equation (19).
For the simple plane wave considered in equation (8), we
had Ny = Ny = Ng = 1. For the real order parameter
we are interested in, the set of wavevectors {q;} is made
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of N/2 pairs. If all the planed waves have same ampli-
tude, one finds [20] for example by simple counting that
Ny =3N(N —1) and Ng = 5N(3N? — 9N + 8). Actually,
once it is recognized that, from the counting procedure,
N4 and Ng are polynomials in N of order 2 and 3 respec-
tively, the coefficient may easily be found by considering
the cases N = 2,4, 6. With these notations the free energy
equation (9) reduces to:

~ 1, 1 41« 1.
F=NyA? |Ag— @ +=3*| = NLA* | 2 —— G| + =N A®

2 {0 34 +5q 4 1 24 +8 6
(20)

where we have set a = # (for the simple plane wave
considered in equation (8), we had a = 1).

We proceed now as we have done for equation (8).
Minimizing F' with respect to g2 we find for the extremum
the condition g = 2 — 2a(N, /N3) A?, which implies that,
in our considerations, we have for A% an upper bound
A2 = (2/3a)Ny/Ny. This leads, for the value of the
free energy F' at this extremum, to:

F 5 o (Ba 1
F*NQ(AO_%>+N4A <E_Z>

1 [ N 502 N2
4 2Y6 9% ‘Y4 )
+ A (8 16 N2> (21)

Now the standard FFLO solution corresponds to Ay = %
Since we are interested in a better solution we want
Ay > 35—6 which makes the first term of F//A? positive. On
the other hand, for A = A4z, the sum of the last two
terms in the right hand side (r.h.s.) of equation (21) can
be written as A2, (Ny/240)[5(a— 2)? +2N2Ng /N7 — 2].
This is always positive since we have NoNg/N, 2> 1 ( this
results directly from [dr|A|? - [dr|A® > [[dr|A[Y]?).
If we assume that the second term in the r.h.s. of equa-
tion (21) is positive, this implies that the free energy is
always positive. Therefore if we want to find non positive
values for F it is necessary to have a negative coefficient
for the second term in the r.h.s. of equation (21), WhiClll

means o < % This is possible since the minimum 3 = —3

we have found above corresponds to a minimum o« = %‘
Then the quadratic form equation (21) can be zero

if we meet the condition 4(Ay — )(2825% — 5a?) <

N
(32 — 1)2. This leads to the following result for the tran-
sition line to the FFLO phase:

5a\2
_5 1 0-F) (22)
36 8 Malle _ 3,2

4

In the (2 — T') plane this line is higher than the standard
second order FFLO transition line, which is given by Ay =
3%. On the other hand the value of A,,, which gives F' = 0
at the threshold given by equation (21) is:

A2 Ny — STa

m = N2Ng
N B o
4

(23)
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which is clearly nonzero and our transition is quite ex-
plicitely a first order transition (note that the condition
Ay < Appas is necessarily satisfied since F' is zero for A,,
and positive for A,qq ).

Coming back to the location of the transition line equa-
tion (23) we consider now how to optimize it. First we see
from the numerator that it is advantageous to lower «
as much as possible. Indeed our minimum o = % is quite
close to the limiting value o = % so the variation of the de-
nominator with « is irrelevant. Hence we are lead to make
the fourth order term in the free energy equation (9) as
negative as possible by minimizing 3, as we anticipated at
the beginning of Section 4. Once we have taken o = %, we
see that it is of interest to take NgNg/Nf as small as pos-
sible (we have seen that it is bounded from below by 1).
From their definitions equations (18, 19) we can evaluate
Ny and Ng for a general order parameter equation (11)
A(r) = 3 Aq, expliq; - 1) = 25" | Aq,|cos(as - T + ¢, ).
One finds:

2
NiAt =3 (Z IAqi|2> =33 |4q* (24)

and:

3 2
NeA® =15 (quiﬁ) —45 (quf) > 14!
+40) |Aq,[°. (25)

Actually one can recognize that, for symmetry reasons,
the results involve only Y. |Aq,|™ with n = 2,4,6, be-
cause odd powers of cosines average to zero. Hence the
results assume necessarily the general form given by equa-
tions (24, 25). Then the coefficients are easily obtained
from the specific case where all the amplitudes |Aq;| are
equal.

Since the wavevectors are paired it is now more con-
venient to sum over pairs from now on. Defining a; =

|Aq;?/ > |Ag,? (implying > ai = 1) we have:

695,145,

9
~ NoN«/N2 =
2N /Ny (2 —55)2

10 (26)

where S, = Y, a? and S5 = Y, a’. When we have
a single pair S, = S3 = 1 and the r.h.s. of equa-
tion (26) is equal to 1. We show now that it is other-
wise larger than 1. Since (2 — S5)? < 4 — 35> because
So < 1 when we have more than a single pair, it is
enough to prove that 3(1 — S3) > 2(1 — S3). This is in
turn verified because we can write for the left-hand side
1-8 = (3, ) =3, 0 =23, aja;. In a similar way
we have in the right-hand side 1— S5 = (3, a;)* =Y, a3 =
SZK]. a;aj(a; + aj) + 62i<j<k aa;ar = 3Zi<j aa; —
QZKK,C a;a;ay. So our statement is correct since it is
just equivalent to >, <<k Qi0; Ak = 0 (the equality holds
when we have only two pairs since one can not have three
different indices). Therefore we come to the conclusion
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that NoNg/N? is minimized when we take a single pair
of plane waves with wavevectors (q, —q), corresponding
to a simple order parameter proportional to cos(q - r),
which has hence a planar symmetry. It is unfavourable
to increase the number of plane waves. This is more eas-
ily seen in the particular situation where these N plane
waves have the same amplitude. In this case we merely
have NoNg/N2 = [15N? — 45N + 40]/9(N — 1)? which
increases regularly with increasing N, and is minimum for
N = 2. In this last case NoyNg/N3? = %. It is interesting to
remark that this conclusion is opposite to what one would
obtain by considering the fourth order term alone in equa-
tion (9) and omitting the sixth order one. Since the fourth
order term grows (compared to the second order one) with
the number N plane waves, one would conclude that it is
better to increase this number. The opposite turns out to
be true because the sixth order term grows even faster
with the number of plane waves. This shows quite clearly
that, in contrast with what one might hope, the consider-
ation of the fourth order term is not enough to conclude
about the actual ground state of system.

We find then explicitely Ag = 5= + 2.02 x 107°.
We note that this is quite close to the standard FFLO
transition itself. For comparison the standard Clogston-
Chandrasekhar [21,22] first order transition is given, as we
have seen, by Ay = % so the difference with the standard
FFLO transition is —1.39 x 1072 which is also rather small.
Since we know that the standard Clogston-Chandrasekhar
transition and standard FFLO transition stay close be-
yond the vicinity of the TCP and that this proximity be-
tween these two lines extends down to zero temperature,
it seems quite possible that the same is true for our first
order transition line. This is indeed what has been found
numerically by Matsuo et al. [14]. Hence it is very tempt-
ing to conclude from this proximity between first and sec-
ond order lines that the first order transition is only very
weakly first order. Naturally this point is very important
experimentally since it would be quite difficult to distin-
guish between a second order transition and a very weak
first order one.

On the other hand we know from the work of
Burkhardt and Rainer [15] that the transition is second
order in a 2D situation. So it is of some interest to con-
sider formally an arbitrary dimension to see how one goes
from the 2D to the 3D situation. For the case of our pla-
nar order parameter, there is no difficulty in working with
an arbitrary dimension D. As we have mentionned at the
end of Section 2, one has just to modify some coefficients
in equation (7): here one has to multiply the Q2 terms
by 3/D and the Q* terms by 15/D(D + 2). Reproducing
then the above analysis, we obtain that the FFLO tran-
sition occurs for Ag = % with a wavevector ¢ = %.
One finds again that, in order to obtain a phase transition
higher than FFLO, the coefficient of the second term in
the r.h.s. of equation (21) has to be negative. But this coef-
ficient is now in general N4(% —1)/4 with explicitely

a = %. So we find D, = 2.5 as the critical dimension to

have a first order transition. The result equation (21) for
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the location of the transition for this planar state becomes:

D+2
12D

(2D —5)?
15D(7D — 10)

Ao = (27)

with the value of A,, of A at the threshold given by:

= 220 (28)
57D —10

Since we have found a critical dimension D. = 2.5 which is
halfway between the physical situations D = 2 and D = 3,
from this point of view, the first order transition we have
found is not ‘very near to be second order’; in contrast
to what we suggested above. Naturally the best way to
conclude on this point is to look at the value of the or-
der parameter at the first order transition equation (28)
which is A, ~ 0.27. Although this is clearly smaller than
the corresponding value A,, = 1 for the uniform BCS
state, the order of magnitude is similar so the first order
transition is not very weak in this respect. This seems in
agreement with results given in reference [14] where the
jump of the order parameter is also sizeable.

In two dimensions we can again make use of equa-
tion (20) to compare all the possible states. As we have
seen the transition is second order and we can neglect the
sixth order term as in the original LO analysis. The fourth
order term is positive and, roughly speaking, below the
transition the state with smaller fourth order term is se-
lected. This leads to take Ny /N2 = 3(2—.55)/2 as small as
possible. So we find again that the single pair state N = 2
is selected, which corresponds to the state investigated by
Burkhardt and Rainer [15].

In closing this section, let us note that we have have
found a non- degenerate minimum for the free energy,
namely the planar state cos(q - r) corresponding to two
plane waves with opposite wavevectors and equal ampli-
tude in equation (11). However by adding to this order
parameter another cosine with a small amplitude, namely
ecos(qy - ), we can have a free energy arbitrarily close to
the planar state free energy. Conversely the location for
the transition can be made arbitrarily close to the planar
state transition. These states are highly degenerate since
the relative directions of q and q; do not matter. These
are some kind of excited states for our system with ar-
bitrarily small energy and it is possible to speculate that
they play a role in the physics of our system.

5 Beyond the LO subspace

In the preceding section we have restricted to the LO sub-
space our search for the state with lowest free energy at
the transition and therefore with highest critical tempera-
ture. While this restriction is justified when the free energy
expansion is limited to the fourth order term (this term
being treated as a perturbation), it is no longer valid when
the sixth order term is included. And indeed the actual
minimum state does not belong to the LO subspace, since
it can be checked that equation (11) can not satisfy the
Euler-Lagrange equation corresponding to equation (10)
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because of the non linear terms. However we have found
in the preceding section a non degenerate minimum corre-
sponding to the planar state. The selection of the wavevec-
tors of this state was due to the fourth order term while
the number of components was controlled by the sixth
order one, which is otherwise quite structureless. If the
nonlinearities produce only a rather small change on the
solution, it is reasonable to look for the actual solution as
being ‘near’ the solution cos(q - r) we have found in Sec-
tion 4. In particular it is reasonable to look for an order
parameter with a one-dimensional dependence on r and
we will also assume it to be real. And indeed we will find
a solution which is quite near cos(q - r). Although this
argumentation is only a self-consistent one (we can not
exclude that a strong nonlinear modification of a three-
dimensional solution produces the actual minimum), we
note that the numerical exploration of Houzet et al. [13]
has indeed produced a real one-dimensional order param-
eter for the minimum. We remark also that there is an an-
alytical solution [23] in the case of one-dimensional space
for this one-dimensional order parameter.

With a one-dimensional real order parameter the re-
duced free energy simplifies into:

Fe /dm {AOA_Q - 15’2 n 15”2}

f/dx EA]*% _/2] /dx AS

where A’ and A” are first and second derivative of A with
respect to x. Although we deal with a nonlinear prob-
lem we can still minimize with respect to the amplitude
of the order parameter, just as we have done at the end
of the preceding section (this works actually also for a
three-dimensional order parameter). We set A(x) = ad(z),
where 6(z) is a normalized spatial function (for example
by [ 6% =1). d(x) gives the shape of the order parameter
while a corresponds to its amplitude. When we substi-
tute in equation (29) we obtain for F'//a? a quadratic form
in a?. Writing again that, for a specific function 6(z), this
form has double root at the transition leads us to an ex-
pression for Ay which does not depend anymore on the
normalization of d:

54— 10 56/ 52 1 ”
Ay = f +f

ST f62

and we want now to maximize Ag. Similarly the condition
that the free energy is zero at the transition imply:

/AG - /54 - DA

or equivalently:

2 [Lae Lia 1im
AO/A—/8A+3A 5A

which gives the amplitude of the order parameter.

(29)

(30)
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The condition that Ay is maximum can be obtained
from equation (30) but it is easier to deduce it from equa-
tion (29). One finds the ordinary nonlinear differential
equation:

1. 1 5 0\ an 5 xx0,3x 1z A

ZAM A VA" ZAAZ LA AR AVA=0

5 +<3 6 ) 670 T am
(33)

(analytically this equation can be integrated once and
then reduced to a second order nonlinear differential
equation but this is of no real help for numerics). One
checks readily that the cosine form of the order parameter
A(x) = acos(qz) is not a solution. It satisfies only the lin-
ear part of the equation, which leads to Ag = §>/3 — ¢*/5.
Looking for the maximum of Ay gives the FFLO result
Ao = 5/36 ~ 0.1389 with ¢%,., = 5/6. This FFLO so-
lution corresponds to keep only the second term in the
r.h.s. of equation (30). This term produces for Ay a kind
of (inverted) effective potential g?/3 — g*/5 which has a
strong maximum for the FFLO solution. When we write
a Fourier expansion of the solution this potential selects
quite effectively the wavevectors in the close vicinity of
the FFLO result grrro.

Indeed the numerical exploration of equation (33) for
Ag very close to the maximum gives for the solutions
one or two basis frequencies ¢y and ¢; which are close
to grrro-. The other frequencies appearing in a Fourier
analysis are simply odd combinations of gg and ¢; like
2qo + q1, 2q1 = qo, 390, 491 £ qo, etc. The weights of these
frequencies depend on their order, i.e. the higher the fre-
quency, the smaller the weight. This shows explicitely the
strength of the effective FFLO potential in Ay (the sec-
ond term in the r.h.s. of Eq. (30)). We have investigated
analytically the efficiency of a small frequency splitting
by writing ¢1 = qo + € with ¢ — 0 (but € # 0 because
this limit is singular). However a single frequency ¢1 = qo
turned out to be always better. We are finally lead to the
conclusion that going beyond the LO subspace produces
only small corrections due to nonlinearities. These cor-
rections correspond to odd harmonics of the fundamental
frequency ¢ and they are small because of the efficiency
of the effective FFLO potential. Actually if we assume
from the start that the corrections to dg(z) = cos(gx) are
small, we can write d(z) = do(x) + 61 (x), with 01 (z) small,
and perform a first order expansion of equation (30). One
finds readily that it is most favorable to take d1(z) pro-
portional to cos®(gx) (another contribution from cos®(gx)
is quite small), but one has to go to second order to find
the amplitude. Actually, once it is proved that this har-
monic expansion is the correct answer, it is much easier
to minimize equation (30) numerically which avoids cum-
bersome calculations. Specifically we considered the trial
function 6(z) = cos(qx)+az cos(3Gx+ ¢1) +as cos(5q+ P2)
and numerically maximized Ag (some more complete trial
functions that we also tried eventually reduced to this
form when maximized). We found a3 = —1.33 x 1072,
as =1.62 x 1074, § = 0.793, ¢12 = 0 and Ay = 0.141604
(which is in full agreement with reference [13]). This form
is very close to the cosine solution and the improvement
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in Ap compared to our result equation (22) for the co-
sine solution Ag = 31/220 ~ 0.14091 is pretty small in
absolute values, although it gives a significant increase of
7x 1074 to our gain of 2.02 x 10~3 compared to the FFLO
result. Our result ¢ = 0.793 has to be compared to our re-
sult in LO subspace from equation (23) g = 0.829 and to
qrrro = 0.913.

Let us finally indicate that, in contrast to the weak
nonlinearities we have just found at the transition, one
finds that higher order harmonics become increasingly im-
portant when one goes deeper into the superfluid, which
corresponds to decrease Ap. This makes this regime be-
yond the scope of our study. Actually it has been found
quite interestingly that, in 2D [15] and in 3D [13], one
goes progressively to a lattice of solitons, which leads to
a second order phase transition to the uniform BCS state
deep in the superfluid phase.

6 Conclusion

In this paper we have explored analytically the nature of
the transition to the FFLO superfluid phases in the vicin-
ity of the tricritical point, where these phases begin to ap-
pear. This region is convenient for the analytical study we
make because, in the vicinity of this point, one can make
use of an expansion of the free energy up to sixth order,
both in order parameter amplitude and in wavevector. De-
spite this simplification one has still a complex nonlinear
problem to solve. We have first explored the minimization
of this free energy within the LO subspace, made of ar-
bitrary superpositions of plane waves. We have seen that
the standard second order FFLO phase transition is un-
stable and that a first order transition occurs at higher
temperature. Within this subspace we have shown that it
is favorable to have a real order parameter. Then among
these states we have shown that those with the smallest
number of plane waves are preferred. This leads to re-
tain only two plane waves, corresponding to an order pa-
rameter with a cos(qg - r) dependence, in agreement with
preceding work [13]. Finally we have shown that, when re-
leasing the constraint of working within the LO subspace,
the order parameter at the transition is only very slightly
modified by higher harmonics contributions and we have
been able to ascribe this result to the strong selection
of the wavevector caused by the second order terms of
the free energy, corresponding physically to the standard
FFLO transition.

We are very grateful to X. Leyronas for stimulating discussions
and to K. Nagai for making us aware of his work, during a
meeting very nicely organized by G. Eska and H. Brandt for
D. Rainer’s 60th anniversary.
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We present an extension of the well-known Bogoliubov theory to treat low-dimensional degenerate Bose
gases in the limit of weak interactions and low density fluctuations. We use a density-phase representation and
show that a precise definition of the phase operator requires a space discretization in cells of size |. We perform
a systematic expansion of the Hamiltonian in terms of two small parameters, the relative density fluctuations
inside a cell and the phase change over a cell. The resulting macroscopic observables can be computed in one,
two, and three dimensions with no ultraviolet or infrared divergence. Furthermore, this approach exactly
matches Bogoliubov’s approach when there is a true condensate. We give the resulting expressions for the
equation of state of the gas, the ground state energy, and the first order and second order correlation functions
of the field. Explicit calculations are done for homogeneous systems.

DOI: 10.1103/PhysRevA.67.053615

INTRODUCTION

Recent progress in the realization of low-dimensional
Bose gases in the quantum degenerate regime offers new
perspectives for comparison with theoretical treatments. In
atomic Bose gases, low-dimensional systems are achieved by
creating anisotropic trapping potentials. Bose-Einstein con-
densates of reduced dimensionality, that is, with the atomic
motion frozen in the harmonic oscillator ground state along
one or two directions, have been produced [1,2].

Low-dimensional Bose gases with repulsive interactions
were the subject of early theoretical studies. In the thermo-
dynamic limit for spatially homogeneous systems, the
Mermin-Wagner-Hohenberg theorem [3,4] excludes the for-
mation of a Bose-Einstein condensate at finite temperature.
This is physically due to large phase fluctuations which re-
strict the coherence length of the bosonic field to a finite
value. One expects, however, that strong enough repulsive
interactions between the particles strongly reduce the density
fluctuations of the gas in contrast to the noninteracting case
[5,6]. In this context, Popov introduced a long time ago the
concept of a quasicondensate [7]. This concept has been ex-
tended to trapped gases [8—10]. The recent observation of
large phase fluctuations for a degenerate Bose gas in a highly
anisotropic cigar shaped trap has brought qualitative experi-
mental confirmation of the theory in a quasi-one-dimensional
geometry [11,12].

It turns out that the theory of quasicondensates has not yet
reached the maturity of the theory for condensates. In the
case of regular three-dimensional (3D) Bose-Einstein con-
densation in the weakly interacting regime, the Bogoliubov
theory [13], based on a systematic expansion in a small pa-
rameter, gives a very precise description of the state of the
gas. The intuitive idea of the Bogoliubov theory is to use the
existence of a single macroscopically occupied mode ¢, of
the field, the mode of the condensate. We recall here the
U(1)-symmetry preserving version of the theory [14,15]. One

first splits the bosonic field operator as = ¢ap+ Si,

1050-2947/2003/67(5)/053615(24)/$20.00
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where a, annihilates a particle in the condensate mode and
8¢ accounts for quantum and thermal fluctuations in the

other modes. Then one uses the assumption | 5y|<|a| to
solve the field equations of motion perturbatively. This ap-
proach is not suitable for a quasicondensate as there is no
single macroscopically occupied field mode. Fortunately, in
the case of weak density fluctuations, the Bogoliubov idea
can still be adapted in a quantum phase-density representa-

tion of the field operator. One writes the field operator f// as

exp(if)p'2 where & and p are position dependent operators,
giving the phase and the density. One then splits the operator

giving the density as po+ Sp, Where pg is a ¢ number and 8p

are fluctuations, and one uses the fact that | Sp|<p,. This
idea has already been used in the literature [16] but to our
knowledge without a precise definition of the phase operator,
a well-known delicate point of quantum field theory [17,18].
As a consequence of the nonrigorous definition of the phase,
divergences appear in the theory [16]: one has to introduce
an arbitrary energy cutoff, so that predictions in 1D at zero
temperature are made within a logarithmic accuracy only,
and in 3D there is no full equivalence with the Bogoliubov
theory. Another approach based on the current-density opera-
tor rather than on the phase operator was given by Schwartz
[19]: an expansion of the Hamiltonian in terms of weak den-
sity and current fluctuations is performed relating the corre-
lation function of the field to the static structure factor. It is
subject to the same divergence problem in 2D and 3D in the
absence of an energy cutoff if one calculates the structure
factor in the Bogoliubov approximation.

A possibility to circumvent these difficulties is to rely on
the path integral formulation of quantum field theory, which
involves a functional integral over a classical field, for which
the phase is perfectly well defined. This is the approach used
by Popov, but with the introduction of an energy cutoff much
smaller than the chemical potential of the gas, so that the
physics at length scales smaller than the healing length is not

©2003 The American Physical Society
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accurately described. This functional integral has recently
been considered: it can lead to a cutoff independent formal-
ism for quasicondensates [20,21] and it reproduces the same
results as the Bogoliubov theory for a 3D condensate [22].

In this paper, we propose an improved Bogoliubov ap-
proach to treat quasicondensates in the phase-density formal-
ism for a weakly interacting Bose gas. This approach is
based on a lattice model, that is, with discrete spatial modes,
which alows us to give a careful definition of the phase
operator of the field and to introduce from the start an energy
cutoff. It uses a systematic expansion in powers of the den-
sity fluctuations and of the spatial phase gradient and leads to
simple expressions for the first and second order spatial cor-
relation functions of the bosonic field that do not depend on
the energy cutoff and that exactly reproduce in 3D the pre-
dictions of the Bogoliubov theory. We also use this formal-
ism to determine the equation of state of the gas to the lowest
nonvanishing order in the thermal and quantum excitations.

In Sec. |, we construct a discretized space model in order
to define in a precise way the operators giving the phase and
the density. We give the physical implications of the space
discretization, restricting this approach to highly degenerate
and weakly interacting Bose systems. In Sec. 11, we derive a
quadratic approximation to the Hamiltonian, that is, we de-
rive approximate linear equations of motion for the density
fluctuations and the phase operators. We recover to the low-
est order the Gross-Pitaevskii equation for the quasiconden-
sate density and we recover the Bogoliubov spectrum for the
excitations. We also push the expansion to the next order, by
producing a cubic correction to the quadratic Hamiltonian,
including the interaction between the quasicondensate and
the excitations. We show that inclusion of this correction is
necessary to get a consistent theory and to establish the full
equivalence between our approach and the number conserv-
ing Bogoliubov theory. In Sec. |11, we present a few appli-
cations of our formalism: we give general formulas for the
equation of state and the ground state of the gas, and for the
first and second order correlation functions g, and g, of the
field operator. In Sec. 1V, we apply our formal results to the
homogeneous Bose gas in various dimensions of space. This
alows us to derive smply the validity condition of the
method and to compare our results with existing results in
the literature.

I. CONSTRUCTION OF A DISCRETE
PHASE-DENSITY REPRESENTATION

A. Why discretize the real space?

In previous studies of quasicondensates the basic tools of
the theory are an operator

p(r)=¢"(r)i(r) @

giving the density in r and an operator @(r) giving the phase
of §(r), the field operator in r, the position r being a con-
tinuous variable [23]. A small parameter of the theory char-
acterizing the regime of quasicondensates is then that the
density fluctuations, that is, the fluctuations of p(r), are
small in relative values:

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

var{ p(r)]1=(p(r)?)—(p(r))?<(p(r))2 2

However, one finds that the expectation value of p(r)? is
infinite at every point with a nonvanishing mean density

p(r)=(p(r)):
(p(N2)=38(0)p(N+{F' M P (PO Pr)),  (3)

where §(0), the value of the Dirac distribution at the origin,
isinfinite, and the second term on the right-hand side, giving
the probability density of finding two atoms at the same
point of space, is finite in any realistic model. Mathemati-
cally, this divergence is due to the use of the bosonic com-

mutation relations of the field operators ¢(r) and ¢'(r) at
the same point of space to put the atomic field product in
normal order.

In order to have small, and therefore finite, density fluc-
tuations, one is forced to discretize the space, that is, to col-
lect the particles in little boxes at the nodes of a spatial grid.
Each little box has equal length | along each dimension of
space and is parametrized by the position r of its center. The
field operator #(r) has the effect of removing a particle in
the box at position r and it now satisfies the bosonic com-
mutation relations

~ ~ 5r r/
[0, 31(1= =5 @

where 6, , is the discrete Kronecker delta function and D is
the dimension of space. The variance of the operator giving
the density is now finite;

var[,;(r>]=W(rw(r)¢(r>a,(r)>—p2(r>+%_ 5

In the validity domain of the theoretical approach of this
paper, this variance will be much smaller than p2(r) because
both the sum of the first two terms and the last term in the
right-hand side are small:

KT (D@0 P P(r))— p2(r) | <p?(r), (6)

p(r)1P>1. 7

B. The phase operator

In the usual continuous space theories, a Hermitian field

phase operator 8(r) is introduced subject to the following
commutation relation with the operator giving the density:

[p(r),6(r")]=is(r—r"). ®)

In our discrete model the desired commutation relation is
modified into

053615-2
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Or rr
5 ©

[p(r),6(r")]=i

First we recall briefly that there actually exists no Hermit-
ian operator 6(r) satisfying strictly the above commutation
relation. From the identity (9) one can indeed show that the
operator

T(a)=e"'«/0, (10)

where « is any real number, is a translation operator for the
density [24]:

T(a)TZ><r>T<a>=,3(r>+l%. (11)

This identity contradicts two fundamental properties of p(r),
the positiveness and the discreteness of its spectrum [25].

We now proceed with the construction of a phase operator
6(r) approximately satisfying the commutation relation (9).
The key ingredients allowing such an approximate construc-
tion are (i) to be in the limit of alarge occupation number of
the considered box of the lattice, and (ii) to construct the
operator €'’ first, which, according to Eq. (11) taken with
a=—1, simply reduces the number of particles in the con-
sidered box by 1.

In each spatial box we introduce the basis of Fock states
[n,r)y with exactly n particles in the box. In this basis the
field operators have the following matrix elements:

~ 5rrl
w(r')|n,r>=|t,7ﬁ|nfl,r>,

~ 5r r/
z//*(r/)|n,r>=|D7\/n+1|n+1,r> (12)

as a consequence of the commutation relation (4). The
atomic density p defined by p(r)='(r)#(r) is diagonal in
the Fock state basis:

I =, i), (13)

We then introduce the operator A defined by

P(r)=A(r)Vp(r). (14)

In the Fock space A(r) reduces by 1 the number of particles
nin the box r:

AN, ry=(1= 8,0 8 |n—1r). (15)

Note that its action on the vacuum state of the box gives

zero. For each box r, the definition of A leads to the exact
relations

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

AAT=1, ATA=1-|0)0|, and [A,AT]=]0)0],
(16)

where | is the identity operator and |0) is the zero-particle

state or vacuum state in the box of center r. We find that the

operator A is almost unitary, i.e., it is effectively unitary for
aphysical state of the system with a negligible probability of
having an empty box. In what follows, we assume that this
condition is satisfied, so that the projector |0)(0| can be
neglected:

occupation probability of [n=0,r)<1. 17

In this case, we write the approximately unitary operator
Aas

A= with (=8, (18)

which amounts to writing the field operator as

P(r)=e"O\p(r). (19

This should be understood as a formal writing, alowing us,
for example, to recover the matrix elements of A and there-
fore of the field operator z} from the commutation relation

(9). We summarize below all the commutation relations of
our phase-density representation:

i 5 r

[p(D, D)1= =5~ [p(1).p(1)1=0,

[6(r),6(r")]=0. (20)

We come back to the constraint (17) at the basis of the

construction of exp(if). A sufficient condition to have a low
probability for zero particle occupation in a box is obtained
for a large mean number of particles in the box and with
small relative particle number fluctuations. Thisis the regime
that we wish to consider in this paper. We are therefore back
to the discussion of the previous subsection and to the con-
ditions (6),(7) for weak density fluctuations. In particular, the

construction of the operator exp(i#) becomes problematic in
the limit | -0, that is, in the continuous model.

C. How to choose the grid spacing |

Working on a grid can aso be seen as performing a
coarse-grain average over al physical quantities on ascalel.
This averaging suppresses the short wavelength modes
(shorter than I) and thus introduces an energy cutoff:

ﬁZ
Ecu= e (21)
ml

This cutoff is of no physical consequence if all characteristic
energies (u, kgT) are smaller, i.e, | is smaler than the
corresponding characteristic lengths. This leads, for instance,
to the following restrictions for I:

053615-3
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<& and I<A, (22)

where
§=— (23)
is the healing length, and

B [27h2 ot
A= mkgT 24)

is the thermal de Broglie wavelength. These two restrictions,
combined with Eqg. (7), impose

pAP>1, (25
péP>1. (26)

These are conditions of validity for our discrete model.

Thefirst one, Eq. (25), is the quantum degeneracy regime
occurring at sufficiently low temperatures. The second re-
striction, Eq. (26), corresponds to the regime of weskly in-
teracting systems. Its dependence on the density varies ac-
cording to the dimension of space. In 1D and 3D, the mean
field prediction for the chemical potential is u=gp, where g
is a constant characterizing the interaction potential, the so-
called coupling constant. In 1D, Eq. (26) is the high-density
limit where a mean field theory is valid; we recall that the
small density limit p é&=#+p/mg<1 corresponds to the
strongly interacting (or strongly correlated) Tonks gas re-
gime. In 3D, the effective coupling constant g is related to
the s-wave scattering length a of the interaction potential, g
=4mh2alm, so that p&«1/\/pa’>1: one recovers the
usual small gaseous parameter \/pa®. In 2D, the chemical
potential scales as #2p/[mIn(1/pa?)] where a is the scatter-
ing length of the 2D interaction potential, so that the condi-
tion p&?>1 results in a low-density condition, In(1/pa?)
>1.

1. PERTURBATIVE TREATMENT
OF A MODEL HAMILTONIAN

A. Modéel Hamiltonian

In our lattice model, we represent the binary interaction
potential among the particles by a discrete & potential:

Y
V(rl_r2)=|_D‘Sr1,rzv (27)

where g is the bare coupling constant. Note that go in gen-
era differs from the effective coupling constant g, and we
shall come back to this point in Sec. IV A. With this model
potential, the grand canonical Hamiltonian is

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)
K2 . . TN
H:Z 1° —%w*(r)mﬂ(r)+[U(r)—ﬂ]«ﬁ(r)¢(r)

F 2PN D), 28)

where U(r) is an external trapping potential and where the
Laplacian is a symmetric operator coupling the different
neighboring boxes:

Af(r)=2 f(r+|ej)+f(|r2—lq)—2f(r). (29

J

The g are the unitary vectors and j the different orthogonal
space directions (for example, j =x,y,z in 3D). As usua we
take periodic boundary conditions inside a rectangular box
with lengths integer multiples of I.

We now rewrite the Hamiltonian in the density-phase rep-
resentation, that is, in term of the operators p and @ giving
the density and the phase as defined in the previous section.
The contributions of the trapping potential and of the inter-
action potential to the Hamiltonian are local in real space and

therefore include the operator p only:

Hpom 2 125(0)| U(H =+ 5 . (0)

- 1
P(r)*l—D

where we have used the bosonic commutation relation (4) to

exchange one of the ¢ with ¢ in the interaction term. The
kinetic energy term involves the phase operator explicitly:

Hiin=—

2 -
> 103 V(e
2mi? ] !
+e =05 —2\p), (31)

where we have introduced the notation §..;= 6(r +1e;) and
p-j=p(r=le). A remarkable property of this formulation,
to be used below, is that it involves only the difference of
two phase operators between two neighboring points of the
|attice.

B. Hamiltonian quadratization and cubization

We now expand the Hamiltonian to third order in powers
of two small parameters. As already discussed in Sec. | A the
regime of quasicondensates that we are interested in corre-
sponds to small relative fluctuations 8p of the density. In the
zeroth order approach totally neglecting the density fluctua-
tions, the density is set to a deterministic value py, as we
shall see. The second order expansion allows us to describe
the density fluctuations:

p(r)=po(r)+dp(r). (32)

The third order expansion allows us to calculate the mean
value of 8p(r).

053615-4
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The first small parameter of the systematic expansion
used in this paper is therefore given by

5
00| _ ’ @)
Po

€1=

where |5p| is the typical value of the operator 8p in the
physica state of the system. Mathematically, this allows us

to expand \/; as
1 5p°
16 p3%

1 5p?

=Po +§E—§ T (34)

The second small parameter of the expansion is given by

&=1Vo|<1. (35)
Here V represents the gradient on the lattice:
f(r+le)—f(r—le
Vi) =2, ( J)2| ( J)ej, (36)
]

where f is an arbitrary function. Physically, the existence of
the small parameter €, is reasonable: it is at the basis of our

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

hypothesis that the continuous quantum field problem can be
well approximated by a discrete lattice model, provided that
| is small enough (see Sec. | C). Mathematically, this second
small parameter allows us to expand the exponentials of the
phase differences in Eq. (31):

e - 1. X

e =1+4i(0,= 0~ 5(8,=0)% . (37)
From the fact that the discretization length | is on the

order of the smaller of the two macroscopic length scales &

and \ [see Eq. (22)], it will be checked later that the param-

eters €, and €5, though of apparently different physical ori-

gin, can be chosen to be of the same order of magnitude,

1
Vpol ’

and can therefore be treated mathematically as infinitesmals
of the same order. The mathematical details of the expansion

(38)

€17 €~

H=Ho+H;+Hy+Hg+--- (39)

are given in Appendix A; we present here only the results:

Ho=2 1° WAJ—+ S Pot[U(n) - u]po]
h? o

Hy=2> 1P| — ——=AVpo+ U(r) —u+ 5,
1 Er 2mvpg potU(r)—um+Jdopo|dp

n op [ op | n*ep? do [B(r +Ie) a7
H,=E +2 1P - 5Apot 5 5 + po(Npolr F1e), i ,
2=Eal pol 2r 2m 2\/_ (2\/’)—0 8mp3? Vpo P E po(r) pol i)

12 1/2 2 A~

-2 B( Po+j Po SO iy e
H3_ 2 < ZrEJ I 0+J (p:uz 5p+péjij 5p+]>(0+] )+8m2r P (pO Ap 05 Ap )

A\/P—o

= (3]

The quantity E, in H, is a c-number functional of the den-
sity pg, given in Appendix A, which therefore has no contri-
bution to the dynamics of the quantum field.

C. Iterative solution for the quadratic Hamiltonian

We now solve perturbatively, order by order, the Hamil-
tonian problems defined by Hy, Ho+H;, and Hy+H;4
+H,. To zeroth order in €, ,, the Hamiltonian is a ¢ number.

(40)

As the chemical potential is fixed in our approach, Hg is
minimized for a density profile po(r) such that \/po solves
the discrete version of the Gross-Pitagvskii equation:

ﬁZ

— >—A+U(r)— u+Gopo| Vpo=0.

2m (41)

This density profile constitutes the zeroth order approxima-

053615-5
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tion to the density p. It contains a number of particles that
we call Ng:

No=2 1%po(r). (42

Note that N, coincides with the mean total number of par-
ticles N only to lowest order in the theory. Equation (41)
defines py and therefore Ny as functions of the chemical
potential w. It will, however, turn out to be more convenient
to parametrize the theory in terms of N rather than in terms
of w. We will therefore consider u and p, as functions of
No:

1= uo(No), (43)

po(r)=po(r;No). (44)

Mo istherefore the Gross-Pitaevskii prediction for the chemi-
cal potential of a gas of Ny particles.

For the choice of density profile (41), the first order cor-
rection H, to the Hamiltonian vanishes. We therefore now
have to solve the Hamiltonian problem defined by H,, in
order to determine the lowest-order approximation to the
density fluctuation 5p and the phase 8. It is instructive to
write the corresponding Heisenberg equations of motion,
which are linear (and therefore trivially solvable) since H, is

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

An important difference of these equations from the so-

called quantum hydrodynamics equations for dp and 6 is
that our formalism keeps the so-called quantum pressure
term for a{a, whereas it is usualy neglected in the literature
[23]. This allows our treatment to have a cutoff energy larger
than u, whereas the usual treatment is restricted to energy
modes much below w.

Furthermore, one can simplify these equations using the
Gross-Pitaevskii equation (41) to eliminate A vpy:

hd6=—

£ vrsnms] 2)
a1 om Jopo— M || ——]>
2pol 2 Vpo

. %2 .
ha@(r)ﬂﬂ%A+U+gopou}<e@.
(47)

This gives the idea of avery simple canonical transformation
which, remarkably, maps our eguations for a quasiconden-
sate (46),(47) into the equations for the Bogoliubov modes of
a condensate: the field

quadratic. As & and p are two canonically conjugate vari- = Op . —
. : B= +ivpo (48)
ables, the equations of motion are 2 \/%
. 1 oH, #? 5p ~Apo
i”te'—v_l_o 95p(r) :2m\/% A 240 —dp 200 has bosonic commutation relations
_905;7: . . S+
[B(r),B'(r")]= 5 (49)
. 1 4H, 7?2 . . l
hdp(r) =5 o=~ Vol A(8po) ~ 88 po).
(45) and it obeys the standard Bogoliubov equations
2
. B é —ﬁA-i-U—,u,-i-Zgopo YoPo B

—0Jopo

This mapping can be readily extended to the Hamiltonian
H,, which is expected to be canonically equivalent to the
Bogoliubov Hamiltonian:

. #h? .
H,=1P>, B*(——A+U+gopo—M)B
T 2m

ien 1o
+gopo[ BB+ E(|32+ 3*2)}. (51)

2
2mA+U*M+290Po)

We have checked that the identity (51) indeed holds by re-
placing B by its expression (48) in terms of 8p and 8, and by
using the value of the commutators (20) and the fact that \/p_o
solves the Gross-Pitaevskii equation. Remarkably, the energy
functional E,[ pg] is exactly compensated by the contribution
of the commutators.

This mapping therefore alows us to reuse the standard
diagonalization of the Bogoliubov Hamiltonian. We recall
here briefly the procedure described in [15,27]. One intro-
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duces the normal eigenmodes (ug,vs) of the Bogoliubov op-
erator Lgp With an energy e, normalizable as

2 1P[Jug(r)|2=[vs(r)]?]=1. (52)

Then (v} ,uZ) is an eigenmode of Lgp with the energy
— €. To form a complete family of vectors one has to fur-
ther introduce the zero-energy mode of Lgp, given by
(¢o,— ¢g), and the anomalous mode (¢, , ¢,) with

bo=Vpo/Ng and ¢,= \/N_O‘?NO\/%- (53)

The corresponding normalization of the anomalous mode is
such that the scalar product of ¢, and ¢, is 1/2. With these

definitions, one introduces the components of (B,B*) on the
zero-energy mode, on the anomalous mode and on the regu-

lar (ug,vs) modes:
p (%)
+ [R—

VNo \ éa

o)l 5,

s ~
+b!

u
Us

+2 by
S

*
Us
. 54
H o
Q is a collective coordinate representing the quantum phase
of the field and P is its conjugate momentum

[P,Q]=-i. (55)

Physically P corresponds to fluctuations in the total number
of particles, as expected, and as shown in more detail later

[see Eq. (67)]. The operators by are bosonic annihilation op-
erators with the usual commutation relations [bg,bg ]
= 85 . They commute with P and Q. The inverse formulas
giving bs, Q, and P in terms of B can be found, for ex-
ample, in [15]. Equation (54) results in the following modal
expansion for the density fluctuations and the phase opera
tors:

B(r)=2, 64(r)bs+62(r)bl-Q,

8p(r) =25 dp«(r)ba+ 8p3 (1)b{+Paypo,
(56)

where

P (r)* us(r)_vs(r)
) 2iVpo(r)
Ops(r)=~po(r)[us(r)+vs(r)]. (57)

By construction, this modal expansion, when inserted into
the quadratic Hamiltonian H,, resultsin

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

PR ~
H=2 eblbs+5P2ug+Ealpol, (58)

S

where ui=due/dNg. This is the sum of uncoupled har-
monic oscillators, plus a massive free degree of freedom cor-

responding to the unbound phase variable Q. The effective
mass of the phase variable is given by L/u(. The energy

functional Ez[po] will be calculated in Sec. 111 B, where it
will be shown that it leads to exactly the same ground state
energy as the number conserving Bogoliubov theory. This
shows that the Bogoliubov theory can be used to calculate
the ground state energy even for, e.g., 1D quasicondensates,
a fact commonly used in the literature [28,29] but which
looks rather heuristic in the absence of justification.

D. Effect of cubic Hamiltonian corrections on the density

The physics contained in the cubic term H5 of the Hamil-
tonian is very rich. It includes interaction effects between the
Bogoliubov modes of the previous section, alowing a gen-
eralization to quasicondensates of the theory of energy shifts
and Beliaev-Landau damping usually put forward for Bose-
Einstein condensates [30—-32].

We are more modest here. Our motivation to include the
cubic corrections is that the quadratic Hamiltonian H, brings
actually no correction to the zeroth order approximation pq

to the mean density, since the mean value of 5p vanishes at
the level of the second order theory. This is highly nonsatis-
factory asit brings some inconsistency into the calculation of
an observable like g4, the first order correlation function of
the field: to get a nontrivial prediction for g; one has to
include terms quadratic in the phase operator, which are sec-
ond order in e€,, which forces us to aso include second order
corrections to the mean density, as will become very explicit
in Sec. Il1.

We therefore calculate the first order correction to the

equations of motion of 8p and & due to the cubic Hamil-
tonian term H3, and we take the average over the quantum
state corresponding to the density operator at thermal equi-
librium for the Hamiltonian H,. This gives source terms to
add to the equations for the mean density and phase derived
from H,. We leave the details of the calculations to Appen-
dix B and give the result directly:

19 8p)s=py°

h? .
“omATt U*QOPOM}(ZP(l)Q(e)s),

(59)
. 72
—2wp_oat<e>3=[— ﬁA+U+Sgopo—u}
(3p)3—(B"B),
x 1/2
Po
+0opd%(4BB+B2+B™?),
= 2(P?) 2198, \pos (60)
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where the thermal average (- - - ), is taken with the unper-
turbed Hamiltonian H, and (- - - )3 is taken with the per-
turbed Hamiltonian H,+ H5 to first order in H;. The expec-
tation value of the “‘kinetic energy’” of the unbound phase
variable in Eq. (58) is equal to kgT/2 according to the equi-
partition theorem so that

<l52>2=k3—,T. (62)
Mo

At equilibrium the expectation values of 9,8p and 4,0
vanish. This fact is obvious for d,8p; it is less obvious for

4,6 because of the presence of the unbound variable Q; we
therefore produce a proof of that in Appendix C. We there-
fore have to solve Egs. (59) and (60) with the left-hand side
set to zero. The first equation (59) imposes the condition that
the mean value of @ is position independent, a trivial result.
In the second equation, the operator acting on (5,3)3 is
strictly positive so that it is invertible, and Eq. (60) deter-
mines the correction to the mean density in a unique way.
We now go through a sequence of transformations allow-
ing us to get a physical understanding of the value of (Sp)3.
The first step is to pull out the contribution of the **anoma-

lous” terms P, © in the modal expansion (54):

B(r)=—iJN—oQ¢o<r>+J%O%a(mén. (62)

We calculate the expectation values of Eg. (60) involving the

operator B, using the fact that all the crossed terms between
the anomalous part and the operators bg have a vanishing
expectation value:

cn P2 . fi
<BTB>2:N_O<P2>2+N0¢S<Q2>2+<B§Bn>2_¢a¢0v
(63)

R . ®: . R
<Bz>z+<BT2>2=2N—O<P2>r2NO¢S<Q2>2

+(B2),+(Bl?),. (64)

The term ¢y, in Eq. (63) comes from the noncommutation
of P and Q [see Eq. (55)]. The contributions of (Q?), in
Egs. (63) and (64), when inserted into Eq. (60), are shown to
compensate exactly when one uses the fact that ¢ solvesthe
Gross-Pitaevskii equation. This was expected from the U(1)
symmetry of the Hamiltonian: only differences of the phase
operator at two points appear in the Hamiltonian, so that H

does not depend on @ and the mean density does not depend
on (Q%),. A
We therefore get an equation for (Sp)5 involving the ex-

pectation value of P2 as a source term, and which looks
rather involved:

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

0

ﬁ2
[_ mATU+30opo— 1

172

y ( (8p)3— ¢2Ng H(P2),— ((BIB.),— ¢o¢a>)
Po

+90pg (4(BIBy— dodba) +B+BI7),
+(P2)2[60p3 N, Vpo— 2161 9n, VPo- (65)

Fortunately the underlying physicsis very ssmple and allows
us to predict the effect of this source term on the mean den-
sity. One first identifies the physical meaning of P in Eq.
(56). Using the well-known fact that the eigenmodes of Lgp
are orthogonal for the modified scalar product of signature
(1,—1), one has[15]

<¢o|us>+<¢o|vs>52 1P go(N)[Us(r)+vg(r)]=0,
(66)

so that the sum of Spg over all spatial nodes vanishes. As a

consequence, the operator N giving the total number of par-
ticles in the gas is simply

N=2 1°p(r)=No+P, (67)
r
where we have used the identity
d dNg
D - _ D =——=
2 1P0nypol(N) = e 2 1%po(1)= G- =1 (68)

The source terms involving P therefore correspond to fluc-
tuations in the total number of particles in the gas, due to the
fact that we consider the grand canonical ensemble. The ef-
fect of these grand canonical fluctuations can be considered
for the case of a pure quasicondensate at the order of the
present calculation so it is easy to calculate it directly. In the
grand canonical ensemble the probability that the quasicon-
densate has n particles is

Hpcexpl = B(Eo(n) — un)], (69)

where Ey(n) is the Gross-Pitaevskii energy for the density
profile po(r;n):

ﬁZ
- %VPo(r;n)MPo(r:nHU(r)po(r:n)

Eo(n)=2, IP

g
+?Op§(r;n) . (70)
The corresponding mean grand canonical density is
pectn)= [ dntlypotrin), @
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where we treat n as a continuous variable. The zeroth order

approximation n= N, for the number of particlesin the qua-
sicondensate is such that Eq(n) — wn has a minimum:

d
gnlEo(N—un]=ue(n)=u=0 for n=No (72)

as shown in Eq. (43). The corresponding density profile is
po(r;Np). The next order correction to that is obtained by
expanding the n dependent density profile to second order in
n—Ng and by averaging over n:

8pac(r) =((n—=Ng))dn.po(riNo)
1 2y 12
+5{(n=No)*) 9 po(r;No)- (73

The second moment of n— Ny is calculated to lowest nonva
nishing order by a Gaussian approximation to I, :

E Eo(N N +1d2E° No)2
o(n) — un=Ey(Ng) — uNg Ed_Ng(n_ )
1
=const+ E,u[)(nf No)?. (74)
This leads to
keT .
((N=Ng)?) gas=— = (P?)5. (75)

Mo

More care has to be taken in the calculation of the mean of
n—N: the Gaussian approximation to I1,, gives a vanishing
contribution, so that the cubic distortion to it has to be in-
cluded:

1
Eo(n) — un=Ep(Ng) — uNg+ EM(’)(“‘ No)?

1
+ gﬂg(nf No)3, (76)

1 ! 2 l ” 3
Hn“eXp_EB,U«o(n_No) 1‘63#0(“"\'0) .

(77)
We then get a nonvanishing mean value for n—Ng:
(n—No)) Bl No)*)
((n=Ng disor = ~ g PP\ (N~ No) ") Gauss
1 ne/iD2\ \2
== 5Bro((P?)2) (79)

We have therefore predicted in a very simple way the cor-
rection to the mean density due to grand canonical fluctua-
tions:

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)

"

1. Mo
3pae(1) = 3 (P2)zf AigpolriNo) =~ dngpol1iNo) |
0

(79)

How does this compare to the genera formalism (65)? We
need to obtain a partia differential equation for Spgc. We
just take the second order derivative of the Gross-Pitaevskii
equation (41) with respect to N, and we replace po by +/po?
in the resulting equation and in Eq. (79). This leads to the
remarkable identity

2

h Spec—Ng tp2(P?
__A+U+390p0_,4 PGC 0 ¢’a< >2

2m 3’
= —(P?)2[600pgIngVPo— 21451, po-  (80)

The right-hand side of this identity coincides with the source
term of Eq. (65) involving P. We have therefore successfully

identified Spgc as a piece of (5p)s and we are left with the
simpler equation

ﬁZ

(8p)a— Spec—({(BIBnY2— docba)
" o5

+0opy X 4(BIB,— poda) +BZ+BID),. (8D

We are not totally satisfied yet since the operator én does
not obey bosonic commutation relations when the system is

not spatially homogeneous; in particular, the field Bn does
not commute with itself when taken at two different points:

[Bn(r),Ba(r")]=da(r) do(r')— da(r' ) o(r), (82)

B Rt .’ 1 ’
[Bn(r):Bn(r ):|=|_D r,r’_¢0(r)¢a(r )

—o(r') da(r). (83)
To circumvent this difficulty we split the field Bn into its
component along the quasicondensate mode ¢, and its or-
thogonal component:
Ba(r)=ao(r) +A(r). (84)
The Bogoliubov functions ug(r) and v¢(r) can be chosen
here to be real. The operator a can then be written as
&:z <¢O|us>(65_ 62)1 (85)
where we have used the property (66). This clearly shows

that the operator « is anti-Hermitian:

at=—a. (86)
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The field A has the following expansion on by:
A(r)=2§ U, (r)bs+uvs, ()b, (87)

where the index L indicates projection orthogonally to ¢g.
Thisfield now has the desired bosonic commutation relations

[A(r),A(r")]=0, (88)

~ “ 1
[A<r>,A*<r')]=|—Da,,r,—¢>o<r>¢o<r/>. (89)
Note that « does not commute with A
o 1
[a,A(N)]= 5 ¢o(r) = ¢alr). (90)

We insert the splitting of B, in Eq. (81). The terms qua-
dratic in a cancel exactly, in the same way the terms in Q2
canceled. The terms linear in & can all be expressed in terms
of the expectation value of an anticommutator ({a,A}), us-
ing the commutation relation (90) and the fact that (@A), is
ared quantity. Furthermore, using the techniques of Appen-
dix E of [26], as shown here in Appendix D, one obtains a
simple partial differential equation for the anticommutator:

ﬁZ

— 5 A+U+gopo—p ({a. AN},

== 2 1Pgopo(r) o(r A () +AT(r),A ().
(91)

Remarkably, this allows us to eliminate completely the op-

erator « in Eq. (81). We finally get an equation for the cor-

rection to the mean density involving the operator A only:
h2

((5;’>3_ 5PGC_</A\TA>2
®o
+35(r), (92)

where we have introduced the source term

S(r)=goNodo(N{AAT(NA(r) +A2(r)+ AT2(r)— $3(r)),

=2 1°gopo(r ) o(r )({Ar) +AT(r), A0},
(93)

It will be convenient to introduce the function x(r) de-
fined in a unique way by

ﬁZ

1
0=| =5 A+U+3gopo— 4 (x(N+5S(r).  (94)
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We then obtain the following final expression for the correc-
tion to the mean density due to the cubic Hamiltonian terms
Haj:

(8p)a(r)=8pac(r)+2¢o(N) x (1) +(AT(NA(N)),. -

In the particular case where the gas is Bose condensed,
our general theory for quasicondensates also applies, of
course. One then expects that the result (95) has aready been
obtained for the condensate and can be given a clear physical
interpretation. This expectation is totally justified: as shown
in Appendix E, the component of x(r)/Ng orthogonal to ¢q
is the correction given in [15] to the Gross-Pitaevskii con-
densate wave function ¢, due to the interaction with the
noncondensed particles; the component of xy along ¢, de-

scribes the condensate depletion, and (ATA), is the mean
density of noncondensed particles.

I11. APPLICATIONS OF THE FORMALISM:
GENERAL FORMULAS

A. Equation of state

What is referred to as the equation of state of the gas is
the expression of the chemical potential as a function of the
mean total number of particles N and the temperature T. It is
useful in particular to predict properties of an inhomoge-
neous gas within the local density approximation.

We therefore now have to calculate p for the quasicon-
densate. This is equivalent to a calculation of Ny as u and
N, are by definition related through Eq. (43). To lowest order
of the theory one assumes a pure quasicondensate with a
density profile p(r)=po(r), where Jp, solves the Gross-
Pitaevskii equation (41). One therefore gets N=Ng so that
= uo(N).

The first nonvanishing correction to the density profile is
given by Eq. (95). By integrating Eq. (95) over space we get
the corresponding correction for the mean total number of
particles:

N=Ny+ N, (96)

ON=6Ngc+1P 2¢o(r)x(r)+1°X (AT(A(N)),.
(97)

The contribution to SN due to our use of the grand canonical
ensemble can be calculated exactly from a spatial integration
of Eq. (79), using the same technique as in Eq. (68):

MN
SNge= — kBTZM(f2 .
0

(98)

The contribution of the term involving xy can also be made
explicit by multiplication of Eq. (94) by ¢,(r) defined in Eq.
(53) and by spatial integration. The function ¢,(r) isindeed
known [27] to solve the partia differential equation
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ﬁZ
- mA+U+3goPo_M #a=Nopopo(r),  (99)
which can be checked easily, just by taking the derivative of
Eq. (41) with respect to Nqy. This leads to

1
IDZ 20(NX(N=~ —— 2 1Pg(r)S(r), (100)

oMo

where the source term S is known explicitly [see Eq. (93)].
We now just have to replace Ny by N— 6N in Eqg. (43) and
expand to first order in SN:

p=po(N—=8N)=po(N) = Nuo(No).

We obtain the following expression for w:

(101)

14

M:MO<N>+kBT2“—:,—u5<No>E IP(AT(NA()),
0 r

+Ni2 1P b4 (r)S(r). (102)
o r

Equivalently, we can replace the source term by its explicit
expression to get

14

1 A "
p=pio(N) + ke T2 = uf(No) | 5+ ID<AT(r>A<r>>2)
2 r

+ 2 1%90[ngpo(N1(2(ATA) o+ Re(A%);)

=2 1P9063(NHAM +AT(), )2, (103)
where we have introduced the operator
y=2 1°¢a(NA(), (104)
and we have used the identity
6= 2 1290651 dyypolriNo) (105)

obtained by performing the scalar product of both sides of
Eqg. (99) with ¢y. The application to spatially homogeneous
systems will be given in Sec. 1V; in this case both the opera-
tor  and u{ vanish.

B. Ground state energy

We now show that the ground state energy of a quasicon-
densate can be calculated with exactly the same Bogoliubov
formula as for the ground state energy of a condensate.

We have to determine the ground state energy of H,. We
write it as the expectation value of Eq. (51) at zero tempera

ture, that is here in the vacuum of the b, and of P:

PHYSICAL REVIEW A 67, 053615 (2003)
. h? .
gground(Hz):lDz < BT( - mA-i— U +90PO_M> B>
' 2

+gop0<[é*é+ %(B% é*z)D . (108)

2

We reproduce the transformation of Sec. 11 D. We split B into
an anomalous part involving P,Q, plus the contributions of

the anti-Hermitian operator « and of A, the orthogonal com-
ponent of the normal part. In the first expectation value of

the right-hand side of Eq. (106) the operators Q and « dis-

appear as they come with the factor ¢q(r) in B, and b0
solves the Gross-Pitaevskii eguation (41). The expectation

value of P2 in the ground state of H, also vanishes, so that
hZ
a1 AT AP
- h? N
—<AT(—mA+U+QOPO_M)A>2- (107)

The same transformation is applied to the last expectation

value in Eq. (106). Remarkably, the terms involving & ex-
actly cancel when one uses the relations (63), (64), (90), and
(D5). This leads to

<[éré+3<32+éw)}>
2 2

A+ gReeim)
2 2
(108)

1
=—§¢S+<

The expectation values involving A are readily calculated
from the modal expansion (87):

1
gground(HZ)z ) Z IDgOP0¢(2)

hZ
(— mA+U+2g0po— 1 lvss)

+§ <USL|

+0oPolUsy ) |- (109)

As (ug,vs) is an eigenvector of Lgp,(Us, ,vs ) iSan eigen-
vector of the operator £ defined in [15] and this expression
can be further simplified to

1
Sground(Hz): ) Z |D90Po¢g_§;4 ES<USJ_|USJ_>-
(110)
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The last step is to include the contribution of Hg and to

remove the — N term from the grand canonical Hamil-
tonian. The ground state energy of the canonical Hamiltonian
for N particles is therefore

Eground( N)=uN+Eg(No) — uNg+ gground( Hy), (111

where E, is the Gross-Pitaevskii energy (70). As we did in
Sec. 11 A we replace Ng by N— 6N, where 6N is calculated
from H3, and we expand Eq(N— 6N) to first order in 6N:

uN+Eo(Ng) = uNo=Eo(N) = 6N (xo(N) = n)=Eo(N).
(112)

We recall that by definition p= wo(Ng). Thefirst termin the
right-hand side of Eg. (110) amounts to performing a small
change in the Gross-Pitaevskii energy functional, expressing
the fact that a given particle interacts in the gas with N—1
particles so that the mean field term should be proportional
to N—1 rather than to N. The final expression for the ground
state energy is

ﬁZ
Eground N)=N2J 1°] = 5= o(rN) A bo(riN)
200, 1 400
+UN5(riN)+ 5 do(N=1)$5(1N)

—2 €s(vsivs). (113)

This exactly coincides with the Bogoliubov result; see, e.g.,
Eq. (71) of [15].

C. Second order correlation function

The second order correlation function of the atomic field
is defined as

92N =(FT ()P (0) g(0) 4(1)), (114)

where we have taken for simplicity one of the two points as
the origin of the coordinates. To calculate g, with the for-
malism of this paper we have to express g, in terms of the

operator p giving the density. This is achieved using the
commutation relation (4) of the bosonic field fp:

o

92(1) =(p()p(0)) = ZP(0)). (115)

We then insert the splitting (32) of p in terms of the quasi-
condensate density p, and the fluctuations 6;):

92(r) = po(1) po(0) + po(0)(8p(r)) + po(r)(5p(0))

A 5, .
+(8p(r)8p(0)) — l_E;()[Po(O)+<5P(0)>]-

(116)
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This expression for g, is still exact. We now perform
approximations consistent with an expansion of g, up to sec-
ond order in the small parameters e;,. The expectation

value of the term quadratic in Sp is calculated within the
thermal equilibrium for the quadratic Hamiltonian H,. The

expectation value of Sp isevaluated in Sec. Il D by inclusion

of the cubic perturbation H;. The contribution of 5[) in the
last term of Eq. (116) is negligible as it is e‘l‘ times smaller
than the leading term in g,. We therefore obtain the explicit
expression

92(1)=po(1) po(0)+ po(0){8p(r))a+ po(r){5p(0))3

- 5,
+(8p(r)8p(0)),— |—D*°p0<0>. (117)

This formulation, however, is not the optimal one as the
last term in 1/I° gives the wrong impression that g,(0)
strongly depends on the discretization length | in the continu-
ous limit | — 0. In fact, this strong dependence exactly com-

pensates a term in 1/1° in the density fluctuations ( 5p?(0))
coming from the fact that 5p2(0) is a product of field opera-
tors not in normal order. To reveal this fact we express 5,3 in
terms of the operator A of Eq. (87):

8p(r)=po(N[A (1) +AT(r)]+Panpo(r;No),
(118)

and we put the resulting expression in norma order with

respect to the field A using the bosonic commutation relation
(89):

. . 5
Sp(r)dp(0)=:6p(r)op(0): +|—D’0Po(0) ~Nod5(1) $5(0),
(119)

where : : is the standard notation to represent normal order.
The spurious term in 2/1° is then exactly canceled:

92(r) =No(No— 1) $3(r) ¢3(0) + po(0){ 5p(r))s

+po(1){3p(0))3+(:p(r) 3p(0):),.  (120)
This expression allows a proof of the equivalence with the
prediction for g, in the Bogoliubov theory. We do not
present the calculations here, as they are a straightforward
application of Appendix E. Finally, we give alast aternative
expression for g, equivaent to Eq. (120) at the present or-
der:

92(1)=(1=UN)p(0)p(r)+(:5p(r) 8p(0):), (121)

where N is the mean total number of particles and p is the
mean total density:

p(r)=po(r)+(8p(r))s. (122)
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D. First order correlation function

The first order correlation function of the field is defined
as

92N =(P (1) #0))=(Vp(r)elP@~41\/p(0)).
(123)

As previously done we perform the calculation up to second
order in the small parameters €, ,. We therefore expand \/;
up to second order in 8p using Eq. (34). Note that we do not
expand the exponential in 6(0)— 6(r), contrary to what we
did in the Hamiltonian: asr and 0 are not neighboring points
of the lattice anymore, the phase difference of the field can
be arbitrarily large. The expansion in 5;) gives rise to six
terms:

<eiAH>+ %<5B(r)eiA9+ eiAt‘)(‘)‘B(O»

91(1)=pg°(r)pg*(0)
1 - ) .
_ §<6p2(r)elAH+elA05p2(O)
(124)

—265<r>e‘“6}3<0>>}

where we have introduced the following notation to simplify
the writing:

A6=0(0)— () (125)
~ . p(r)
5p(|’):po(r) . (126)

We calculate the expectation values in this expression in two
steps, first using the thermal equilibrium distribution for H,,
and then including the corrections due to H.

The thermal expectation values corresponding to the qua-
dratic Hamiltonian H, are evaluated using Wick’s theorem.
One first expands the exponential in powers of A6, one cal-
culates the expectation value of each term, and then one
performs an exact resummation of the resulting series. This
leads to the simple identities

<em9>2: e ((a 9)2>2/2, (127)
(Sp(ne,=e CORSpn)iag,,  (129)
(5:)2(r)ei“)2= e (@ 0)2),12
X[(8p2(1) 2+ (Sp(r)iA6),)?],
(129)
(8p(r)e28p(0)) = e (D22 55(r) 5p(0)),
+(8p(NiA6)x(i1A65p(0))o].
(130)
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The expectation value of a product of the density fluctuation
5;3 and of the phase variation iA 6 is particularly simple. In
classicd field theory this expectation value would obvioudly
vanish, as there is no crossed term in H, between the density
fluctuations and the phase. In the present quantum field
theory this is not exactly the case as p and 6 do not com-
mute. To show that, we use the fact that the Bogoliubov
mode functions ug(r) and v¢(r) can be chosen to be redl, so
that 6p and iA ¢ are linear combinations of bg,bl,P with
real coefficients. As a consequence,

(3p(r)iA6),=(Sp(r)iAg);=—(iA65p(r)). (131)

This leads to

1- 5r,0

2po(N)1P (132

(Sp(1iA6) = ([57(1),801)=

The same reasoning can be applied for the other expectation
value:

1-6p

iA05p(0))y=—"—.
(iA06p(0)), 200(0)1°

(133)

These expressions are second order in €;,. An important
consequence is that the product of such crossed phase-
density expectation valuesin Egs. (129) and (130) is actually
negligible at the present order of the calculation. The result-
ing form for g4, at the level of H,, is quite simple:

1 ~
gl<r>|H2=p(?z(r)p€2<0>e-<<“>2>2’2[1— g((20p)?),

1
+ ngcoria(r)} . (134)
The notation A 8p is similar to the one for the phase:
Adp=35p(0)— p(r) (135)

and Eqqria COMes from the crossed expectation value of A6
and 8p:

po<r>lD+po<0>lD>' (130

At this point we face the same apparent problem as in the
calculation of gy: Egria Scales as /1P and gives the wrong
impression that our expression for g, will depend dramati-
cally on | in the continuous limit | — 0. Asin the case of g,,

we solve this problem by expressing 8p and 6 in terms of the
field A and putting the operators A and AT in normal order.
We use Eq. (118) for the expression for Sp. For the differ-
ence of two phase operators, Q@ and the anti-Hermitian op-
erator o cancel so that

gsooria(r)z(l_ 5r,0)<
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1 - ~
Ag= E(AA—AAT), (137)
where we have introduced the notation
A=) (138)
rN=——,
pg(r)
AA=A(0)—A(r). (139)
After some calculations we arrive at
((A8p)%)2=(:(A8p)% )2+ ExcoriaT), (140)
1
((A0)%)2=(:(A6)% )2+ ZEeonalT)- (141)

As Eqoia 1S SeCONd Order in € ,, its exponential function can
be expanded to first order. We then find as expected that all
the 1/I° terms exactly cancel:

gl(r>|H2—pé”<r)p32(0>e<:<“>2:>2’2[1— %<:<A57))2:>2}
(142)

The last step is to include the first order correction to g4
coming from the cubic Hamiltonian H;. One then has to
calculate expectation values with the thermal equilibrium
density operator exp] — B(H,+Hs)] to first order in H5. This
thermal density operator can be viewed as the evolution op-
erator during the imaginary time —i% 3 so that one can use
first order time dependent perturbation theory to get

,\ ~ B ,\
(©)=(0)2~ [ dnterre0),  (143)

where O is an arbitrary operator of the gas and where we
have used the fact that H4 has a vanishing expectation value
in the thermal equilibrium state for H,. One is back to the
calculation of expectation values of some operators in the
thermal state corresponding to H,. Wick’s theorem can be
applied. The resulting calculations are very similar to the
ones leading to Eq. (142), but more involved, and are de-
tailled in Appendix F. The same phenomenon occurs, that
terms of a higher order than the present calculation can be
neglected. One then gets

(6180, =~ (3022 1 4 (A )], (144)

(Sp(r)ed0) ;= (0N ( §5(1)iA 0),+(5p(r))s].

The first terms in the right-hand sides of Egs. (144) and
(145) aready appeared at the level of H,, and the second
terms are corrections due to H; that we now take into ac-
count. Thereis no need to include H 5 corrections to the other

terms of Eq. (124) since they are quadratic in Sp and are
therefore already of second order. The expectation values of
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the phase # and of the density fluctuations Sp have been
calculated in Sec. I D. It was found that the expectation
value of the phase operator is space independent so that
(A 6)3 vanishes. The expectation value of the density fluc-
tuations including the effect of H5 was given in Eq. (95) and
isin genera different from zero. Remarkably, the whole ef-
fect on the correlation function g, of the first order correc-
tionin Hy isto replace po(r) by the total mean density p(r)
defined in Eq. (122).

We write our final expression for the first order correlation
function of the field, calculated consistently up to €5,

1 1 ~
6N =\p(Np(O)exp — 5 (:(86)%),~ 5 (:(A65)%)z .
(146)

Note that we have inserted the contribution of the density
fluctuations inside the exponential factor, which is allowed at
the order of the present calculation since this contribution is
of order €2,.

What happens in the regime where a true condensate is
present? Both phase and density fluctuations are small, so
that the exponential function in Eq. (146) can be expanded to
first order. We then express A9 and Ap in terms of the op-
erator A and the operator P. Since the Bogoliubov theory is
usually considered in the canonical ensemble we remove the
terms corresponding to the grand canonica fluctuations of
the particle number. We then recover exactly the Bogoliubov
prediction:

9PN =W (NP (0 +(AT(NA(0),  (147)
where W (r)=Nodo(r)+ x(r)/N, is the condensate
field. Amazingly, the general formula (146) for quasiconden-
sates can be related to the Bogoliubov formulain the follow-
ing very simple way:

97%(r)

Vp(r)p(0)

IV. EXPLICIT RESULTS FOR THE SPATIALLY
HOMOGENEOUS CASE

91(r)=\p(r)p(0)exp

(148)

In this section we apply our approach to a spatially ho-
mogeneous Bose gas. The quasicondensate density is then
uniform:

No u
N=-—=—. 149
po(r) 0~ 9 (149)
The Bogoliubov equations (50) can then be exagtly solved
for any dimension of space and lead to uy(r)=u,e'“"/L""
and v, (r)=v,&""/LP" with

n2k22m+ 2|

Uy—v
KTk #2Kk2/2m
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and
= —_[_ #em v 150
u vy=|—mmm
UK h2kezm+ 2,
The corresponding eigenenergies are given by
72k2 [ 7,2K2 12
€= R(R‘FZM (151)

A. Equation of state

From the general expression (103) for the chemical poten-
tial of the gas we arrive in the thermodynamic limit at

[(uc+ o)+ oi(uet o) ],

(152)

=pgo+ —
~=p9o gofD(ZW)D

where n = 1/[exp(Be)—1] is the mean occupation number
of the Bogoliubov mode k. D=[—=/l,#/1]P is the square
domain of integration in the k space. The integral over the
wave vector k does not contain any infrared divergence for
any dimension of space. However, the long wave vector be-
havior given by

mu

i (153)

vi(Ugtog)=—

gives rise to an integral convergent in 1D and divergent in
2D and 3D in the | —0 limit. This gives the impression that
the result depends strongly on |. The solution of this paradox
comes from the link between the bare coupling constant gq
of the model potential in the discretized space and the low-
energy two-body scattering properties of the exact potential
in the continuous space. This gives to g, in two and three
dimensions a dependence in | so that our expression for u
does not depend on | anymore in the |—0 limit. In one
dimension, the bare coupling g, is simply equal to the actual
coupling strength g for | —0 and there is no divergence. At
T=0, Eq. (152) leads to

1
= 1-—|, 154
M gp( - g) (154)
where ¢ is the healing length defined in Eq. (23). This agrees
with the result of Lieb and Liniger in the weak interaction
limit [28]. In three dimensions, we refer to the Appendix of
[26] where the calculation has been done. One finds

g

go= . (155)
1—gf [dk/(27)3](m/7%K?)
D
g isthe usua 3D coupling strength given by
4rhla
= : (156)
m
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where a is the exact potentia scattering length. A more ex-
plicit form of Eq. (155) is

g

%= T Kan” (157
where £=2.442 ... . It has to be noted that the difference
between g, and g is till small in the validity domain of our
approach since it is a second order correction in €, ,: taking
I~ ¢ one finds a/l ~1/pl3. Replacing the first factor gq in
Eg. (152) with the formula (155) expanded up to second
order in €;, gives

_ —— — mu
(uk+vk)2nk+vk(uk+vk)+ﬁ).

(158)

One can then safely take the | —0 limit. At T=0, the inte-
gration gives:

=pg+ —
©n=pg gojv(zﬂ_)3

w=gp (159)

32
1+ T\/;\/pa3

which is the same result as Lee and Yang's [33]. In two
dimensions, the low-energy two-body scattering of a general
short range potential is described by a single length a also
named the scattering length. In a continuous space, the T
matrix can be calculated in the low-energy limit:

27h?
" m[In(aky/2) + C—im/2]’
(160)

(K T(E+in)|k')=

where C=0.57721. . . isthe Euler constant, a is the scatter-
ing length, E=%2k3/m, and 7—0". We can aso calculate
the T matrix for the discrete & potential defined by Eq. (27),
which can also be expressed as

V:%|r:0>(r:0|. (161)

The general scattering theory gives the relations between the
T matrix, the propagator G, and the free propagator G:

T=V+VGV, (162)

G=Gp+GyVG. (163)
Using these relations and Eq. (161) for the potential, we find
Y0
1-0o(r=0|Go(E+in)[r=0)"
(164)

<k|-|—grid(E"’_i 7l)|k,>:

The only term we need to calculate is the free propagator
taken at the origin, which is conveniently performed with a
Fourier transform:
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dk 1
D (2m)2 E+in—Hh2k3m’
(165)

(r=0|Go(E+in)|r=0)=

We split the square D into a disk of radius #/l and the
complementary domain. Integration over the complementary
domain gives simply a constant term in the low-energy limit
E<#2/ml%

J=

27Th2j dk 1
m  Jp-disk (27)2 E+igp—#2k%/m

1f dk_26
=] ==,

D-disk k> T (168)

where G=0.91596. . . isthe Catalan constant. The disk in-
tegration is straightforward and leads to the following ex-
pression for the T matrix:
<k|-|-grid(E'+'i 77)|k’>
_ 1
T Ugo— (MI27hA)In(Iko/ ) +imidkZ— (mi2mwh2)d
(167)

We now take Tgiq=T, where T is approximated by Eq.
(160), in order to reproduce the low-energy scattering prop-
erties of the exact potential. This leads to

Ta

m

90_ 2ah?

In (168)

ZG}
—-Cc+—|.
a

Note that the condition (26) has to be satisfied in our ap-
proach. In two dimensions, this gives #2/mgy>1, or using
Eq. (168)

1 I
We now show that the logarithmic dependence on | appear-
ingin gg, Eq. (168), exactly cancels the one appearing in the
equation of state. Equation (152) can be rewritten as

m dk - g | — = —
P:&_jp (ZT)Z[(Uk+Uk) N+ v(Ut o]

(170)

In the thermal part, one can immediately take the | — 0 limit.
In order to calculate the integral corresponding to the T=0
case, we use the same technique as for the calculation of gg:
the integration is done on a disk domain of radius =/l and
we keep as a correction the integration over the complemen-
tary domain. The complementary domain integration is done
by using the high-wave-vector behavior of v, (uc+uvy), EQ.
(153). This leads to
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dk — — —  mu 25,2
_L) —— (Ut vy =

—_— -1-2J
(27)? 41h?

mi?u

(171)
Using Egs. (168) and (171) in Eq. (170), we arrive a an
implicit equation of state:

4h? k — —,
n azmMeZCJrl _f (zw)z(uk-i-vk) nk.
(172)

mu
A7h?

p

Remarkably, thisisidentical to the result (20.45) obtained by
the functional integral method in [7]. At T=0, one can show
from the condition p&?>1 [see Eq. (26)] that the validity
condition of our approach is In(1/pa®)>4. |If one approxi-
mately inverts Eq. (172), neglecting constant terms and
In[In(1/pa?)] with respect to In(1/pa?), one recovers Schick’s
formula [34].

B. Are density and gradient-of-phase fluctuations small?

As mentioned in Sec. Il B, our approach relies in particu-
lar on two assumptions: the assumption that the relative den-
sity fluctuation e, is small, and the assumption that the phase
variation e, between two neighboring points of the grid is
small.

Let us consider first the relative density fluctuations. Be-
cause of Eq. (119), their mean sguare value can be separated

into two parts:
, (80%(0), 1 (:6p%(0):),
El:—:_+—2 ,

(173)
p5  pol® PG

where we have neglected 1/LP with respect to 1/I° in the
thermodynamic limit. The second term in Eq. (173), involv-
ing the normal order, is expressed in terms of the u, vy in
the thermodynamic limit as

<:552(0):)2:3f dk

., (Zw)D[(Uwv_k)zan_k(Uwv_k)],

(174)

1% Po

where the integration domain is D=[ — /I, w/1]P. At zero
temperature one introduces the change of variable q=k¢ in
the integral: one finds that Eq. (174) is of the order of Upyé
in 1D, of the order of In(&/l)/peé? in 2D, and of the order of
1Upoé?l in 3D. Since | <¢ the second term in Eq. (173) is
dominated by the first term, and one has indeed

2 1
ef=—. (175)
pol
At finite temperature we have to calculate the therma con-
tribution to Eq. (174) involving the occupation number ny,.
At atemperature kg T<<u we use the low-momentum ex-

pansion of u,+v, and e, and we find that the thermal con-
tribution is (kg T/ )P *1(1/£)P times smaller than 1/p,°.
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At a temperature kgT>pu, that is, A<, the treatment
depends on the dimension of space. In 1D the main contri-
bution to the integral comes from the domain €~ u, over
which one can approximate the Bose formula by its low-
energy limit kgT/ €, . Thisleads to a normal ordered fluctua-
tion (174) of the order of kgT/(upoé). This is larger than
Upo\ so that the condition | <\ then no longer implies that
the first term 1/pgl in Eq. (173) is the dominant one. For
convenience, one can however adjust | to a value such that

1 kT 1

—. 176
pol 1 poé (176

The condition for weak density fluctuations then becomes
a77)

Using po=p and u=gp we recover the condition aready
obtained in [5] with a pure classical field approach. Note that
this condition can be rewritten as £<I . where the coherence
length of the field will be defined in Eq. (187). In 2D both
the low-energy domain e,<kgT and the high-energy domain
€.>kgT have important contributions. In the low-energy do-
main we approximate the Bose law by its low-energy limit.
In the high-energy domain we keep the full Bose law but, €,
being then larger than w, we approximate u,+uv, by unity
and e, by %2k?/2m. This leads to a normal ordered fluctua-
tion (174) of the order of In(ksT/w)kgT/(pedd), a quantity
that is larger than 1/po\2. Asin 1D we therefore adjust | so
that

1 KkgT (kBT) 1
In| —

i ? (178)

Po

In 3D the high-energy domain €,>kgT gives the dominant
contribution so that the normal ordered expectation vaue
(174) scales as 1/po\ 3. Thisis dominated by the first term in
Eqg. (173) so that the estimate (175) applies as soon as |
<A\,¢&.

Let us consider now the condition that the mean squared
phase change over a grid cell,

2

e§=<<|v?9)2>2='—

2p)p 2o TV (M 112),

(179

is much smaller than unity. The presence of the factor k?
inside the integral, coming from the action of V, has the
consequence that the contribution to the integral is domi-
nated by the high energy domain. At zero temperature one
can replace ug—uv, by unity since the integral is dominated
by wave vectors k~1/I>1/¢. This leads to

e~ = 5 (180)
pol

whatever the dimension D.
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At atemperature kg T < we estimate the thermal contri-
bution by replacing u,—v and €, by their low-momentum
approximations: the therma  contribution is then
(I/X\)?P(&/\)P times smaller than the zero-temperature re-
sult (180) and is therefore negligible since | <&<<\.

At a temperature kgT>u we use the high-energy ap-
proximation, replacing u,—uv, by unity and €, by #2k?/2m.
Note that this works even in 1D because of the presence of
the k? factor in the integral (179). This leads to a thermal
contribution which is (1/x)2*P times smaller than the zero-
temperature contribution (180), and which is negligible since
I<A\.

We conclude that the small parameter e, of the theory,
ensuring that there is a weak phase variation over agrid cell,
is always given by Eq. (180) provided that the conditions
(22), (25), and (26) are satisfied.

One may wonder if the corrections of the mean density
due to the interaction H; between the Bogoliubov modes
lead to an extra validity condition of our treatment. For the
considered case of a spatially homogeneous gas it turns out
that the answer to this question is no. One has indeed the
remarkable identity in the thermodynamic limit

i 5"(r) __i 55 I’)z'
(9= 30,

(181)

If the relative density fluctuations are weak, the relative cor-
rection to the density will also be weak.

To end this subsection we discuss briefly the second order
correlation function of the field g»(r). Restricting the gen-
era formula (121) to the spatially homogeneous case in the
thermodynamic limit, we obtain

(n= 2+2f dk [(U+v)?n
9a(r)=p pD(27T)D kT UK) Nk

+og(utog)]cosk-r). (182)

Limiting cases of this genera formula can be compared to
existing results in the literature. At zero temperature for a 1D
Bose gas one gets for r=0,

2
02(0)= pz( 1- —) . (183)

mpé

This formula can be checked from [28]: the mean interaction
energy per particle v is equa to g,(0) multiplied by g/2p,
and v can be calculated in the weakly interacting regime by
combining (3.29) of [28] (relating v to the derivative of the
ground state energy with respect to g) and (4.2) of [28]
(giving the ground state energy in the Bogoliubov approxi-
mation). This exactly leads to Eq. (183). This prediction for
g,(0) also appears in [35].
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C. First order correlation function

Because of the general formula (148) the first order cor-
relation function of the field for the quasicondensate is im-
mediately related to that of the Bogoliubov theory, here in
the thermodynamic limit

Bogr
91 ()71

In[g:(r)/p]=

1 d%
=- ;j W[(UE‘F;E)HWEE]

X(1—cosk-r). (184)
We have also taken here the continuous limit | —0, which
does not lead to any divergence.

We concentrate our analysis on the 1D case and we make
the link with existing results in the literature. These existing
results deal with the asymptotic behavior of g, for larger,
where r is the absolute value of the spatial coordinate. At
zero temperature, we find for r>¢:

12mpé

) (185)

r

ga(r)=p

with r;=e?"C¢£/4=1.037¢ where C=0.57721... is Eul-
er's constant [36]. This reproduces a result obtained in a
nonexplicit way in [37]. At a finite temperature, g, /p is the
exponential of an integral of the form

+2 A(k)
f —2[1—cos(kr)], (186)
o k

where the function A(k) is aregular and even function of k,
therefore behaving quadratically with k around k=0 [38].
Writing A(k) as[A(k) —A(0)]+A(0) and splitting the inte-
gral, accordingly one obtains for r much larger than both ¢
and A,

Mgy (1)/p]=+K-+o(1™, (187

where the coherence length |,=p\2/7 coincides with the
one of [39] and the constant K is given by

+= A(k) —A(0)
K f . % . (188)
Since A(k) is even one can show by repeated integration by
parts that the remainder in Eq. (187) tends to O faster than
any power law, contrary to what is stated in [39].

Of course our formula gives access to g4 for any value of
the distance. Thisisillustrated in Fig. 1 where we have plot-
ted the logarithm of g, as function of r/¢ for various tem-
peratures.

As a consequence, we can, for example, calculate the mo-
mentum distribution of the atoms:
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FIG. 1. First order correlation function of the field g,(z) for a
repulsive 1D Bose gas in the thermodynamic limit. The different
curves correspond to various ratios of the temperature to the chemi-
ca potential: kgT/w=0 (solid line), 1/15 (dot-dashed line), 1/8
(dashed line), 1/4 (dotted line). We plot the logarithm of g4(z)
multiplied by the parameter p&, where p is the 1D spatia density
and ¢=#/\my is the healing length, so that we obtain a quantity
depending only on z/¢ and kgT/u in the weakly interacting limit.

+oo

H(p):2f drg(r)cos(pr/t)

0

(189)

normalized here as [dpIl(p)=2#fp so that II(p) is di-
mensionless. Thisisillustrated in Fig. 2 where we have plot-
ted the momentum distribution for various temperatures and
for p&€=10. Using integration by parts we can show that the
behavior of II for large p is related to the fact that the third
order derivative of g, inr=0" does not vanish:

2ﬁ4 (3)(O+)
H(p)~gl—4 with  g(0%)=pu2m?/(24%).
p
(190)
1200 p- I T T ]
v
'
1000 -1 4
\
\
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& \
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FIG. 2. Momentum distribution of a repulsive 1D Bose gas in
the thermodynamic limit. II(p) is normalized as [dpII(p)
=2mxhp where p is the 1D spatial density so that I1(p) is dimen-
sionless. We plot I1(p) as a function of p¢&/# for various ratios of
the temperature to the chemical potential: kgT/u=1/3 (dot-dashed
lines), 1 (dashed lines), 10/7 (dotted lines). We have taken pé¢
=10>1 where £=#/y/mu is the healing length. The solid line is
the large p limit: (%/p&)*. The inset is a magnification.
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This prediction, valid at zero or finite temperature, agrees
with the weak interaction limit of a recently obtained exact
result based on the Bethe ansatz [40]. At zero temperature we
find that the momentum distribution diverges at p=0 as

hpmv
(p)~ (ryp/h)”, (191)

where v=1(2mpé&)<1.

CONCLUSION

We have studied the thermal equilibrium of wesakly inter-
acting degenerate Bose gases in the regime of weak density
fluctuations, the so-called quasicondensate regime. The
method can be considered as a Bogoliubov method in the
density-phase representation of the field operator.

In the first step one discretizes the real space in cells of
size I: | is small enough that the macroscopic properties of
the gas are not affected by the discretization, and | large
enough that each cell contains on the average a large number
of particles. The macroscopic occupation of each cell alows
one to give a precise definition of the phase operator, follow-
ing the method of Girardeau and Arnowitt [18].

In a second step one performs a systematic expansion of
the full Hamiltonian in terms of two small parameters, the
relative density fluctuations inside a cell and the phase
change over a grid cell. This procedure leads to an exact
expansion of the observables of the gas in the regime of
weak interactions and low density fluctuations, in 1D, 2D,
and 3D. In particular, it is free of any ultraviolet or infrared
divergences and exactly matches the usual Bogoliubov pre-
dictions when the gas contains a true Bose-Einstein conden-
sate.

As afirst application of the general formalism, we have
given in this paper formulas for the equation of state of the
gas, the ground state energy, and the first order and second
order correlation functions of the field. We have applied
these formulas to the spatially homogeneous case in 1D, 2D,
and 3D, recovering in this way known results, but obtaining
also other results, like the full position dependence of the
first order correlation function of the field.
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APPENDIX A: EXPANSION OF THE HAMILTONIAN

As explained in Sec. || B we expand the Hamiltonian (28)
up to third order in powers of the small parameters €; and e,
defined in Egs. (33) and (35). This will produce terms
HM") of order €)'e)? with ny+n,=<3. The expansion of
the potential energy part H, defined in Eq. (30) is very
simple as it involves only the operator giving the density.
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The only point is to redize that the term 1/1P is ef times
smaller than the zeroth order density p,. This leads to

o
pot 2 IDpO r) M+ 2 Po}, (Al)
Hio? =2 1°6p[U(N —u+gopol,  (A2)
90| ~» Po
(20) _ D =ZY 2_ 77
H —Z,I 5| %° 5 (A3)
Heo—-> L5 (A4)
pot - 2

The expansion of the kinetic energy part (31) is more
complicated as it involves also the phase operator 6, which,

furthermore, does not commute with Sp. An expression
slightly more convenient than Eq. (31) can be given for the
kinetic energy. Because of the periodic boundary conditions
one can freely shift the summation variable in the term of

Eq. (31) involving p_;, so that

h? AN R
Hyin=— T2 > |D{[\/;e'(g*j_g)\/pﬂJrH.C.]*Zp}.
r,)
(A5)

The calculation to zeroth order in €, can be done first easily:
using the expansion (37) to zeroth order, we get from Eq.
(31) to al ordersin €4,

<+ ﬁz ~ ~
H(km+ 0= _ﬁzr lD\/;A\/;

(A6)

This involves a function of p only that it is easily expanded
in powers of €, using Eq. (34). A simplification occurs after
summation over the |attice, as the matrix A is symmetric for
the considered periodic boundary conditions:

> uAv=2, (Au)v,

r

(A7)

where u and v are arbitrary functions on the lattice. This
leads to

ﬁZ
HG __ﬁlDEr VpoApo, (A8)
HiG = DE J_M : (A9)
5[) 5p?
H(20 — D _ A ,
kin 2 /— /—O 4p§/2 Po
(A10)
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Ao 1 5;;2A Sp
Po— 2 A 5|
8 p3% Py’
(A11)

The second order term of vanishing order in €, is aso im-
mediately obtained:

15p
8 5/2

H == 2mI°2

Hk(l)nZ)_ DE Vp0p0+](9+] 2-

(A12)

The last second order quantity to calculateisH{:Y , whichis

first order in e, and first order in e,. There are four terms,
two involving 8., j and two being their Hermitian conjugates.
One can then collect the terms to form commutators:

g~ M os L po B s
kin om2 & 2 ot | +j 1OP +j

2 +] 1 OP |-
( FO) (p0+ )
4| || J J
(“1 )

where we have used the commutation relation of p and &
[see Eq. (20)].

We collect al the second order c-number contributions to
the Hamiltonian H in a single energy functional of the den-
sity profile of the quasicondensate,

72 2 Hpo,+j)y2+( Po )ﬂz
4ml? 7] Po Po,+j '

(A15)

The technique used to calculate H{:V can be extended to
the calculation of H{ZY . There are now three terms and their
Hermitian conjugates. Two of these terms, when combined
with their Hermitian conjugates, form a commutator that is
calculated according to Eq. (20). The third term and its Her-
mitian conjugate involve the expression

Ealpol=—

0
EZ Po—

8p(0,.—0)3p,.—p.(6,—0)p
=8p[ 0 ,8p1—[p,015p. ,

which is a sum of two commutators, easy to evaluate. This
leads to

(A16)

h? _
|(<|2nl)_8_ Er 1IZAPO _PozAPo 1/2) (A17)

To calculate H(+? we first evaluate

cing_ B = a, R
Hf(;;r ,2):4m|2 rzj |D[\/;(0+j_0)2 /p+j+H.C.]

(A18)
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and we expand to first order in 8p, which leads to a sum of
terms that are not individually Hermitian. We then use the
commutation relation (20) to produce Hermitian terms, e.g.,

8p (0+J_0) —(9+1_0)5P(9+] ) (6+] )

(A19)

The last term of the right-hand side of this expression is
anti-Hermitian and does not contribute to the final result

1/2
p0+] PO
H<k|1n2)— 22 1°(8, ;= 0)| =5 0p+—75~ 00+
ml 0 Po,+j

X (84— 0). (A20)
Finally, HS:Y and H{%? vanish as the odd order expan-

sion of exp[l(aﬂ—f?)] is anti-Hermitian.

APPENDIX B: CORRECTIONS TO THE EQUATIONS
OF MOTION DUE TO H3

The Hamiltonian H3 gives rise to quadratic corrections to

the equations of motion for 8p and @. In this appendix, these
corrections are calculated explicitly and the thermal average
is taken over the equations of motion with the Hamiltonian
H,+Hj3 for the linear part and the Hamiltonian H, for the
quadratic corrections. This alows us to calculate the first
correction to the mean density due to H.

The corrections to the equation of motion for the density

fluctuations are given by
2
P P0,+j) ~
0—06.,;, d
[ " ( Po P

12
+(+i<—>—i)},

222

J
+( Po
Po,+j

h0t5ﬁ|H3:

Sp+j (B1)

where {A,B} stands for the anticommutator AB+ BA of two
operators. When we take the average with the Hamiltonian

H,, we use the explicit modal expansion of 8p and & given
by Eq. (56). The operator Q disappears since Eq. (B1) in-
volves only differences of 6. Terms with P also disappear
since <l5>2=0. The expectation value of the product
8(r)Sp(r’), where 8 is written without Q and 5p is written
without P, is actually purely imaginary: as ug and vg can be
chosen to be real, 6% = — 6 [see Eq. (57)]. Since d,(p) is
real, all imaginary contributions to it have to cancel so that

the corrections to the motion of (5p) due to H finally van-
ish when we take the thermal average:

1131 5p)|1,=0. (B2)

The corrections to the equation of motion for # are more
involved:
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19,0 ! e 5”A< % 3 5 3p2A(Vpo)
Ho = 2 |~ A, 9PR| —7— P p
M 2o 4Mpo ool " Bmp2

th 5p? #2

8m |\ p32)  2mi?

X; [\/Po,+j(A0+j_A0)

T \po (0 - B2+ 2P0 g"r

hZ

12 V2, 12
- Apy —po A B3
aml® \/—(Po Po PoApy ) |- (B3)

Fortunately, we can use the linear equations of motion
(46),(47) to significantly simplify the above equation of mo-
tion. We rewrite the first term in square brackets of Eq. (B3)
as

he SpA %
ampo P\ oy
5 (U-pn+3 )( )+2\/—M
M 5G0P0
" 2po NP 0

(B4)

The second term in square brackets of Eq. (B3) gives, as Vpg
solves the Gross-Pitaevskii eguation,

pPA( J‘)— yz(u p+opo).  (BY)

The sum of Egs. (B4) and (B5) and the third term in square
brackets of Eq. (B3) leads to

1/ #K%A
4\ 2m

—+U—pu+ (5;)2) P —#(9,0) %

Mt Gopo Jo—7— t0) —/—-

Po Vo Vo
(B6)

To rewrite the fourth term in square brackets of Eq. (B3), itis
convenient to use the following identity:

Ej Voo, (84— 8)2+po (8-~ 6)?
+200\po,+ (0= )+ Vpo (8= B)]
=; Vpo.+;(8%— %)+ po (8>

=12[A(Vpob?) — 8*A(\po)],

leading to

n2
= 0)

(B7)
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; \/PO,+j(b+j — )2+ \/Po,—j(b—j - )2
=1 92Apo—20A(Vped) + A(\peb?)].

Using this equality, the Gross-Pitaevskii equation (41), and
the equation of mation (47), the fourth term in sguare brack-
ets of Eq. (B3) can be written as

(B8)

#? “ - N A
——— 2 [Vpoj (04— 8%+ Vpo_j(6_;— )]
2mlc 7

hz " A8t5p
=| = 5=A+U—pu+dopo | (Vpot?) —hb6—.
2m VPo
(B9)

The sixth (and last) term in square brackets of Eq. (B3) can
also be transformed using the Gross-Pitagvskii equation (41):

h? B
- W(Po Y2Apg = pg*Ape MY
0

h? ) 1
= —s=A+U—p+ — . (B10
( 2m Mt opo (2|D\/E> ( )

This leads finally to a rewriting of the thermal average of Eq.
(B3) as

2\/Eﬁ<ﬁt9>|H3=( -

hZ
ﬁA"‘U_#"‘goPo)

(3 P >2 5
( 7 ool 2IDJ— )
_ <552>2_P0/|D_h3t<‘ﬂ95;)>2
T Vo
(B11)

The last term of this expression can be calculated using Eq.
(56). The harmonic modes do not contribute since the expec-

tation value of products of b and b/ is time independent. We
are left with

at<©ﬁ>>2—at<é<0>ﬁ>+t%ﬁ>2> =22PY,, (B12)
2

which gives
113 05p)2 -
— ——="=2u4(P?)20x,Vpo- (B13)
Vpo ° °

As a conclusion, the quadratic correction to the first equation
of motion can be written as in Eq. (60) if one uses the iden-
tities
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5p? ..
—==po(B+B")?

Vpo

RPN |
=po 2BTB+BZ+BT2+|—D . (B14)

APPENDIX C: THE MEAN VALUE OF 8,0 VANISHES
AT EQUILIBRIUM

Asthe field degree of freedom @, that is, the global phase
of the field, is not subject to arestoring force in H,, it is not
totally obvious that the perturbation H; cannot set it into
permanent motion. We therefore check this point explicitly
here.

The first step is to calculate the mean value of P to first
order in Hz. We approximate the unnormalized density op-
erator of the gas at thermal equilibrium to first order in Hg
using perturbation theory:

g=e B(HatHg) = g=BHy__ JBdTe*(ﬁ*T)HzHae*THz.F e
0
(Cy
P commutes with H, and has a vanishing mean value in the

thermal state corresponding to H, so that, to first order in
Ha,,

(P)s=—(BPH3),. (C2)
The Hamiltonian H is a polynomial of degree 3 in P:
H3:A0+A1|5+A2ﬁ)2+A3|53, (C3)

where the A; are still operators with respect to the harmonic
oscillator variables bg. This leads to

(PYa=— BI{A1)2(P?) 2+ (Az)o(PH,]. (C4

From Wick’s theorem, (P*),=3(P?)2.
In the second step we calculate (dQ/dt) to first order in
Ha:

(dQ/dty=(dp(Hy+Hg))s=u(P)s+(A)z
+3(A3)x(P?),, (C5)

where the terms coming from dpH; are calculated in the
thermal state for H, since they are already first order in the

perturbation. From the value of (P) obtained from Eq. (C4)
and from Eqg. (61) we obtain the desired result:
(dQ/dt)3=0 (Ce)

to first order in Hs.
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APPENDIX D: AN EQUATION FOR {a,A}

In this appendix, we derive the partial differential equa-
tion (91). We first note that B,,, being a sum of eigenmodes
of the operator Lgp, obeys the differential equation for the
evolution governed by H.:

[ Ba
i1, B;

=Lep

Bn
~i ] (DD
Bn
We project this equation orthogonally to ¢y and aong ¢q, so

that we get the quantum analog of Egs. (E9) and (E10) of
[26], with the simplification that ¢(r) is real:

A Q 0) A a a Q90P0¢o)
inoy| .. |= Lep| . | +(atal ,
| At (o 0/ %% 31) T _ggypads
(D2)
, da D 5 LA/t
'ﬁa:| Er JopoPo(BntBp)
:|D2r Jopodho(A+AT). (D3)
We have introduced the projection matrix
(r]QIr"y= 68, — 1P o(r) o(r'). (D4)

As « is anti-Hermitian, the source term in Eq. (D2) vanishes
and one can replace B, by A in Eqg. (D3).

We use these two equations of motion to calculate the first
order time derivative of A(r)=({a,A(r)}),. We do not give
the intermediate result. As A is rea here, we have the prop-
erty

({a. AT(h2=—({a,A()})2. (D5)
AsA is orthogonal to ¢, one has
QA=A. (D6)

All this leads to Eq. (91).

APPENDIX E: INTERPRETATION OF x IN THE NUMBER
CONSERVING BOGOLIUBOV APPROACH

We assume here that the gas is a quasipure condensate so
that ¢ is now the condensate wave function in the Gross-
Pitaevskii approximation. We then show that y(r)/Ng, where
x isdefined in Eq. (94), essentialy coincides with the lowest
order deviation of the exact condensate wave function from
the Gross-Pitaevskii prediction ¢q. This deviation was cal-
culated in [15].

We gplit y into a component orthogonal to ¢, and a com-
ponent collinear to ¢:

x(1)=7yeo(r)+x.(r). (ED)
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The component y has a simple physical interpretation: we
sum Eq. (95) over r after multiplication by I°. If we omit the
grand canonical term (absent in the canonical treatment of
[15]) we obtain

N=Ng+2y+ N, (E2)

where
SN=IPD, (ATA), (E3)

exactly coincides with the mean number of noncondensed
particles predicted in [15]. The physical interpretation of 2y
is then simple:

SNo=2y (E4)

is the correction to apply to the pure condensate prediction
for the number of condensate particles in order to recover the
correct Bogoliubov prediction. Applying to Eq. (94) the ma-
trix @ (D4) projecting orthogonally to ¢4 we obtain

X1 T290dopox1

ﬁZ
[_ﬁA“‘U"‘goPo_M

+Q

1
2Qopordot 5 S)
=0. (E5)
We modify dightly the form of the source term S, eliminat-
ing the anticommutator:

R R R R 1
{AT(r'),A(r)}:2A*(r/)A(r)+|—D<r|Q|r'>. (E6)

This leads to the system

Q 0 XL QS
( 0 Q)EG"( XL> *( —Qseﬁ) o ®

with the effective source term

Sert(r) =0opo(r) ¢o(r)(6Ng— 1)+ goNgeo(r)
X[2(AT(N)A(r))o+(A2(1)),]

=12 gopo(r) do(r )(LA(r) +AT(r)]A(N),,
(E8)

where we used the fact that here (A2),=(A"?), since the
condensate wave function isreal. Equation (E7) is the steady
version of Eq. (95) of [15], which gives N times the correc-
tion to the condensate wave function, and the source term
(E8) exactly coincides with the one of Eq. (96) of [15] if one
realizes that N=N;, so that SNo=— 6N, in the systematic
expansion used in [15].
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APPENDIX F: CORRECTIONSTO g; DUE
TO THE CUBIC HAMILTONIAN

We calculate the corrections to the first order correlation
function due to H; using the perturbative formula (143). A
first remark is that

Ha(m)=e™2He ™2 (F1)

is till cubic in the operators by, since one has
e2ph e M2=e 7esh,, (F2)
e™H ZBle_ THy eTeSB; , (F3)
where ¢, is the energy of the Bogoliubov mode s. The second
step is to use Wick’s theorem to calculate the expectation

values in the thermal state corresponding to the Hamiltonian
H,. One can derive the general formulas

<A1A2A3ei 4 %2=[(A1AAzIA 6),
+(ALIA0)5(AsiA6)(AziAb),]

x e~ (40212 (F4)

iAo\ _ 1 2
(A1AAzAe >2—[<A1A2A3A4>2 1+ 5((A9) )2}

1
- §<A1'°\2A3A4(A 0)?),
+(Aqi A B) o Agi A B) o Agi A ),

X (AgiA o)z] e~ (A0, (F5)

where the A; are linear in 8p and @ and have a vanishing
mean value. A last point is to reaize that some of the terms
obtained contain a larger number of factors equal to A 6 than
other ones. Since A # scales as 1//p, [see, eg., the expres-
sion of 8 in terms of the mode functions ug,v, in Eq. (57)],
the terms with an excess of A 4 factors are higher order in the
expansion and are therefore negligible. Note that, strictly
speaking, this argument is correct provided that each factor
(AjA 6), remains bounded whatever the distancefromOtor.
This can be checked to be indeed the case: from the form of
Hs one sees that A; is either 8p or the phase difference
between two neighboring points of the grid. One can there-
fore use the approximate identities

(ArAAGE ) = (A ALAGI A B) e~ (0722, (Fe)

Y _ 2
(A1AAGALL ") )= (A1AAZA) e (40722 -

This immediately leads to the identities (144) and (145).
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