Méthodes Quasi-classiques
en Mecanique Quantique

(predoctorat de physique)

V. Kazakov (LPTENS)



Plan des cours (approximatif)

1. La fonction d'onde dans le régime WKB [wentzel-Kramers-Brilluin].
2. La quantification de Bohr-Sommerfeld.

3. Amplitudes de diffusion a travers une barriere de potentielle et les
éléments de matrice quasiclassiques.

4. Mouvement quasiclassique dans le champ avec la symétrie centrale.

5. Probabilités de transition et les perturbations adiabatiques dans le
régime quasiclassique (si le temps permet...).

6. La théorie de diffusion des particules: généralités.
7. La théorie de diffusion des particules: le cas quasiclassique.

8. Intégrale fonctionnelle de Feynman



La fonction d’'onde dans le
regime WKB

L'importance de la limite quasiclassique: la mecanique
classique est un cas limite de la mécanique quantique

Analogie avec lI'approximation d’eukonal dans l'optique,
grandes frequence et la longueur d'onde:

AE + w?*(x) E =0, E = a(x) exp[ip(x)]
ou la phase ¢(x) est grande.
Principe de Fermat de l'optique géometrique: minimum
de la phase totale @(Xg,)- @(X;,;) du chemin de rayon

Les particules classiques — les paquets d’'ondes
compactes

Quantités physiques a la limite classique: action
d'opérateurs se reduit a la multiplication



Conditions d’application de WKB

 La fonction d'onde W(x,t) est liée a la fonction ¥(p,t)
par la transformation de Fourier. Ainsi la relation
d’'incertitude Ax Ap >~h =1.054 -10%" erg - sec (2cm?g/sec)

- Conditions de (quasi)-classicisme: Ax<<|x|, Ap<<|p|

* Les électrons dans les atomes: Ax~10® cm, m=9.1-10% g

* Vitesse (quasi)-classique:

v=p/m>> Ap/m~ h/(mAx)~108 cm/sec

 L'idée d’approximation quasiclassique: h est considéré comme petit
(par rapport aux parametres du probleme avec la meme dimension)



Calcul de fonction d'onde de WKB

2
« L'équation de Schrodinger: ;—Aw +(E—-U)y=0
m
» La substitution 1) = a(w)e%s(x) — %% donne
1 R
— (Vo)2 - L Ao = (E-U)
2m 2m

« Développement quasi-classique de la phase:
h h
0=00+;01+(;)202+-“

* Dans le cas unidimensionnel I'éq. de Schrodinger:

1 R
i A (E—-U)
2m 2m



* Pour la premiere approximation, h=0,
1 / _
%(on =(E-U)

ou

o= ::/\/Qm[E — U(x)] dx

+ limpulsion classique ~ p = \/Qm[E — U(x)]

conformément a l'acton S = —FEt & /p dx

- Equations de Hamilton dS=—-H dt+ ) / pr dxp,
(principe de Maupertuis): k

S — min  comme pour I'approximation d’euconall



Conditions de validite

 L'omission du deuxiéme terme n'est leégitime que pour

d  h
Rlo”/o"?| <1, ou ()<L,
£r O

d
ou —A| < 1,
dx

AMx) = 2nh/p(x)  estlalongueur d'onde broglienne.

* Ainsi donc, la condition de quasi-classicisme (valide dans
un certain domaine d'espace): la longueur d'onde de particule
doit varier peu sur les distances similaires a elle méme.

—3(_\ /_>A\—\ @otentiel
A0 nNno

Uu v U uvd

Ax j/

v



* Autre forme de cette condition: comme

d dU F
L= —\/Qm[E Uz)] = ———- = =
dx p dx D
ou F' = —d—U est la force classique, il vient:
9T o R|F|
s <1
p

«Si p esttrop petit I'approximation échoue.

Par exemple, au voisinage des points de rebroussement:
U

p(zr) =0, E =U(xg) e\ I\ /

A



* Pour les termes du premiére ordreen Hh

. 20, 2p
1
Intégrant, on trouve o1 = 5 Inp

10
Substituant les expressions déduites dans W — e

on obtient la fonction d'onde quasi-classique sous la forme:

) = \76@( /p ) 6$p(—/pdw)




- Dans les domaines classiquement inaccessibles E < U(x)

p(x) devient imaginaire:

C'1 1
Y = exp(— [ |pldx)
p] TL/

C

VIpl

* Ce sont des termes exponentiellement petits, négligeable
dans notre approximation, ou exponentiellement grands,
qui doivent s'annuler selon les conditions au bord.

cap(~ [ lplde)

 La probabilité (et le temps passé a l'intervalle Ax)
est inversement proportionnelle a la vitesse

1
|% ~
|



» Al'ordre d'approximation TLQ
o00h + (01)%/2+ 0 /2 =0
, p// 3p/2
> 927 43 3
4p<  3p

En introduisant la force ~ F’ :p/p/m Il vient

mi
02 = —3 / —dCE
4p 3

P = e%a p— e%go_l_al(]_ — ZTLO'Q)



ou

2 2
b = const[l mh ' am~h F—d:c] o+ [ pdz
VP 4 p3 8 J p?

En effet, il faut ajouter les termes imaginaires a la phase, d'ordre h.

* Le 2nd et le 3eme termes doivent étre <<1. Pour le 1ere,
cela coincide avec la condition déduite, tandis que pour le 2eme

m2hEF2],
p

<1

L'intégrand (donc la force) doit s'annuler suffisamment vite
aux distances ~L.



Problemes

* Reproduire le troisieme et le quatrieme ordres

de WKB pour la fonction d’onde (sur Mathematica). Etudier

le comportement de chaque ordre pres du point de rebroussement.
Avancé: Que-ce qui se passe pres d’'un maximum du potentiel?

n
w2
2FiAi : 3 - : Yn(z) = H (z — xk)ezﬁ‘)_ﬁx
« Définir les niveaux d’oscillateur harmonique k=1

en etudiant les propriétés analytiques de I'impulsion (utiliser I'eq. de Riccati)
Trouver I'eq. pour Zgt verifier que c’est les zeros des polynomes d’Hermite

bp(z) _ i
Un(x) kzzzl X — T

Avance: Comprendre la limite WKB comme I'accumulation des péles
en coupure.

pn(x) = —ih



Conditions au limites

« Soit r = Q /

un point de rebroussement /a
U(a) = FE.

A droite, X > a, estlarégion classiguementinaccessible.

La fonction d'onde doit s'amortir en s'enfongant dans cette région:

C 1
b= a1 [plaz), @>a
2./1p] h
* A gauche du point de rebroussement, on a la combinaison:
C 7 C ?
v = —1€£Up(—/pd$)—|——26$p(——/pdaf), r < a
vp o h VP h



Pour déterminer les coefficients il faut s'approcher du point de
rebroussement, ou l'approximation quasiclassique ne joue plus.
Pres de ce point:

~E+U(z) ~ Fo(z —a), ou Fg = -4 |,=4 < 0

Alors pour définir les coefficients on peut utiliser le résultat
exacte pour le mouvement dans le potentiel lineaire.

1 [z . 2 3/2
Dans ce cas %/a p|dx = 3—_ﬁ\/2mFo(a: —a)

: : : 3/2
: r—a
Important: le domaine quasiclassique | | > >mEy
et le domaine ou le developpement est valable lx —a| < L

empietent I'un sur l'autre, ils sont compatibles pour

13/2 s

2mkEQ



* On peut considérer formellement WY comme une fonction de variable
complexe x. On passe de droite a gauche du point de rebroussement par

un chemin situé loin de ce point dans le plan complexe, pour que le
guasi-classicisme soit vrais, mais assez proche pour que l'approximation
linéaire marche encore. La fonction d'onde s'écrit ainsi:

C 1

YT @miFh A e -y

2 2
(— o CmIRDY (@ — 0)*/?)

 Suivons la variation de cette fonction lorsqu'on décrit une
demi-circonference (de rayon 0) dans le demi-plan supérieure:x — a = pequ

/\/:r;—adcr;z P (cos?qb—l—zsin?gb), 0< <. /\
a >
Ala fin du passage I'exponentielle 1t /5'7
devient imaginaire, et la phase vaut a p(z)dz



Dans le facteur préexponentiel, on a a l'issue de contournement:

(ZU B a)—1/4 . (a B 513)_1/46_7’7T/4

En comparant avec W dans le domaine 1
classiguement accessible on obtient: Cr = 5Ce—’m/‘1

Analogiquement, si I'on fait le contournement par la
demi-circonférence inférieure, on obtiens: Oy = lcem/z;
2

Ainsi donc la fonction d'onde pour la région a gauche est

C 1 [z T
— —— COS(— d —
v=—scos( [ pdr+ ). w<a



* Sous une forme indépendante du cote ou se trouve le
domaine inaccessible, la regle de correspondance est

1 [z C 1 [z 7
exp(~Z| [ pdal) — —=cos(=| [ pda|-7)
h Ja p| h Ja 4

C
p|

» Ce raisonnement correspond a la condition au bord ou

la fonction W—0, quand on s'enfonce dans

la région classiquement inaccessible. Si cette région et limitée
par une barriere de potentielle infiniment élevée, la condition
a la limite x=a est W=0 . L'approximation quasiclassique
donne dans ce cas:

Y ¢ sin(lfﬂj dx), pour z< \
= — — x), T < a
VP h ap

V&g

O, pour x> a. \\_

Y




Regle de Quantisation
de Bohr-Sommerfeld

* Les etats d'energie avec de grands numeraux d'ordre n
(nombre de noeuds de la fonction propre) sont
guasiclassiques.

» La distance entre les noeuds est de I'ordre de longueur
broglienne, qui doit étre petite par rapport a L - la taille
du domaine.

* Nous allons deduire les énergies des etats propres dans
le cas quasiclassique.



» Dans le domaine classiquement accessible b < x < a :

Condition a la limite o =— } conduit a la fonction d'onde

1
w:ECOS(—/xpd$——
P R

4>
et condition ala limite o — a donne /\ /x
b a
w——cos< /pd -2 NI

 Pour qu'elles s'identifient il faut que = (— 1)”0/,
etla somme de leurs phases doit étre un multiple de T:

1 [a Iy
- dr — = —
TL/bpm >

d'ou vient la réegle de quantisation de Bohr-Sommerfeld:

1 1
= ¢ odr = -
2wh7{pw nt s




a
L'integrale y{pdm — 2/ pdx est prise sur la période
b

complete du mouvement classique:

a dox a dox
T =2 — =2m —,
b v b p

1 est 'ordre de I'état stationnaire €gal au nombre des noeuds (la phase

de 1) croitde —m/4 a (n+1/4)n
quand X vade b a a ).

s'amortie d'une maniere monotone sans zeros
en dehors de cette intervalle.

* Les correction a la regle de Bohr-Sommerfeld sont d'ordre (probleme

2 / L <1 interessant)

« Parfois la régle BS est exacte (oscillateur, atome d’hydrogéne).



 Calcul de normalisation: on remplace cos? par son moyen Y2 et
néglige la contribution en dehors de (a,b):

C? rad C?
/|¢|2d:1:2— @ _T 4
2 Jb p 2mw

W = 27T/T est la fréquence du mouvement périodique
classique.

La fonction d'onde normalisée:

2wm

p

1 [z 70
= COS(— der — —),
¥ (5 [ pdz =)



* Interprétation de la regle BS: PAX  gst I'aire embrassée par la
trajectoire classique fermée de la particule dans I'espace de phase (p,X).

%pd:v/(QWTL) — n s’interpréte comme le nombre de cellules d'aire 2mh
chacune correspondante a un état quantique:

ApAx VAN VAN s ol k :p/ﬁ

omh — 27 (vecteur d'onde)

- correspond avec le nombre d’oscillations propres de champ d'onde.

 La distance d'énergie caractéristique entre deux niveaux voisins est
AE << E . Alors,

5j[pda:—AE]{ daﬁ—AE%——AET—QTFTL
ou AEZQT('TL/T: hw

 La conclusion: pour les niveaux voisins a l'intervalle des n beaucoup
plus petit que n, la distance hw estidentique .



* Que-ce devient la valeur moyenne d'une quantité physique f
dans un etat-paquet d'ondes proche a un mouvement

classique de la particule? Soit un paquet:  an, Nmaax
n i — fn,n—l—s
an sont notablement non nuls dans o T
une intervallel < An <€ nmazr- - n
S An
On obtient

f= [V fWde =3, 5, ap, an fmn et =
=2 ns a';;_|_3 an fn—l—s,n ™St
ou frn = [ WE FWndr

En — En
On aremplacé Wmn = ~ Sw, S§=m —n.

h




f - une fonction lente de n=(m-+mn)/2

mais elle décrois trés vite avec la croissance de S car les fonctions
d’onde propres oscillent tres vite.
Alors,

r % wst
f= Z Zananfse ou  Js = fatsa
n S

Z |an|2 = 1 | par conséquent, f(t) = Z foe!wst
n

S

est une série de Fourier ordinaire. Puisque f ce réduit a la

limite classique a ¢a valeur classique on est conduit a ce résultat que les
éléments matriciels se réduisent a la limite a des composantes f,,—n,
de développement de Fourier de la fonction classique f(t) :

* Pour le spectre continu ils deviennent les composantes de
l'intégrale de Fourier, car les fonctions d'onde
se normalisentdanscecasa &6(E — E')/h.



» Cela se généralise pour les systéemes de plusieurs degrés de
liberté si le mouvement est quasi-périodique (admet une
séparation des variables dans la methode de Hamilton-Jacobi).
Le résultat se reproduit pour chaque degré de liberté:

]{pidwi = 27 h(n; + ;)

* Par exemple, pour le champ central symétrique:

§ prdr = 27R(n, + 1/2)
§ ppdd = 27h(l — m + 1/2)
nr =N —1[— 1 estle nombre radial (principal);

Py  estla composante sur I'axe des z
du moment, de valeur hm.



 Méme pour le mouvement non-quasiperiodique la notion de

«cellules » dans l'espace des phases subsiste toujours (dans
I'approximation quasiclassique). Dans le systéeme a s degrés de liberté, le
nombre des états quantiques dans un element de volume de I'espace des
phases ce donne par:

. Aq1Apy - - AgsAps
(27 h)S

AN

* Probleme: Trouver le spectre et les fonctions d'onde d’états propres
d’oscillateur harmonique dans I'approximation quasiclassique.

* Probléme (avancé): trouver la correction ~h-1 a la formule
de Bohr-Sommerfeld.



Passage a travers la barriere potentiel

a b

 La probabilité de I'effet tunnel dans la MQ est non-zéro,
mais dans I'approximation WKB elle est exponentiellement
petite, ~ exp[- C/h].

 Si le champ U(x) satisfait les criteres de WKB
(barriére large et lisse) on peut calculer le coefficient de
transmission dans la forme générale.



 Trouvons les regles de transitions entre les fonctions
d’'onde des domaines lll et Il. A droite de x=b:

1011[—%@@( /p + - ) r > b

Pour trouver la fonction a gauche de x=b, regardons x—Db:

E—U(x) ~ Fo(z — b), ol Fy > 0.

_ ¢ 1 K 1/2/.  \1/2 o
Y= (2m|FO|)1/4(a: _ b)1/4 erp (h/(2m|FO|) (x —b)~“dz + 4)

et faisons le passage dans le plan complexe le long du
demi-circle supérieur:

x— b—pe /\/ac— dr =
Nous trouvons la regle de Correspondance suwante (lH—11):

C 1 [T 1T C 1 [z
—exp(ﬁ/ pdx - 4) S exp(%|/ pdx|)
p) b p) b

3/2
2P (— sm3—¢—|—zcos—) 0 <o <.




« Calculons le coefficient de transition. La particule tombe
de l'infinie du domaine I, la fonction d’'onde dans le domaine
1l est une onde courant a x=«

D 1 [T VIT
=/ Zexp(X [ pdz+T), x>b
YrrT . p(ﬁ/bpx_l_df) T

ol v = p/m estlavitesse de la particule,

1
D = —¢ pzp + c.c. estla densité du courrant dans l'onde.

2m
La regle de transition de lll a |l donne:

Vi = \/Eexp(h\ 2 pdz|) =
— \/7exp(h|fbpda:| ]fgfpdacD, xr <b



Le passage entre |l et | a éte deja calculée. En I'appliquant
a notre fonction d'onde on a

D 1 0 1 ra r
= 2,/— exX —/ dx|) COS —/ dr|——), <
V1 w D(TLI P z|) (h| _ pda] 4 <@

2 b
Sionymet D = exp(—ﬁ\/a pdzx|)

la fonction d’'onde devient

vy =2 |1|cos(l|/ pdx| + )—

\/7e><p(—|/ pdz | ) \/76 D(—\/ pdwl—%)»

1ere et 2eme termes décrivant 'onde d'impacte et de transition,
avec les courants normalises a 1 (la précision exponentielle).
Alors, D estle coefficient de transmission sous la barriere.




* Probleme: Définir la partie exponentielle
du coefficient de transition dans le potentiel

U(x)
Uo

* Probleme (avanceé): fixer le pre-exponentiel.



2 b
» Solution: D ~ exp(——] / pdz)|)
h Ja

p(x) = \/Zm(E— Ug+ Fx)
U(x) =Uyg— Fx, x>0

(Up—FE)/F _2v2m 3/5
/O de p(x) = 2" (Up — E)*/
D ~ exp ( A 2m(U _ E)3/2>
S3hF



* Probleme: Définir le décalage des niveaux pairs et impairs
dans le potentiel quasiclassique a double puit.

U(x)




e Solution:

1 = } o) + vo(~z)], W = } [bo(a) — vo(—a)]

w8+ S (Eo—U)o = 0, w’1’+ C(E1—U)py = 0

$1(0) = —=16(0), 1(0) =0

V2
o0 N i OO > i
/o ¢0¢1—\/—/ %_\/5
TLQ
By — Eg = ——wo<0>wo<0>

Yo(z) = \/w/27r|v| exp(—%/x pldz), —a<zx<a.

(extra %2 pour le double puit)



mvo

0o(0) = \fuo/2mugexp(~ [ Ipldz),  ¥h(0) = "= 2yo(0)

v = /2(Up — E)/m = |pol/m.
Pareil pour E2.

h 1 ra
by — E1 = %GXD(—%/ . |p|da:')
. U(x)=—1/zkx
w \/7/,/2E/ \/k 2 _ = \/7|og ( \F)

V2m [V2E/k > _ 27 Elym
/md:ﬂ \/|E| — 5% 0

[5,2 _2n|B|ym
E2 — E]_ ~ e Wk
M 1og (/\\/ )




* Probleme: Définir la fonction d’'onde, D et le spectre

d'énergies (avanceé!) dans le potentiel inverse
quadratique U(x)=- 72k x?
(avec un mure verticale a [x|=|A|>>1).




» Solution: Pour toutes énergies |E|~ 1
le mouvement est quasiclassique si |x[>>1 :

p = \/Qm(E—I—%k 22) ~ zvV/mk + E m/k 1
X

V2|E|/k dx 1 /|E)|
2 Jm/klog | =/
—A p(x) ANV k

La plupart du temps la particule est loin des bornes, donc
quaiclassique. Solution asymptotique de I'eq. Schrodinger:

o= £1E2/2 + (kre—1/2)10g €+16(0)+O(1/6)

k 1/4 E
ou fzx(m—> : ezg m/k,

Période: T =2m




* La fonction d’'onde:
2
w_l_ ~ B 526—1/2 RS .z — oo,
o~ (=£)-1/2 e8P —elog(=¢)
+ A (—£)-1/2 €z£2—|—ze|og(—§), s oo,
» Passage de x>0 a x<0 par une grande circonférence
SN Y0 2 . 2( i
£ = pe'?, i€ = p°(sin2¢+1cos2¢) (0< < m).
iInduit une relation entre les normalisations:
B= A (€Z7T)—1/2—|—ze
A(e) = |A(€) [P (coeff. de réflexion avec la phase).
« Courant zéro: |A|2 + |B|2 =1
« Coeff. de transition: D = |B\2 =

14 o —2TE )



1
14 627?6'

* Notons qu'il est valable pour les deux signes d’énergie:
I.e. pour la réflexion au-dessous et au-dessus de la barriere.

« Coeff. de réflexion: R = |A|? =

* On connait la partie réelle du coefficient de réflexion:

1
log |A(e)| = 5 log (2 COSh(ﬂ'G))—gE ~e "% €— ooy

Pour restaurer la partie imaginaire (la phase), utilisons:

1 1 — (L = )
F(5+ 1)l (5 —1e) = ‘r(j + ze)‘ = coshe i31/2
Alors, log A(e) = log|A(e)| + 1P (e) = 2
I‘(% + ie) -i31m/2

et la phase de réflexion est ®(e) = v o .
P (€) =3 log r(% - ie)



Densite du spectre

* Ala normalisation pres, on peut écrire la fonction d’'onde
stationnaire (a des effets exponentiellement petits prés) comme

C .1 D (e
be(©) ~ - sin(2e2+elog e+ 22 ) [1 4+ O(1/6)
VE 2
 La condition de Bohr-Sommerfeld fixe
2
1 N
CDO_I_ECD(E)_I_GIOQ/\_I_T:W”’? n:O,l,Q,..
mk
 La densité d’états dans le potentiel quadratique inverse: 72 =
p(e) = G [%8?926) Flog Al =
=R w(g + i) + = log A
. 1 . 1 o —1et
T §RZk:O ie—n—1/2 re éR 1//\d Sienh%t

ou v(z) = 8z log M(x) estlafonction di-gamma d’Euler.



Mouvement Quasi Classique dans
un Champ Central Symetrique

* |l s'agit d'analyse de I'équation de Schrodinger:
2m

AY T —5 [E—U(r)]y =0

 Dans les coordonnées radiales:
1% | ( 5O
or

2m=  r2 87“
« Séparation de variables:

) 2w1+U<r>w Ex

Y = R(r)Y;,(0,9) = R(T)Pl(e)ezmgb



* Regardons le cas de nombre quantique magnétique nul m=0.

P, sont les polyndmes de Legendre, satisfaisants

2P
agzl FI(l+1)P, =0

- cotéo
06

e Par la substitution P(0) = x(0)/Vsinb

elle se rameéene a

1
4sin? 0

X'+ [+ 1/2)% Iy = O

» Le domaine d’application naturel pour la methode
de WKB correspond aux grands moments orbitals {.



* L 'asympftotique QC de la fonction d'onde sphérique:

» . > | L 10
La quantité  A/(2x) = [({+1/2) .4Sm29]

joue le role de "longueur d'onde broglienne". L'exigence que

d\/df  soit petite conduit aux inégalités:
ol >1, (w—-0)>1

Quasiclassicisme est non valable au péles 6 = O, 7.

Ainsi on peut omettre le dernier terme dans I'eq. Scrodinger:
X"+ (1+1/2)*x =0
La solution: x = Asin[(l4+1/2)0 + «f



lecas O << 1: approximativement ~ COt 6 ~ 1/9,
0°P, | 10P,
862 0 o0

La solution est la fonction de Bessel d'ordre zéro:
Pi(cosO) ~ Jol(l+1/2)0], 6O6<1

PZ(O) — 1. Compatible avec
asymptotique pour 1/l < 6 < 1

(1 4+1/2)°P =0

En particulier, pour 61 > 1

P(cosh) = \/%sin[(l +1/2)0 + %],

ce qui colle bien avec la fonction en dehors de cet

intervalle. Alors, A = \/2/(7Tl), a=m/4.




* Finalement, la fonction sphérique normalisée dans le cas quasiclassique:

Pi(cosf) = Yp(cosh) ~ m/ﬁsm[(l—l—l/Q}H—l— ],

1/1 < 0

- Notons que le remplacement ~ [(l + 1) — (I + 1/2)2

fait que la parité de Y est conserve:

P(m—0) = (-1)'P(0)



* L'asymptotique QC de la fonction d'onde radiale

P— ’FR(T) est la fonction d'onde satisfaisant I‘eq. Schrodinger
ordinaire, avec I'énergie potentielle modifiée:

2
W+ 1B ()]s =0

R21(1+ 1)

avec un potentiel modifié: U(r) =U(r)
2m 72

[ =0: k(r=0)=0 (le mur infini a r =0)
et la fonction se détermine conformément a la regle standard

\/2wsin<1/r d)
K= ] — — r
TV h bpr

avec b comme le point de rebroussement.



 Conditions de quasiclassicime (supposant que U(x) les satisfait)

[ # O : lacondition de QC pour la longueur d’onde doit étre vérifiée
aussi pour I'énergie centrifuge:

r~1: I'énergie centrifuge a la méme grandeur que l'énergie
totale.Alors A= "h/p~r/l = A~ 1/l K 1
et la condition de QC est
[ > 1.

Pour r <<1 la condition de QC est violée par I'énergie centrifuge.
On se convaincrait aisément qu'on a exactement la phase QC de lﬁ:(?“)
ayant remplacé

U(r): 1(I+1)— (4+1/2)7

» Probléeme: montrerquepour U = Q :

2 ( szT_Wl /2>

R; ~ —sin
r



» [ e cas coulombien: U= T« / T .

La région la plus importante est celle de |U| ~ |E‘7

3 savoir, TNQ{/|E’.

* La condition de QC A= <LK L=r
\/2m|E|

ou |E| < ma?/h?

c'est a dire que le module d'énergie doit étre bien plus petite que
'énergie de la premiére orbite de Bohr,ou «a/h > v

(ce qui est inverse de la condition d'application de la théorie de
perturbation).

> T




- Les petites distances |U | > |E‘ )

et pour le champ répulsif le QC n'est pas intéressant:
la fonction d’onde est exponentiellement petite.

* Pour le champ attractif utilisons la condition de QC

mh|F|/p> < 1

avec F=—-0.U = —a/rz, D~ \/ma/r

On trouve la région d'application de QC:

2

h
r>>> — ~ 10_8cm
mao

c'est-a-dire a distances grandes par rapport au "rayon" de la premiere
orbite de Bohr.



Atome d’hydrogene U(r) = —e?/r
R (14 1/2)2

2m r2

Ui(r) — Uwkp = U(r)

Spectre QC:

R4 (1 + 1/2)2

2mr2

r 2
/er —m(—|E\—I—62/'P—
1

2 dr

) = (nr+1/2)m,

—(r=r)(ra =) = (nr + 1/2)7,

T T

1
Notations: 11 o = o (1 T \/1 - ()\ka)2> .
a

2m|E] I

2 _
k—ﬁzv a =

CoA=141/2

m€2



Par résidus:
T
5]‘6(7“1 +ro —2/riry) = (nr + 1/2)w

Apres un simple algebre on obtient le résultat exacte!
1

nr+1/24 A\

me 1
2FH2 (ny + 14 1)2

ka =

E =

- Degénéressance n=nr+104+ 1.




* Probleme: Trouver approximativement le nombre de
niveaux discrets dans le potentiel quasiclassique U(r)
avec la symetrie radiale.

e Solution: Le nombre des niveaux avec le moment orbital M

coincide avec celui dans le potentiel effictif

Ueff=U(r)+M>?/2mr,,.

En integrand ce nombre dans la couche d’espace de
phase (r,r+dr) et (p,p+dp) on obtient pour M fixe

Pmazx 2 M?
// d?“dpr_\/ m/dr\/ U(r)—
2mh 27h 2mr

Pmax — \/—QmUeff

2

Integrant sur dM/h=dl, on obtient le nombre de niveaux

vV 2m
412

/ U(r)rdr



Collisions elastiques: Theorie
genérale de la diffusion

» Collisions élastiques: sans transmutations des particules
ou sans changement de leur état interne.

- Theorie generale de la diffusion
- Etude de la formule géneérale
- Condition d‘unitarité de la diffusion

« En mécanique classique la collision de 2 particules est
déeterminee par la vitesse et le parametre d'impact 0.

« En mécanique quantique, pour les vitesses déterminées
le parameétre d'impact perd son sens. On calcule
la probabilité de déviation de tel ou tel angle.



* Le systéme de centre d'inertie: diffusion avec une masse
reduite m dans le champ U(r). 8 - 'angle de diffusion dans
le systéme de centre de masse CM. Pourvue que O, et O, sont les angles
de déviation dans le systeme laboratoire, ou la particule 2 est au repos
avant la collision (conservation de I'énergie et de I'impulsion), on a

mo>Siné T — 0
tan©; = 2 , O =
mq + mo COS 6 2
— _ 0 _— m—0.
Pour mi1=m3 ona ©i1=3 2=

* On réduit le probléme au champ centrale.



Rappel des formules classiques

* Pour une particule classique diffusée sur un champ
central symetrique U(r) la trajectoire est symétrique
par rapport a la droite qui connecte le centre avec le point
le plus proche de la trajectoire. Soit ¥ I'angle de

deviation et o l'angle entre cette droite et la droite
d'asymptotique de la trajectoire. lIs sont lies: x=|1-2 @o|.




- Energie de particule dans les coordonnées radiales:
mr?  M?

__ M. 2 ;2 _ _
E=_ (r + 24 )—I—U(r) =+ —5+U(r) = const
. M
Moment angulaire: M = mr?¢ = const, d¢ = — 5t

 L'angle est défini par l'intégrale:
00 M 2
bo = / dr A
Tmin  \/2m[E — U(r)] — M2/r?

>~ dr p/r2
T'min \/1 — QU(’I“)/(m’UgQ) — 102/72

x = |r—2¢0| = |n—2

p - parametre d'impact, Voo - vitesse a l'infini:

E=mv2/2, M = musop



» Section de diffusion d'un faisceau homogéne: do = dN/n

ou dN -le nombre de particules passantes entre les angles
O et +d 6, n- la densité de courant des particules. Alors:

dN = 2mnpdp

v y y Vv
(\I

et la section efficace ne déepend
pas des détailles du faisceau:

do = 2mpdp

 La dépendance de l'angle:

do = 27r,0(«9)\ap(9)

5 140
* Pour I'élément d'angle solide do = 27 sin 6d6
p(0) Op(0)
— | |do
sing 00

do =



Cas quantique: Section efficace

* La particule incidente: I'onde plane le longue de I'axe z,
dont la densité de courant vaut la vitesse V: 4y ~ othz

* La particule diffusée: I'onde sphérique divergente

@ei’”‘, ol f(6) estl'amplitude de diffusion.

» La fonction d'onde exacte: Y ~ e
r

 La probabilité de traverser dans l'unité de temps la surface
dS = r2do estégale ur=2|f|?dS = v|f|%do

Son quotient par la densité de courant dans I'onde |nC|dente
s'appelle section efficace (dim. d'aire): do = |f(9)\ do

ou do = 27| f(0)|? sin 6d6



Calcul de la section efficace

 La solution a la symétrie axiale autour de I'axe z. Elle se
caractérise par I'énergie de particule h k?*/(2m) et se donne
par une superposition des ondes spheriques avec des
diverses valeurs du moment angulaire |

Y = ) AP (cost)Ry(r)
=1

ig TQ('?RM(T)) | [kz_l(l + 1)_2m
r2 Or or r2 h2

U(r)] Ry (r) =0

Asymptotique des fonctions radiales:
Ry ~ Zsin(kr —In/2 4 §) =
= L (=) expli(kr + &)] — il exp[—i(kr + 5))])

1T

0; -deéphasages.



Amplitude

* Montrons que l'asymptotique des grands r impose
1
A = Q—k(zz + 1)il exp(id))

e La substitution donne

1
Y~ Z (214+1)P(cos 0)[(—1) T Lemthr 4 g ethr]
YT =0
—_ QZOl
*La décomposition de l'onde plane: ou S5p=e '
e o Z(2l+1)Pl(Cose)[( )l Lmikr ik

er

« Leur comparaison avec l'asymptotique des grands r donne
I'amplitude de diffusion f en fonction des phases

F0) = o > 21+ 1)1, ~ 1A (coso)
[=0



Section totale

» Section totale, ou le rapport de probabilité totale de diffusion
dans tous les angles  do = 27 Sin 8df dans l'unité
de temps a la densité de courant dans I'onde incidente:

r 5 .
J=27T/O £(6)]2 sin 6d0

 En utilisant l'orthogonalité des polynbmes de Legendre

T 2
Pi(cosO)Py(cosf)sin0dl =
| Pi(cos0) Py(cos0) T
_ A 2
on obtient o= — v Z(Ql—l—l)sm o]
=0

* Chacun des termes ici s’appele une section partielle 0O}
pour la diffusion du moment orbital [.



1
* Les amplitudes partielles:  f; = —(ezzal —1)

21k
£(0) = (21 + 1) fP(cos 0)
[

- Les sections partielles:  o; = 4w (20 4+ 1)|f;|°.

* || suit de la définitions de 'amplitude partielle que

Im f, = k|f)|°
* Théoreme optique:
k
Im f(O) = —o
41

Ou on a utilisé P(l1) =1



Proprietes de la section totale

A
» Valeur maximale: o7 = k—g(Ql + 1)

- Le cas classique: 07 >~ 2mpAp = 2mpi(p1+1 — P1)
| - 00, M="nhl=pp=pkh=p=1/k.
T 1

cl __ Ny — —ymar

o) p—
Donc [ 1.2 271

* Le nombre des particules diffusées peut étre 4 fois
superieur de ce nombre dans le flux incident
(I'effet d'interférence quantique)!



Etude de la formule générale

* Dans le régime quasi classique, pour U(r) s'évanouissant
a l'infini, les phases sont définies par la différence des
phases de la fonction d'onde des particules diffusées et
de la fonction d'onde libre:

12/2)2 _ 2mU(r)

5l — Z’Lmr—>oo qu“O d""[\/k‘2 — (l—l_r 7
2
—\/k2 - EHLR2Y r/a 474,

o étant la racine de l'expression sous le radical.

[ grands correspondent aux grands 7(
5 /"’ mU (r)dr

| = —
T0 TLQ\/]CQ _ (l‘|‘12/2)2

r




«Pour U(r)~r " n>1

I'integrale converge, I'ordre de grandeur étant

mU (rg)ro
0y ~ 17,2 o ~ l/k
n>1:90;  estfinie.
n < 1:9; estinfinie pourtousles I
_ AT & . D
- Convergence de somme sur [ pour ¢ = k—zlg)@l + 1) sin® g

[>1, n>1: 6<K1=sin?§ ~ 67
et la somme des termes éloigneés dans la phase

0 0
SRR N/ di | 57 N/ U2 (ro)r3dro

>>1
[ ~ krg



* Alors, pour n<2 |a section totale est infinie. Ceci est du a la
grand probabilité de diffusion sur les petits angles.

- Dans la mécanique classique, la section / 2mpdp

est toujours infinie car pour n'importe quel parametre d'impact
P  arbitrairement grand mais fini la particule n'en dévie
pas moins d'un certain angle, petit mais non nul.

- Dans la mécanique quantique, P estconnua Ap prés;

I'incertitude d'impulsion transverse est h/Apv
qui se traduit dans l'incertitude sur I'angle: '\ /(mvAp)



La diffusion sur les petits angles

» De I'expression générale pour f on estimequea 6 =0

f(0) ~ Z 16) ~ /OO U(’PQ)T(Q) drg
[>>1

diverge deja pour n< 3.
*Le casde 0] = oo , lorsque n <1. Notons que:
o
> (214 1)P(cosh) = 46(1 — cosb) ~ 5(0)
[=0
On peut le soustraire de  f(6)

et le multiplier par un facteur constant inessentiel exp(—2idg)
1 & .
£(8) = — 3" (20 + 1) P(cos §)e?(01—%0)
21k =0

ou l'intégral définissante 9; — 0g est déja finie.



Cas quasi classique

* Passage a la limite quasi classique dans la formule
principale pour I'amplitude (a I'exception de 0=0):

£(0) = i, fj (21 4 1) P,(cos 0)e?™!
21k =0

0 — oo, | — oo, alorsonremplace:
A(cost) = K (expli(l +1/2)0 4 iF] — e.xp[—z'(l +1/2)6 — zg])
V27l sin 8
qui donne:
z 26, — (1 +1/2)0 — Z] —expi[26; + I+ 1/2)0+ T
f(@)zézf(exm[ 1~ 1/20 B 20iRh +(+1/2 +3)
p 7sinéd
00;

0 =0

 Les points de |la phase stationnaire:

2
ol



* Les phases quasi classiques (la difference entre la phase
de la fonction d'onde diffusée est la phase libre kr — 7l /2) :

5, = /:O dr [;\/Qm(E oy U +7~12/2)2 — k| 4n/20141/2)—krg

0

 L'equation de la phase stationnaire se reecrit comme

/OO drp T F0
"0 rz\/l—U/E—ﬁ—i 2

ol on a mis a la limite classique hl ~ mpv

On prend (-) pour le champ répulsif et (+) pour le champ attractif.

* On voit que I'angle de diffusion quasi classiques
colncident précisement avec les valeurs classiques.



Montrons que la formule quasi-classique coincide avec
la formule classique (pour le cas repulsif, par exemple).
En vertu de I'eq. du col

d 526, 166

a2 = = 551,
on a.
T 1 00

[z lo(0)]°

L'intégration gaussienne (aprés avoir turné le contour par £7/4)
donne le résultat final:

1/ lg QlgN\Y? i
0= (2 21501) oy (ot1/2)0]
azo‘

dou: do = 2m|f|°sin 0do = 27r 1

Introduisant le paramétre d'impact p = lo/k

on obtient le resultat classique  do = 2mpdp



La condition de classicisme
51, [ doivent étre grands. Pour qu'on puisse parler de 6, p

bien definis les incertitudes doivent étre: Ap << p, A0 K6

A0 ~ AP/P - 'incertitude dans I'angle,
p, Ap . I'impulsion et son incertitude dans la direction traverse.

Ensuite Ap ~ h/Ap> h/p, alors A0 > h/(pp)
Et, forcément, 0> h/(pmuv)
Envertude hl >~ mpv onobtiens 61> 1

ce qui coincide avec 0; > 1

(la conséquence de condition de la phase stationnaire).



» Pour la "durée de collision" 7T ~ p/v

l'impulsion transverse augmente jusqu'a Ap

La force
F=-0U/8p, Ap~Fp/v = 0~ pF/muv?
Cela donne: Fp2 > ho pour toutles p

satisfaisants  |U(p)| < E.
.si Ulr)~r " n>1,

la derniere conditions ne sera pas satisfait pour p
suffisamment grands (ou 0O petits). Pour n < 1 |a diffusion
sur les petits O sera classique, tandis que pour les grands
0 ca dépend de l'allure du champ sur les petites distances.



* Pour le champ colombien U=a/r la condition du
guasi-classicisme sera a >> hy, inverse de la critere
de la théorie des perturbations. Mais pour des raisons
fortuites la section de diffusion coincide avec le résultat
classiques pour tous les angles (la formule de Rutherford):

. do
 4k%sin%(6/2)

do

* Probleme: reproduire la formule de Rutherford par
la méthode exacte et la méthode quasiclassique.



vl Formule de Born

2mU(X)

U(r) (A& +E)p1(x) = o (x)

’

dx! eiklx—x
P1(x) = —2:;2/ }T;—X,| U(xNpg(x)
0
R:RO—I'I, R:‘Ro—r’|"_"R0—I‘,n,
! /
Onde reflechis: k' =kn
m dr’ei(kr,+kR) m eikRO ) )
Ry = — Ul ~ — /dlz(k—k)rU /
. 1kR
) 1kz e o
Comparanta v ~ "% 4 f(0)
Rg
on obtient: = /dr’ (=K1 (31
27TTL
2
ou do= 47T2TL4|/dr’ 'K (x1) | do, k' — k| = 2ksin(6/2)



L'integrale de Feynman sur les chemins

* L'intégrale sur les chemins (IC) dans la MQ calcule
I'amplitude de probabilité de propagation de particule du

point x au point y au moment t =0 au point y au moment t=T:

00 i ~
wuT) = [ de(eHTH) (a0
e ya
where
~7)
iBp—He = 0, A=L 1u@), p=—ind
2m
—L T H
Kr(y,z) = <€ h ) - amplitude.
YT

* ©



-
~——

®
n
1\
\
\
\
\

T t

* On coupe l'intervalle T sur N petits intervalles e =T/N, N — oo.

Kr(y,z) = (e_% r ﬁ)yx = ([e_i € H]N> —
! y

@) ©.@)
=/ d:vl---/ drn_1 (e_
— OO — 0

>

S

BY (eh e B) (ke
Y,x1 T1,T ITN_1,TN=T



* Avec une précision O(g¥2) dans I'exponentiel:
_ L e g —L ¢ U(z;) _Eiﬁ
e h ~ e h J e h2m
Lirdi+1 LjrLj41

: verifier que le noyau sans potentiel est

. =2
0 L iP%
Ke( )(fl?j,fli‘j+1) = (6 © T m)

_ ( ™m )1/2 exp {ZTTL(CUJ_Fl — ZC])Q

2mihe 2Te
» Approximativement: z(t)) =t;, o(tjy1) =tj+1
i p2 1/2 JE Y %)
e € ﬁg_m — ( m ) / exp 1/ j+1 gt max 0(62)
S 2mihe h Jt. 2
LjsTj4-1 j



* Finalement, on obtient 'amplitude comme une multiple intégrale

KT(y7 ZE) — ||mN—>OO

2

[ e 5 v

 Par définition, on lI'appelle l'intégrale sur les chemins et note

x = 1 ma?
Kp(y,x) = / ) yD:B(t) exp [% /OT dt (T — U(az))]

2(0)=x

» En générale, pour une action quelconque S|z ()]

Kr(.o)= [ " Da(t)ex |+ Sla(0)]

* Une formule tres générale, quoi que ce soient
les coordonnes et le systéme.



Propriétés de noyau de propagation (« noyau de chaleur »)

Kr(y,z) = (@le 7T y) = S (ale 7T | By (Byly) =
k

= (a|Ey)e 5T ER (B ly)
k

ou, en notant  Yp(x) = (EL|x)

Kr(y,z) = 3 () (x)e 71 Er
k

 Satisfait I'équation
(ihd; — H) Ki(z,y) =0,  Ko(z,y) = §(z—y)

m  \1/2 im(x — y)?
° : K Y —
Exemple: Kr(z,y) <27riTLT> =P { 2RT w

. ho o
satisfait 'eq. du mouvement libre (zat + %8:1:) Ki(z,y) = 0.



* Limite classique h—0 : calcule de lI'intégrale par
la méthode du col:

6S[x(t)] o
52 (1) =0 = r(t) = Tegss(t)

xclass(o) — &, xclass(T) — Y
« Approximation suivante: () = T¢ass(t) +£(8), (£(0) =&(T) =0)

525[xclass(t)]
dx(t)ox(t)

E)ER )+

SO ~ Slrenss (D145 [t [ a

52 1 " 2
% — EU (xclass) 5 (t)] +- -

i §(1T)=0
K ’ ~ ﬁs[xclass]
T(y,z) ~e £ (0)=0

= S[xclass(t)]_l_/OT dt

m=1

i (T 2 "
DE(t) exp [i | dig®[-07 —U <xczass<t>>]g<t>]

Kr(y, @) = enSldass] Det™1/2 202 — U (q55(1))]




=07 — U (Tetass ()] dn(t) = Angpn(t)

Det |07 — U" (zetass ()| = [] Mn

e Calcul QC d’état du vide:

2
Telass = O, U”(xclass(t)) — W

U(x)

(« oscillateur harmonique»)

$»(0) =0, éx, (T) =0 O
_02 4+ Wi (1) — )\] M@

* Théoreme: Det [

—0F +Wa(t) = Al (D (7)
. 1,2 : .,
ou ¢5"2(t)  solutions associées avec Wio (¢ (0) = 0)
* Preuve: l.h.s. et r.h.s. ont les mémes poles et zéros: (1) =0

. Conséquence;  Det [—8752 4+ W(t)} — const x ég(T)



T
* Pour 'oscillateur: S = l/ dt(:i:2 — w2x2)
2.J0

o () = QZ—TL sin(wt)

_ w W _ ;3w

Donc, du développement a 1’ — —100

Ep = hw(k 4+ 1/2)

* Pour potentiel quelconque:

Eog = hw/2 + O(R%), w?=U"(0).



Noyau d’oscillateur harmonique

 L'approximation QC est exacte.
* Le pre-exponentiel de noyau est déja calcule
(il ne dépend pas de x,y).
» || suffit de calculer
Slzeiass (8], Telass(0) =T, Teass(T) = .
sinwt |~ sinw(T —t)
sin wT’ m sin wT

Lclass (t) — Y

2
ST ergss] = w <C0t(wT> (y2 + 332) ~ sin mey>

ki) = (52 ) " ow [ (cotwn) 42 +47) - 2 )|

€T
2mihsin Wl sin w1
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