Le spin 72
et
la résonance magnétique nucléaire

Chapitre 12

Relation entre moment cinétique et moment magnétique

Un modéle classique d'atome conduit & la relation f{ = VOE

L I ......... _ - q
—q, Me \q/ 0 2me

On peut montrer, en utilisant l'invariance par rotation de la théorie,
qu'une relation similaire est valable en mécanique quantique :

dans un sous-espace propre de j2, ona: ﬁ’ =7 f

Une impasse intellectuelle ?

!

Expérience de Stern et Gerlach, mesure de [tz : deux résultats F-f10

Mesure de [tz =mesure de J> si ﬁ’ = fyf

!

=

mm) Sion se limite au moment cinétique orbital J = L =7 X p
seules les valeurs entiéres de j = £ sont permises

NzOCLz/TLG{—e,—E'i‘l,...,e}

=> 2¢ -+ 1 (nombre impair) valeurs possibles

Comment comprendre I'existence d’atomes « a deux taches » ?

Le spin de I'électron
Uhlenbeck & Goudsmit (1925)

George Uhlenbeck | Samuel Goudsmit




L’hypothése d’Uhlenbeck et Goudsmit

h
Moment cinétique : 5

« L'électron de masse m,, et de charge

—q tourne sur lui-méme (spin) » —q R
Moment magnétique : — X 5

v =—q/me
Spinning electrons and the Structure of Spectra, Nature 117, p. 264-265 (1926)

En termes quantiques, il existe une observable de moment cinétique de spin

et la mesure d’'une composante de ce moment cinétique sur un axe
quelconque (S, par exemple) donne toujours £ /2
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e Si I'électron était une charge étendue...

Modéle classique de I'électron : interpretation \‘
de I'énergie de masse mec® comme I'énergie

BN4Zmp0

électrostatique d'une boule de rayon 7

q° 2
Mmec? ~ = e~ ———— (3 1015 m)
4megre 4megmec
&t . 2 h
Moment cinétique : J >~ —merfw  — =
2 2
. . . 4rmeghc c
Vitesse équatoriale : Vequat = Tew =~ 5 =
q? 1 1
avec a = oS — _
“= Greohc - 137 — Voquat = 137 ¢ III

L'espace de Hilbert pour le spin %2 : dimension 2

Un spin % correspond par définition a la réalisation de la valeur j =s = 1/2

[s=1/2, m=41/2) <— |+)

Etats propres de 5’2,5'
Tl s=1/2, m=-1/2) «——> |-)

Résultats généraux du cours sur le moment cinétique :

2
82 14) = 22 |)

~ TL )
Sz |:|:> = 4+ |:|:> dans la base s,
2 {1+, 1)}

NS

(6 5)

Les opérateurs Sz, Sy et les matrices de Pauli

On utilise les opérateurs auxiliaires S+ = Sy + 1Sy,

Y
Syl+)=0 A
o —»S+=TL<8 (1)) §_=TL<(1) 8)
Stl=) ="n|+)
o 1/, oV _Rh[{0 1
S””_E(S++S‘>_§<1 o)
On en déduit :
& _0/a &\ _h[0O -i
Sy—g(s—‘SJr)_E(i o)

On pose traditionnellement :  S; = E&i i=ux,y,2

we(08) a=(03) a=(38)




La description compléte d'une particule quantique

Particule de spin 0 exemple : méson

E = Eeytorne = L2(R3) ) ou ()

Particule de spin 1/2 exemples : électron, proton, neutron

E = Eexterne ® Fspin Eexterne = L2(R3) Espin = {|+),1-)}

|\U> = |¢+> X |+> + |’¢)—> ® |—) ou ( Ztgg ) cf. Stern & Gerlach

Particule de spin s quelconque

Un cas particulier important : états non corrélés
W) = |Yorpital) @ [¥spin)  avec  |¥spin) = ay|+) + a—|—-)

jay[? +la—f? =1
s a
autre notation : 1/)orbital(7“) ( a+ )

mmm) probabilité de trouver la particule dans I'état de spin |-|->

|a_{_|2 indépendant du point T

mmp densité de probabilité pour trouver la particule en 7

spins=1,3/2,... === E,, dedimension 2s+1 |¢orbitaI(F)|2 indépendant de I'état de spin
Spin 2 dans un champ magnétique uniforme By = Byée.
B} N _dw)
On cherche (ji)(t) = (W(t)| i |W(t)) avec ’LTLT = H|WV)
2. On s'intéresse & un état initial non corrélé  |W) = |Yorpital) ® |¥spin)

Le moment magnétique de spin
et la précession de Larmor

’yg 7 : rapport gyromagnétique

=0
|

E’orbital . énergies cinétique + potentielle

H = Hyrpital + Hspin _ ~ =
Hspin = —fi- Bo

1ére étape (a montrer en exercice) : cet état reste non corrélé lors de I'évolution

’lﬁorbital(ﬁo) ( Zi_é(o))) ) worbital("_’;t) ( Zfég )




Spin 2 dans Eo = Bge. (suite)

Hamiltonien décrivant le magnétisme de spin:

A~

P . - hwo (10
Hspin = —U- BO = _)U’ZBO = _’}/BOSZ = T <0 _1>

ou on a introduit la pulsation de Larmor : wy = —y By

L’équation de Schrodinger pour le spin s’écrit :

. dlepin(t» _ 7 _ a.,.(t)
ZhT = Hgpin|¥spin(t))  avec |¢spin(t)) = a_(t)
c'est-a-dire :
i(i+ = %G_F a+(t) = A+6_iw0t/2
wo = — A +iwot/2
i = =" a(t)=A-e

Spin %2 dans EO = Bge€; : la précession de Larmor

On veut connaitre la moyenne du moment magnétique (iZ)(t)

a a — A e—iwot/Z
epin(£)) = (Jg%) avec { +H) = Ay

a_ (t) — A_etiwot/2

On prend pour simplifier A1, A_ réels
<M2> = <wSpin|’YSz|¢spin>

h Tw, . iw
= J At A (1

- 7%7 (A%r — AQ_) constant !

(o) = hy Ay A cos(wot)
(ny) = Py AL A_ sin(wot)

Le cas particulier de I'électron

Hypothése d'Uhlenbeck & Goudsmit :

Le moment magnétique — g s'interpréte comme

me

—q h . _—q
— = soit = —
Me 2 me

et pas comme on le penserait classiquement :

—4 h soit v = —4
2me 2m€

Le cas particulier de I'électron (2)

Précession de Larmor du moment magnétique :
. . B

B = Bg e wo=—'yBo=q
me

sion croit U. & G.

Mouvement dans un champ magnétique :
F=(—q)vx B

mouvement circulaire uniforme dans qBo
le plan xy a la fréquence cyclotron :  we =

me

Synchronisme des deux mouvements : we = wq




Le synchronisme du mouvement cyclotron et de Larmor

Mesure expérimentale trés précise (Harvard, 2008) :

20 1.001159 65218073 (28)

We

Prédiction théorique, prenant en compte le couplage de I'électron au
champ électromagnétique quantifié

_ «
v="L1+a) aec a=0001159... ~—+Cha®+...
Me 2m
2
« constante de structure fine » : o = e
c

™! =137.035999 084 (51) développement au 8™ ordre...

Feynman : « all good theoretical physicists put this number
up their wall and worry about it. »

Le cas du proton et du neutron

Particules de spin 2
— — o q
proton: f[p = pSp avec Ypx2,79 —

mp

neutron: [in = Yn §n avec vy~ —1,91 4
mn

Valeurs éloignées de la prédiction v = 9 pour une particule ponctuelle
m

ce sont des particules composites ...

3.

Le principe de la résonance magnétique nucléaire

~, =
, . 7 g — e
Mesure précise du moment magnétique U =— 75 pour un noyau

Buts d'une expérience de R.M.N.

ﬁ Mesurer le nombre de noyaux d'une espéece donnée dans un échantillon

y (proton) # y (phosphore) # y (sodium)

ﬂ Déterminer la molécule dans laquelle le noyau intervient
H

protons 1 A T
H

ﬁ Mesurer la position du noyau dans I'échantillon : imagerie

proton 3

.
O~ H

l protons 2

vy (proton 1) # vy (proton 2)
* vy (proton 3)

I —0 —I




Pour mesurer wqg (et donc 7 ), on va tirer parti d’'un phénomene de résonance

Ajout d’une petite perturbation oscillant en temps a la bonne fréquence,

qui fait basculer le noyau de |+) vers |—)

Comment mener une expérience de RMN ? La « petite perturbation » : champ magnétique tournant
On place le noyau a étudier dans un champ magnétique EO = By, lsin wt A
(0 — ~ & —
. |— Hs(pi)n —u BO = —/LZBO = _'YBOSZ z By = BOﬁz
-/ wo = —B
= h|w0| wo = —vBy 0 7o
ERIRY -
|+ >0 Y w
proton: v = 2.79 4 wn < 0 / N
mp 0 X
By = Bj cos(wt)il, + B sin(wt)i,
coswt
w1 = —vB;
W ~ Wy
jwi| < Jwol

Evolution du moment magnétique

L’hamiltonien du probléme

Similaire au traitement de la précession de Larmor

Hapint) = —ji - B(t)
—"yBoS'Z — B (ﬁx coswt + S'y sin wt)

Forme matricielle :

Hopin (1) = % <é _01>
cos(wt) — isin(wt))

On se limite a I'évolution du degré de liberté de spin (état non corrélé)

. _ (a+(t) _ B
[spin(t)) = <a_ (t)) at(0) =1 a-(0)=0
d spin (¢ 2
Equation de Schrédinger : thlZl—t(» = Hgpin|¥spin (1))
. w Wi e
za+:70a+—|— 716 ba_

+ hwl 0
2\ cos(wt) + isin(wt) 0
R A w e e—iwt Equation avec une dépendance explicite en temps des coefficients
ouencore: Hgpyin(t) = = < it )
2 \wre —Wo Y a-t-il une solution analytique ?7?7?




La solution analytique des équations de la RMN

Le phénoméne de résonance

Changement de fonctions inconnues : by (t) = a4 (t) et!/2 Po(t) = ;u; sin? ((;t) 0 = (0 — wo)? +w?
. 02
bj:"‘zb:tzo QZZ(L«J—WQ)Z-FW%
On cherche la probabilité de trouver le spin dans I'état |—) a l'instant ¢ : Si I'excitation n’est pas résonnante : Si I'excitation est résonnante :
P_(t) = |a_(t)|* = [b_(t)|? lw — wo| > w w = wy
sachant qu'il est par hypothése dans I'état |+)a l'instant 0 : P_(#) P_(t)
a4(0) = b1 (0) = 1 a_(0) =b_(0)=0 T “
2
w Qt
Solution: P_(t) = % sin? ( > 0 ¢ 0 :
(W —wo)? +wi 2 /wi
Le phénoméne de résonance (2)
4.

Moyenne sur le temps de la probabilité de basculement

2
wi

R(t‘)zwi%%sin2 (%) — (P )=

(P-)
Variation lorentzienne avec /2
la fréquence d’excitation, 9
caractéristique des résonances 1/4 + w1
linéaires (circuit RLC, pendule)

1
2 (w—wp)?+w?

La RMN en pratique

Champ B, important : de 1 a 10 Teslas

Noyau | wo/(27)

H 42,57 MHz
Pour 1 Tesla : 31p 17,24 MHz

23Na | 11,26 MHz




Préparation de I'état initial

Il est en général impossible de préparer tous les noyaux
d'un échantillon liquide ou solide dans I'état |+).

L'équilibre thermique entraine une Iégére différence de population :

=

n-. o Rlwol A
Ny kpT _iwo\
|+)
lwol|/2m = 60 MHZ hlwo| _ 10-5 50,00025 % dans |+)

T =300Kelvins = kT 49,99975 % dans |—)

Deux expériences historiques

Bloch 1945 Purcell 1945
Proton de H,0 molécule d'éthanol CH,CH,OH
détection du proton de H
CH;,
absorption CH,
de l'onde
OH

tournante
> By

La RMN en biologie : détection du phosphore

Adénosine
triphosphate (ATP)

Adénosine
diphosphate (ADP)

Phosphate
: : I
inorganique : Wkﬁ/ﬁ\) .
71 i o
o \\ \‘ OH  OH
o \
v ] X / \
O N\ / \
< // \\\ ( \\\
B |
/ o - JUL J”Qm o . ABO / BO
0 103 2 109

Contrainte importante : si la RMN est utilisée a des fins d'analyse, il
faut que le champ B, soit uniforme sur toute I'étendue de I'échantillon

La RMN en médecine

On regarde les protons de I'eau, en utilisant le fait que la teneur en eau
d'une cellule malade est différente de celle d'une cellule saine.

On utilise des gradients de champ magnétique B, (coupes dans des plans
donnés) et on reconstruit par ordinateur des images 3D.

Appareils chers : 3 M€




Prix Nobel pour la RMN

1946 : Bloch & Purcell (physique)

1991 : Ernst (chimie)

2002 : Wthrich (chimie)

2003 : Lauterbur & Mansfield (médecine)

Pauli et Bohr "
jouant a
la toupie...

Imagerie fonctionnelle

Video projector [

Button
response
box

Amplifiers control "/

magnetic fleldin /"

three dimenslo Stimulus control
computer

Radio-frequenc)
amplifier

|

Spectrometer
control compister

Neurospin sur le plateau de Saclay

« comprendre le cerveau par I'image »

Inauguration le 24 novembre 2006

En 2011, champ de 11.7 Teslas
homogénéité spatiale 10-1°




