
#;?6@6;:�2@�B6@2??2�1YA:2�<.>@60A82�=A.:@6=A2��

�YP=A.@6;:�12�&05>T16:42>�4P:P>.82�

�5.<6@>2���

�;?2<5��;A>62>�

����
��	�

*6886.9�%���.968@;:�

�	��
����

�.�<.>@60A82�86/>2�2:�9P0.:6=A2�=A.:@6=A2�

�:�9P0.:6=A2�=A.:@6=A2��8YP@.@�1YA:2�<.>@60A82�<;:0@A2882�2?@�1P0>6@�
<.>�A:2�3;:0@6;:�1Y;:12���������������;:�?2�8696@2>.�606�.A�0.?�N�A:2�1692:?6;:���������

�2?0>6<@6;:�<>;/./686?@2���
(:2�92?A>2�12�<;?6@6;:�1;::2>.�82�>P?A8@.@�����N�������<>O?�.B20�8.�<>;/./686@P�

&6�8.�<.>@60A82�2?@�86/>2��0Y2?@�N�16>2�:Y2?@�?;A96?2�N�.A0A:2�3;>02��:6�.A0A:2��
92?A>2��8YPB;8A@6;:�12���������������2?@�1;::P2�<.>�

�B;8A@6;:�1.:?�82�@29<?���

�(x, t)

x

�(x, t)

i�⇥�

⇥t
= � �2

2m

⇥2�

⇥x2

dP = |�(x, t)|2 dx

dx

P(x, t) = |�(x, t)|212:?6@P�12�<>;/./686@P���

$A2?@6;:?�02:@>.82?�1A�0;A>?�1Y.A7;A>1Y5A6�

$A2�@>;AB2�@�;:�=A.:1�;:�92?A>2�8.�B6@2??2�;A�8Y69<A8?6;:�1YA:2�<.>@60A82���

Les relations d'incertitude de Heisenberg. 

!;@6;:�1Y;<P>.@2A>�<;?6@6;:�2@�1Y;<P>.@2A>�69<A8?6;:�

�=A.@6;:�12�&05>T16:42>�2:�<>P?2:02�1YA:�<;@2:@628�V (x)

�8�?Y.46@�P4.8292:@�1YA:�>P?A8@.@�<>;/./686?@2��.B20�A:2�12:?6@P�12��
<>;/./686@P�>286P2�N�8.�@>.:?3;>9P2�12��;A>62>�12����(x, t)

#2A@�;:�0;::.R@>2�N�8.�3;6?�8.�<;?6@6;:�2@�8Y69<A8?6;:�1YA:2�<.>@60A82���


��

�.�@>.:?3;>9.@6;:�12��;A>62>�

<>;<.4.@6;:�12�8.�05.82A>��

⇥u(x, t)
⇥t

= D
⇥2u(x, t)

⇥x2



�2?�?P>62?�12��;A>62>�N�8.�@>.:?3;>9.@6;:�12��;A>62>�

�;:0@6;:�<P>6;16=A2��������12�08.??2��
g(t)

g(t) C2T

⇥0 =
2�

T

�;:B2>42:02�A:63;>92���

g(t) =
+⇥�

n=�⇥
fn e�in�0tt

g(t)

t

&6�;A6��0;992:@�@>;AB2>����������0;::.6??.:@������������

#2A@�;:�2D<>692>���������0;992�A:2�?;992�
JG0;:@6:A2GL�1Y2D<;:2:@62882?�;?0688.:@2?�������������e�i�t

g(t)

g(t) =
� +⇥

�⇥
f(�) e�i�t d�

��

f(�) g(t)

fn =
1
T

Z T

0
ein!0t g(t) dt

�.�@>.:?3;>9.@6;:�12��;A>62>���
1A�0;A>?�12�9.@5?�.A�0;A>?�12�<5E?6=A2�

 .@5?�2:�@>;:0�0;99A:���8.�'��2?@�1P36:62�1.:?��
��3;:0@6;:?�?;99./82?���

f �⇥ f̂ f̂(�) :=
�

RN

e�i�·x f(x) dx

#5E?6=A2���8.�'��2?@�1P36:6�1.:?�����3;:0@6;:?�12�0.>>P�?;99./82��


����

":�A@686?2�.A??6�8Y2?<.02�&�12�&05C.>@F�����
3;:0@6;:?���������1P0>;6??.:@�<8A?�B6@2�=A2�@;A@2�<A6??.:02�12�x�N�8Y6:36:6�

⇤(p) :=
1�
2��

� +⇥

�⇥
e�ixp/� ⇥(x) dx

C�

� �⇥ ⇥

xp/� ��?.:?�1692:?6;:��x���8;:4A2A>���������;A82�?20;:12�������������p ��69<A8?6;:���

�2?�<>;<>6P@P?�2??2:@62882?�12�8.�'��<;A>�8.�<5E?6=A2�����

�;::.6??.:@�������������;:�0.80A82������������2:�A@686?.:@�

�:B2>?292:@��<2A@�;:�>20;:?@>A6>2������������?6�;:�0;::.R@�?.�'��������������

"(����

⇤(p) =
1�
2��

� +⇥

�⇥
e�ixp/� ⇥(x) dx

⇥(x) =
1�
2��

� +⇥

�⇥
eixp/� ⇤(p) dp

�(x) �(p)

�(p)�(x)

9Q92�?Y68�3.A@�?2�?;AB2:6>�12�8.�B.82A>�1A�?64:2�1.:?��
":�16@�<;A>�?69<86362>�=A2������������2@�����������?;:@�'��8YA:2�12�8Y.A@>2���

'��

�(x) �(p)

�(x) �(p)

e±ixp/�

�2?�<>;<>6P@P?�2??2:@62882?�12�8.�'��<;A>�8.�<5E?6=A2������

�.�'��2?@�A:2�6?;9P@>62�<;A>�8Y2?<.02����
'�� '��

!;@.@6;:�0;9<.0@2�� ��1|�2⇥ = �⇥1|⇥2⇥

�1(x) �2(x) �2(p)�1(p)

�
��

1(x) �2(x) dx =
�

⇥�
1(p) ⇥2(p) dp

&6�����������2?@�:;>9P2��.8;>?�����������8Y2?@�P4.8292:@���

1 = ��|�⇥ = �⇥|⇥⇥!;@.@6;:�0;9<.0@2��

1 =
�

|�(x)|2 dx =
�

|⇥(p)|2 dp

�(x) �(p)



d⇥(x)
dx

=
1�
2��

�
eixp/� ip

� ⇤(p) dp

�2?�<>;<>6P@P?�2??2:@62882?�12�8.�'��<;A>�8.�<5E?6=A2�������

":�2:�1P1A6@�8.�'��12�8.�1P>6BP2�12������������<.>�>.<<;>@�N�x���

�P>6B.@6;:�<.>�>.<<;>@�N�x�1.:?�8Y2?<.02�12?�positions��
���

9A8@6<860.@6;:�<.>�p�1.:?�8Y2?<.02�12?�impulsions 

�P>6B.@6;:�2@�@>.:?3;>9P2�12��;A>62>�

":�<.>@�12��

2@�;:�?A<<;?2�=AY;:�<2A@�1P>6B2>�?;A?�82�?64:2�6:@P4>.8��"��1.:?�8Y2?<.02�&��

'��

+ ,

�(x) �(p)

⇥(x) =
1�
2��

�
eixp/� ⇤(p) dp

'��d�(x)
dx

ip
� �(p)

���

�.�16?@>6/A@6;:�2:�69<A8?6;:�1YA:2�<.>@60A82�=A.:@6=A2�

�;992:@�3.6>2�A:2�92?A>2�12�B6@2??2�;A�1Y69<A8?6;:���

��8Y6:?@.:@������������8.�<.>@60A82�.�<;A>�3;:0@6;:�1Y;:12��t = 0 �(x, 0)

x

|�(x, 0)|2

�x⇥0

 P@5;12�12�@29<?�12�B;8���8.�<.>@60A82�PB;8A2�<2:1.:@�A:�@29<?�t�?A336?.992:@�
8;:4�12�?;>@2�=A2�������������������������;:�<2A@�9;:@>2>�=A2����������������=A.:1�����������������xt � �x0

x

#>;/./686@P�<;A>�=A2�8.�<.>@60A82�<.>0;A>@�8.�16?@.:02���������<2:1.:@�82�@29<?�t���� L

�xt

L 

�Y.:.8E?2�>64;A>2A?2�12�02�<>;/8O92�2?@�3.6@2�.A�05.<6@>2����H���5;>?�<>;4>.992��

�x0

�x⇥0 x = �x⇥0 + L

�xt � t t�⇥

�.�12:?6@P�12�<>;/./686@P�<;A>�8Y69<A8?6;:�

#>;<;?6@6;:���?6�A:2�<.>@60A82�2?@�1.:?�8YP@.@�����������.8;>?�8.�16?@>6/A@6;:�12��
<>;/./686@P�<;A>�?;:�69<A8?6;:�2?@���

'��P(p) = |�(p)|2

�(x)

�(x) �(p)

�?@�02�9.@5P9.@6=A292:@�<;??6/82���

����":�.�BA�=A2�����������2?@�:;>9P2�?6������������2?@�:;>9P2��1;:0���

<2A@�1;:0�/62:�Q@>2�A:2�12:?6@P�12�<>;/./686@P�

�(p) �(x)
�
P(p) dp = 1

P(p)

�8.??6=A292:@��A:2�3;6?�0;::A2�8.�@>.720@;6>2���������12�8.�<.>@60A82��;:�1P36:6@��
8Y69<A8?6;:�12�8.�<.>@60A82�<.>���

%2@>;AB2�@�;:�02�>P?A8@.@�.A�:6B2.A�=A.:@6=A2�<;A>�82?�B.82A>?�9;E2::2?���

�?@�02�<5E?6=A292:@�>P.86?@2��

x(t)

p = m
dx

dt



�9<A8?6;:�9;E2::2�1YA:2�<.>@60A82�86/>2�=A.:@6=A2�

�A�:6B2.A�=A.:@6=A2��;:�?.6@�0.80A82>�8YPB;8A@6;:�12�8.�<;?6@6;:�9;E2::2�12��
8.�<.>@60A82�2:�3;:0@6;:�1A�@29<?���

x x 

'>;AB2�@�;:�����������������������������?6�;:�1P36:6@����������

<.>����������������������������������������������

�p⇥t

|�(x, 0)|2 |�(x, t)|2

�x⇥0 �x⇥t

�x⇥t =
�

x |�(x, t)|2 dx�x⇥0 =
�

x |�(x, 0)|2 dx

�p⇥t =
�

p |�(p, t)|2 dp

�p⇥t = m
d�x⇥t

dt

(:�>P?A8@.@�A@682�<;A>�8.�?A6@2�1A�0;A>?�

�;992:@�?Y2D<>692� 2:�3;:0@6;:�12��������������(x)

�(x)�(p) '��

�p⇥ =
�

p |�(p)|2 dp

":�>PP0>6@�02@@2�B.82A>�9;E2::2�?;A?�8.�3;>92���

6?;9P@>62���

�p⇥ =
�

��(p) p �(p) dp

�
⇥�

1(p) ⇥2(p) dp =
�

��
1(x) �2(x) dx

1P>6B.@6;:���

1Y;U�82�>P?A8@.@��

�2(p) = p �(p) '�� �2(x) =
�
i

d�(x)
dx

�p⇥ =
�

��(x)
�
i

d�(x)
dx

dx

'��'1( p ) = '( p )  1(x) =  (x)

%2@;A>�N�8.�=A2?@6;:�������������������������������

�YPB;8A@6;:�12�8.�<;?6@6;:�9;E2::2�12�8.�<.>@60A82�2?@�1;::P2�<.>��

�

�#�!"���� +!��#����

= �p⇥t �03��16.<;�<>P0P12:@2��

�p⇥t = m
d�x⇥t

dt

d�x⇥t

dt
=

d
dt

�
x ��(x, t) �(x, t) dx =

�
x �� ⇥�

⇥t
dx +

�
x

⇥��

⇥t
� dx

�:@P4>.@6;:?�<.>�<.>@62?�2:�?A<<;?.:@�=A2������@2:1�B2>?�	�=A.:1��

":�6:720@2�.8;>?�8YPB;8A@6;:�1;::P2�<.>�8YP=A.@6;:�12�&05>T16:42>�

i�⇥�

⇥t
= � �2

2m

⇥2�

⇥x2
�i�⇥��

⇥t
= � �2

2m

⇥2��

⇥x2

|x|�⇥

N�BP>6362>�2:�2D2>0602�m
d⇥x⇤t

dt
= �i�

�
�� ⇥�

⇥x
dx

���

"<P>.@2A>?�<;?6@6;:��69<A8?6;:��P:2>462�

2@�

8YP=A.@6;:�12�&05>T16:42>�4P:P>.82�



#;?6@6;:�2@�69<A8?6;:�2:�9P0.:6=A2�=A.:@6=A2�

).82A>�9;E2::2�12�8.�<;?6@6;:����

).82A>�9;E2::2�12�8Y69<A8?6;:����

9A8@6<860.@6;:�<.>�x 

&@>A0@A>2�0;99A:2�2:�@2>92�1Y;<P>.@2A>���

�(x) x̂�⇥ x �(x)

1P>6B.@6;:�<.>�>.<<;>@��
��N�x��N����������<>O?��

�#!��+�+ ���!� ��!���#!�"� ����""��!" #�"# ��*�"�#"���#��"�"+���'!��#��

=
�

��(x) x �(x) dx�x⇥ =
�

x |�(x)|2 dx

�p⇥ =
�

p |�(p)|2 dp

�p⇥ =
�

��(x) [p̂ �(x)] dx

�x⇥ =
�

��(x) [x̂ �(x)] dx

=
�

��(x)
�
i

d�

dx
dx

�(x) p̂�⇥ �
i

d�(x)
dx

%2@;A>�?A>�8YP=A.@6;:�12�&05>T16:42>��
<;A>�A:2�<.>@60A82�86/>2��

!;A?�.B;:?�BA�=A2�8YPB;8A@6;:�12�8.�3;:0@6;:�1Y;:12��������������1YA:2�<.>@60A82��
86/>2�P@.6@�>P462�N�A:2�1692:?6;:�<.>�8YP=A.@6;:���

i�⇥�

⇥t
= � �2

2m

⇥2�

⇥x2

�(x, t)

�2@@2�P=A.@6;:�<2A@�?2�>PP0>6>2�2:�A@686?.:@�8Y;<P>.@2A>�69<A8?6;:�

i�⇥�

⇥t
=

p̂2

2m
� .B20�

;A�2:0;>2� i�⇥�

⇥t
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= Ĥ�

2:�6:08A.:@�1.:?������@;A@2?�82?�0;:@>6/A@6;:?�N��
8YP:2>462�12�8.�<.>@60A82���06:P@6=A2�2@�<;@2:@62882�

Ĥ
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