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Evolu=on	
  adiaba=que	
  d’un	
  système	
  physique	
  

On	
  considère	
  un	
  système	
  dont	
  l’état	
  dépend	
  de	
  paramètres	
  extérieurs	
  

volume	
  d’un	
  récipient,	
  champs	
  magné)ques	
  ou	
  électriques	
  appliqués	
  

On	
  considère	
  une	
  trajectoire	
  fermée	
  arbitrairement	
  lente	
  pour	
  ces	
  paramètres	
  extérieurs	
  :	
  

�

�(0) �! �(t) �! �(T ) = �(0)

Qu’arrive-­‐t-­‐il	
  au	
  système	
  ?	
  

Revient-­‐il	
  dans	
  son	
  état	
  ini7al	
  ?	
  



Anholonomie	
  ou	
  non-­‐holonomie	
  

Exemple	
  du	
  pendule	
  de	
  Foucault	
  

Wikipedia	
  

� :	
  point	
  d’accroche	
  du	
  pendule	
  

Après	
  24	
  heures,	
  ce	
  point	
  d’accroche	
  	
  
est	
  revenu	
  à	
  sa	
  posi=on	
  ini=ale.	
  

L’état	
  du	
  pendule	
  (son	
  plan	
  d’oscilla=on)	
  a	
  changé.	
  

Possibilité	
  pour	
  certaines	
  variables	
  de	
  ne	
  pas	
  revenir	
  à	
  leur	
  valeur	
  ini=ale	
  dans	
  un	
  cycle	
  	
  

�(0) �! �(t) �! �(T ) = �(0)

Cas	
  quan7que	
  :	
  phase	
  de	
  la	
  fonc7on	
  d’onde	
  (Berry,	
  1984)	
  

Equivalence	
  avec	
  la	
  phase	
  de	
  Aharonov-­‐Bohm	
  



Plan	
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Spin	
  dans	
  un	
  champ	
  magné)que,	
  pendule	
  de	
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  lumière	
  dans	
  une	
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Variables	
  externes	
  (lentes)	
  et	
  variables	
  internes	
  (rapides)	
  

champ	
  magné)que	
  ar)ficiel	
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  dans	
  un	
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  magné)que,	
  pendule	
  de	
  Foucault,	
  lumière	
  dans	
  une	
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Variables	
  externes	
  (lentes)	
  et	
  variables	
  internes	
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champ	
  magné)que	
  ar)ficiel	
  



Hamiltonien	
  dépendant	
  d’un	
  paramètre	
  

Ĥ(�) � :	
  paramètre	
  extérieur	
  con=nu	
  

Exemple	
  :	
  moment	
  magné=que	
  µ	
  	
  associé	
  à	
  un	
  spin	
  S	
  placé	
  dans	
  un	
  champ	
  magné=que	
  B.	
  

� ⌘ B Ĥ(�) ⌘ Ĥ(B) = �µ̂ ·B

Pour	
  chaque	
  	
  λ	
  ,	
  on	
  suppose	
  connus	
  ses	
  états	
  propres	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  leurs	
  énergies	
  	
  	
  	
  | n(�)i En(�)

Ĥ(�)| n(�)i = En(�) | n(�)i

Pour	
  ce	
  moment	
  magné=que	
  :	
  	
  | n(�)i = |S,min n = B/B

Hamiltonien	
  



Exemple	
  2	
  :	
  atome	
  et	
  champ	
  lumineux	
  monochroma=que	
  

Descrip7on	
  semi-­‐classique	
  de	
  l’interac7on	
  atome	
  -­‐	
  rayonnement	
  :	
  

• 	
  descrip=on	
  quan=que	
  des	
  degrés	
  de	
  liberté	
  internes	
  (niveaux	
  d’énergie	
  électroniques)	
  

• 	
  descrip=on	
  classique	
  des	
  degrés	
  de	
  liberté	
  externes	
  :	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  posi=on	
  r	
  et	
  impulsion	
  p	
  du	
  centre	
  de	
  masse	
  

Modèle	
  d’atome	
  «	
  à	
  deux	
  niveaux	
  »	
  internes	
  :	
  	
  |gi |ei

Atome	
  au	
  repos	
  et	
  localisé	
  au	
  point	
  r,	
  	
  
à	
  l’approxima=on	
  du	
  champ	
  tournant	
  

Ĥ(r) =
~
2

✓
� ⇤(r)

(r) ��

◆
� = ! � !0


:	
  désaccord	
  
:	
  fréquence	
  de	
  Rabi	
  

La	
  posi=on	
  r	
  de	
  l’atome	
  joue	
  ici	
  le	
  rôle	
  du	
  paramètre	
  de	
  contrôle	
  λ	
  .	
  

|gi

|ei

!0!



Evolu=on	
  du	
  système	
  (1)	
  

Supposons	
  que	
  le	
  paramètre	
  λ,	
  contrôlé	
  par	
  l’expérimentateur,	
  dépend	
  du	
  temps	
  

Etat	
  du	
  système	
  :	
  	
  | (t)i =
X

n

cn(t) | n[�(t)]i

Equa=on	
  de	
  Schrödinger	
  :	
  	
   i~ d| i
dt

= Ĥ[�(t)] | (t)i

d

dt
[cn | n(�)i] = ċn | n(�)i+ cn

d| n(�)i
dt

avec	
  	
  
d| n(�)i

dt
= �̇ · |r `(�)i

membre	
  de	
  gauche	
  :	
  

membre	
  de	
  droite	
  :	
   Ĥ [cn | n(�)i] = cn En | n(�)i



Evolu=on	
  du	
  système	
  (2)	
  

Etat	
  du	
  système	
  :	
  	
  | (t)i =
X

n

cn(t) | n[�(t)]i

On	
  déduit	
  de	
  l’équa=on	
  de	
  Schrödinger	
  le	
  système	
  différen=el:	
  	
  

i~ ċn = En(t) cn(t) � ~
X

`

↵n,`(t) c`(t)

où	
  on	
  a	
  posé	
  :	
   ↵n,`(t) = i �̇ · h n(�)|r `(�)i

A	
  ce	
  stade,	
  aucune	
  approxima=on	
  n’a	
  été	
  faite	
  ;	
  la	
  résolu=on	
  du	
  système	
  différen=el	
  
sur	
  les	
  coefficients	
  cn	
  donne	
  accès	
  à	
  toute	
  la	
  dynamique	
  du	
  système	
  

↵n,`Les	
  coefficients	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  caractérisent	
  à	
  quelle	
  vitesse	
  	
  
les	
  vecteurs	
  de	
  base	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  «	
  tournent	
  ».	
  | n(�)i



Principe	
  de	
  l’approxima=on	
  adiaba=que	
  

E

t

E1

E2

E3

Si	
  la	
  varia=on	
  dans	
  le	
  temps	
  du	
  paramètre	
  λ	
  de	
  l’hamiltonien	
  	
  
est	
  suffisamment	
  lente,	
  on	
  reste	
  sur	
  le	
  même	
  état	
  :	
  

c`(0) = 1

cn(0) = 0 si n 6= `

| (t)i =
X

n

cn(t) | n[�(t)]i

ini=alement	
  

|cn(t)| ⌧ 1 si n 6= `
à	
  tout	
  instant	
  t	



|c`(t)| ⇡ 1

Critère	
  de	
  validité	
  (cf.	
  Messiah):	
  
vitesse angulaire maximum de  `

pulsation de Bohr minimum associée à  `
⌧ 1



Validité	
  de	
  l’approxima=on	
  adiaba=que	
  sur	
  un	
  exemple	
  

Basculement	
  adiaba=que	
  d’un	
  spin	
  ½	
  	
  par	
  renversement	
  d’un	
  champ	
  magné=que	
  	
  

B(t) = B0 (ux

+ (t/⌧) u
z

)

t|t| � ⌧ et	
  	
   t < 0 :	
  B(t) pointe	
  dans	
  la	
  direc=on	
  -uz	
  	
  

et	
  	
   t > 0t � ⌧ :	
  B(t) pointe	
  dans	
  la	
  direc=on	
  +uz	
  	
  

t	


 

|+iz

|�iz

|�iz

|+iz

E	



~!0

Pulsa=on	
  de	
  Larmor	
  minimale	
  :	
  	
  ω0	
  

Vitesse	
  de	
  «	
  rota=on	
  »	
  des	
  états	
  :	
  1/⌧

!0⌧ � 1
1/⌧

!0
⌧ 1 ,

Critère	
  de	
  suivi	
  adiaba7que	
  :	
  

E±(t) = ±µB0

�
1 + t2/⌧2

�1/2Moment	
  magné=que	
  µ	
  :	
   ~!0

2
= µB0



Plan	
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  cours	
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Phase	
  dynamique	
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  phase	
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  Berry	
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3.	
  Quelques	
  exemples	
  (classiques	
  ou	
  quan7ques)	
  

4.	
  Approche	
  à	
  la	
  Born-­‐Oppenheimer	
  

• 	
  Op=que,	
  Pancharatnam	
  (1956)	
  :	
  changement	
  de	
  phase	
  d’une	
  lumière	
  polarisée	
  de	
  	
  	
  	
  
vecteur	
  d’onde	
  donné,	
  quand	
  le	
  faisceau	
  lumineux	
  traverse	
  une	
  série	
  de	
  polariseurs.	
  

• 	
  Physique	
  moléculaire,	
  Mead	
  &	
  Truhlar	
  (1979)	
  :	
  	
  sub=lités	
  dans	
  l’approxima=on	
  	
  
	
  	
  	
  de	
  Born–Oppenheimer	
  	
  (no=on	
  d’effet	
  Aharonov–Bohm	
  moléculaire).	
  



Equa=on	
  d’évolu=on	
  approchée	
  

| i =
X

n

cn | n[�]i ⇡ c` | `[�]i

Seul	
  l’état	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  appréciablement	
  peuplé	
  à	
  chaque	
  instant	
  :	
  | `[�]i

Equa=on	
  d’évolu=on	
  pour	
  le	
  coefficient	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  c`

|c`(t)| = 1 8t

i~ ċ` =
h
E`(t)� i~�̇ · h `|r `i

i
c`

=
h
E`(t)� �̇ ·A`(�)

i
c`

A`(�) = i~ h `|r `ioù	
  on	
  a	
  introduit	
  le	
  vecteur	
  réel	
  appelé	
  connexion	
  de	
  Berry	
  :	
  

Ceke	
  nota=on	
  n’est	
  pas	
  choisie	
  au	
  hasard	
  :	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  va	
  jouer	
  le	
  rôle	
  de	
  poten=el	
  vecteur	
  A`(�)

h `| `i = 1 ) hr `| `i+ h `|r `i = 0 ) h `|r `i imaginaire.

Réalité	
  de	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  A`(�)



Phase	
  dynamique	
  et	
  phase	
  géométrique	
  

i~ ċ` =
h
E`(t)� �̇ ·A`(�)

i
c`

On	
  intègre	
  l’équa=on	
  d’évolu=on	
  approchée:	
  

c`(t) = ei�
dyn.(t) ei�

geom.(t) c`(0)

où	
  on	
  a	
  fait	
  apparaître	
  la	
  phase	
  dynamique	
  :	
  	
  �dyn.(t) = �1

~

Z t

0
E`(t

0) dt0

et	
  la	
  phase	
  géométrique	
  :	
  

�geom.(t) =
1

~

Z t

0

�̇(t0) ·A`[�(t
0)] dt0 =

1

~

Z �(t)

�(0)

A`(�) · d�.

:	
  phase	
  habituelle	
  qui	
  apparaît	
  même	
  pour	
  un	
  hamiltonien	
  indépendant	
  du	
  temps	
  	
  �dyn.

c’est	
  la	
  phase	
  qui	
  crée	
  le	
  mouvement	
  en	
  physique	
  quan)que	
  

�geom. :	
  phase	
  liée	
  à	
  la	
  varia=on	
  de	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  qui	
  ne	
  dépend	
  	
  que	
  de	
  	
  
	
  	
  la	
  «	
  trajectoire	
  »	
  de	
  ce	
  paramètre	
  

�(t)

=
1

~

Z �(t)

�(0)
A`(�) · d�

E`

t

E



Le	
  cas	
  d’un	
  circuit	
  fermé	
  

�(0)

�(t)

�(T )

�(0) �! �(t) �! �(T ) = �(0)

�geom.(C) = 1

~

I

C
A`(�) · d�

Est-­‐ce	
  équivalent	
  à	
  la	
  phase	
  de	
  Aharonov-­‐Bohm	
  ?	
  

| n(�)i �! | ̃n(�)i = ei⌦(�)/~| n(�)i

Ã`(�) = A`(�)�r⌦(�)

Transforma=on	
  de	
  jauge	
  :	
  

La	
  connexion	
  de	
  Berry	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  alors	
  modifiée	
  en	
  :	
  A`(�) = i~ h `|r `i

Comme	
  on	
  a	
  toujours	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  la	
  phase	
  géométrique	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
I

r⌦(�) · d� = 0

n’est	
  pas	
  modifiée	
  par	
  ce	
  changement	
  de	
  jauge.	
  

�geom.(C)

�geom.(T ) =
1

~

Z �(T )

�(0)

A`(�) · d�.



Bilan	
  pour	
  une	
  évolu=on	
  adiaba=que	
  

�(0)

�(t)

�(T )

c`(t) = ei�
dyn.(t) ei�

geom.(t) c`(0)

Les	
  deux	
  phases	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  sont	
  invariantes	
  de	
  jauge	
  :	
  quan=tés	
  physiques	
  	
  

La	
  phase	
  géométrique	
  répond	
  à	
  la	
  ques=on	
  :	
  

Par	
  où	
  est	
  passé	
  le	
  système	
  au	
  cours	
  de	
  son	
  voyage	
  ?	
  

La	
  phase	
  dynamique	
  répond	
  à	
  la	
  ques=on	
  :	
  

Combien	
  de	
  temps	
  a	
  duré	
  le	
  voyage	
  ?	
  

Le	
  paramètre	
  	
  λ	
  	
  	
  décrit	
  un	
  circuit	
  fermé	
  	
  	
  	
  	
  C

A	
  chaque	
  instant	
  :	
  

�geom.�dyn.

�geom.(C) = 1

~

I

C
A`(�) · d�

| (t)i ⇡ c`(t) | `[�(t)]i

�dyn.(T ) = �1

~

Z T

0
E`(t) dt



La	
  courbure	
  de	
  Berry	
  :	
  champ	
  magné=que	
  ar=ficiel	
  

On	
  se	
  restreint	
  maintenant	
  au	
  cas	
  où	
  le	
  paramètre	
  λ	
  	
  évolue	
  dans	
  un	
  espace	
  	
  
à	
  deux	
  ou	
  trois	
  dimensions	
  

• 	
  posi=on	
  d’une	
  par=cule	
  
• 	
  quasi-­‐impulsion	
  dans	
  une	
  zone	
  de	
  Brillouin	
  
• 	
  champ	
  magné=que	
  extérieur	
  	
  

�geom.(C) =
1

~

I

C
A`(�) · d� =

1

~

ZZ

S
B` · d2S

On	
  introduit	
  le	
  vecteur	
  réel	
  courbure	
  de	
  Berry	
  :	
  	
  	
  B` = r⇥A`

La	
  courbure	
  de	
  Berry	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  invariante	
  dans	
  un	
  changement	
  de	
  jauge	
  :	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  c’est	
  une	
  quan=té	
  physique	
  au	
  même	
  =tre	
  que	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  	
  	
  

B`(�)
�geom.(C)

Mais	
  à	
  la	
  différence	
  de	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  la	
  courbure	
  de	
  Berry	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  	
  
une	
  quan=té	
  locale,	
  comme	
  le	
  champ	
  magné=que	
  en	
  électromagné=sme.	
  

�geom.(C) B`(�)



Propriétés	
  de	
  la	
  courbure	
  de	
  Berry	
  

A	
  par=r	
  des	
  défini=ons	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  on	
  ob=ent	
  	
  	
  	
  	
  B`(�) = r� ⇥A` A`(�) = i~ h `|r `i

B` = i~ hr `|⇥ |r `i

Dans	
  les	
  calculs	
  numériques,	
  il	
  n’est	
  pas	
  toujours	
  simple	
  de	
  maintenir	
  la	
  con=nuité	
  de	
  la	
  	
  
phase	
  des	
  états	
  propres	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  Dans	
  ce	
  cas,	
  on	
  a	
  intérêt	
  à	
  u=liser	
  l’expression	
  équivalente	
  :	
  	
  | `i

B`(�) = i~
X

n 6=`

h `|rĤ| ni ⇥ h n|rĤ| `i
(E` � En)2

• 	
  	
  	
  Invariance	
  de	
  jauge	
  évidente	
  sous	
  ceke	
  forme.	
  	
  

• 	
  	
  	
  La	
  somme	
  des	
  courbures	
  de	
  Berry	
  est	
  partout	
  nulle:	
  

• 	
  	
  	
  Si	
  l’énergie	
  d’un	
  autre	
  état	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  devient	
  proche	
  	
  
	
  	
  	
  	
  de	
  celle	
  de	
  l’état	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  la	
  courbure	
  de	
  Berry	
  devient	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  très	
  grande	
  en	
  ce	
  point.	
  

| ni
| `i

X

`

B`(�) = 0

E

t



Plan	
  du	
  cours	
  

1.	
  L’approxima7on	
  adiaba7que	
  en	
  physique	
  quan7que	
  

2.	
  La	
  phase	
  de	
  Berry	
  

3.	
  Quelques	
  exemples	
  (classiques	
  ou	
  quan7ques)	
  

4.	
  Approche	
  à	
  la	
  Born-­‐Oppenheimer	
  

Principe,	
  critère	
  de	
  validité	
  

Phase	
  dynamique	
  et	
  phase	
  géométrique,	
  courbure	
  de	
  Berry	
  et	
  invariance	
  de	
  jauge	
  

Spin	
  dans	
  un	
  champ	
  magné)que,	
  pendule	
  de	
  Foucault,	
  lumière	
  dans	
  une	
  fibre	
  	
  

Variables	
  externes	
  (lentes)	
  et	
  variables	
  internes	
  (rapides)	
  

champ	
  magné)que	
  ar)ficiel	
  



Spin	
  dans	
  un	
  champ	
  magné=que	
  extérieur	
  

Par=cule	
  de	
  spin	
  ½	
  avec	
  un	
  moment	
  magné=que	
  µ	
  :	
  	
   Ĥ = �B · µ̂ =
~!
2

n · �̂

~!
2

= �µBPulsa=on	
  de	
  Larmor	
  :	
   ~n =
B

B
	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  	
  	
  matrices	
  de	
  Pauli	
  �̂

Pour	
  ce	
  problème,	
  le	
  champ	
  magné=que	
  extérieur	
  joue	
  le	
  rôle	
  de	
  paramètre	
  λ	
  et	
  on	
  a	
  	
  

� ⌘ B, rH = �µ̂

| `iLes	
  états	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  sont	
  les	
  deux	
  états	
  de	
  spin	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  	
  	
  	
  	
  |� : ni |+ : ni

Si	
  le	
  spin	
  suit	
  adiaba=quement	
  l’état	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  quand	
  le	
  champ	
  magné=que	
  décrit	
  
une	
  trajectoire	
  fermée,	
  alors	
  son	
  vecteur	
  d’état	
  accumule	
  la	
  phase	
  géométrique	
  :	
  	
  

|± : ni

avec	
  �geom.
± (C) = 1

~

ZZ

S
B± · d2S B+ = i~ h+ : n|µ̂|� : ni ⇥ h� : n|µ̂|+ : ni

(~!)2

B� = �B+



Spin	
  dans	
  un	
  champ	
  magné=que	
  extérieur	
  (suite)	
  

Un	
  calcul	
  rela=vement	
  simple	
  conduit	
  à	
  	
  

B(0)B(t)

C

Le	
  champ	
  magné=que	
  décrit	
  un	
  contour	
  fermé	
  sans	
  jamais	
  passer	
  par	
  zéro	
  :	
  

C : B(0) ! B(t) ! B(T ) = B(0)

Alors	
  la	
  phase	
  de	
  Berry	
  vaut	
  

	
  :	
  angle	
  solide	
  sous-­‐tendu	
  par	
  le	
  contour	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  vu	
  depuis	
  l’origine	
  C⌦

�geom.
± (C) = 1

~

ZZ

S
B± · d2S

= ±
ZZ

S

B

2B3
· d2S = ±⌦

2

B+ = +~ B

2B3
, B� = �~ B

2B3



Expérience	
  de	
  Biker	
  et	
  Dubbers	
  (1987)	
  

Jet	
  de	
  neutrons	
  de	
  vitesse	
  500	
  m/s,	
  de	
  polarisa=on	
  ajustable	
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Recently, Berry recognized that topological phase factors may arise when a quantum mechanical sys-
tem is adiabatically transported around a closed circuit. We have measured Berry's topological phases
by polarized-neutron spin rotation in a helical magnetic field. Berry's law is thus verified for fermions.

PACS numbers: 03.65.8z, 14.20.Dh

Topological phases in simple quantum systems have
been found to be of some interest recently. This interest
was stimulated by a paper of Berry, ' who derived a sim-
ple law governing these phases. Topological phases may
show up whenever the system under study depends on
some multiple parameter and is transported adiabatically
around a closed curve in parameter space. These new
phases do not depend on the interior dynamics of the sys-
tem, but instead depend on its geometric history.
Topological phases are important in the context of

non-Abelian gauge theories and of fractional quantiza-
tion, and therefore Berry's findings have been found to
be of interest in a number of recent investigations cover-
ing a variety of subjects. These phases may mimic
the efI'ect of a magnetic monopole of unit Dirac charge
located at the origin of parameter space. The
Aharonov-Bohm eff'ect turns out to be a special case of
the topological-phase concept. A further generalization
of Berry's concept has very recently been presented by
Aharonov and Anandan.
Berry's law takes its simplest form when the required

multiple parameter is an external magnetic field B.
When B is varied adiabatically such that the tip of the
vector B describes a closed loop C [see Fig. 1(a)], then
the system should, at the end of this excursion, return to
its original state, according to the adiabatic theorem of

quantum mechanics. It simply will have picked up a
phase factor exp(imp) for each spin substate

~ m), where
p is the usual dynamical phase

p T/=K' ~ 8(r)dr, (1)

(a)

Bz of' (B=O

),x

FIG. l. (a) Adiabatic transport of the magnetic field vector
B around a closed loop C. Berry's phase is determined by the
size of the solid angle n; see Eq. (2). (b) Arrangement of the
helical coil for the right-handed Bl field. The neutron beam is
along z. The solenoid for the axial 8, field is not shown.
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  un	
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  magné=que	
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B
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cL 0- The phase angle in these formulas is

e, =2~[(g~ I ) '+ g'] '~' —2~. (5)

I

-0.50 0
Current in B~-Coil

i

0.50 A

The extra term —2x insures that C], =0 when there is no
field. In the adiabatic limit (i))) I, i.e., q )) tl & () this
becomes

4&, = 2ztl —2z(1 —(/ri) =2zcri —2'(1 —cos9)
=xBT—fl =y+ y,

FIG. 2. (a) Neutron spin-rotation patterns of the transverse
neutron spin component P~(T) =G~~(T)P~(0) in the helical Bi
field. Without Berry's phase the maxima of this curve should
be equidistant. (b) Observed and calculated phase shifts N, .

We write the number of neutron spin precession s
about the axial, the helical, and the total magnetic fields,
respectively, as

g=xB, T/2', ( =xBi T/2~,
il=(g +g )' =rcBT/2n

Then, using standard methods [e.g. , Eq. (55) in the work
of Dubbers '], we obtain, for instance,

6„=(g~ I)'+g'cos2~[(g~ I) '+g'1 '"
(g~ I)'+g'

The ~ signs which appear in this formula refer to right-
and left-handed 8] fields. In contrast to 8], the B, field
as seen by the neutrons is not "switched on" nonadiabat-
ically. Therefore, when 8,&0, only G„can be measured
unambiguously. For 8, =0 the other coefficients are

G~~ =cos2x(1+( ) '~,

G~& = ~ sjn2~(1+ g )(I +g2) 1/2
etc. If Bi is not twisted but uniform, then (g~ I ) is re-
placed by j, and (I+( ) by g .

as predicted by Berry; see Eqs. (1)-(3).
We have measured the neutron spin-rotation patterns

Gzz as a function of both 8, and 8 i, and Gzz Gyy G,
Gzy as functions of 8 i for 8, =0.
Figure 2(a) shows a measurement of G~~ for B, =0,

and a fit by Eq. (4). Without Berry's phase the pattern
in Fig. 2(a) would be a simple cosine. Figure 2(b) shows
the measured phase angles as a function of Bi [read at
the maxima and minima of Fig. 2(a)], fitted with
Ni =2m[(1+ ( ) '~ —1] from Eq. (5). As expected, in
the adiabatic limit (i.e., for large Bi) the phase is shifted
by Berry's phase @=2'.
Figure 3 shows Berry's phase y as a function of B./Bi,

as obtained from a measurement of G„(B,) with Bi

fixed at (I+( )'~ =5. The solid curve gives the corre-
sponding values of 0 =2m(1 —B,/B), in order to test
Berry's law, Eq. (2). The first few points of Fig. 3 fall
slightly below the predicted curve, because the adiabatic
condition is not yet fully met. The scatter of the further
points is due to imprecise reading of the larger values of

%'e draw the following conclusion from our investiga-
tion: On the one hand, Berry's phase law certainly is
part of a far-reaching concept; on the other hand, in its
simplest manifestation, which we believe to have real-
ized, the appearance of a topological phase seems to be
trivial: It can be generated or transformed away by go-
ing to a rotating-reference frame, which is a standard
procedure in NMR work, and which also works in the
classical case. Furthermore, we are told that extra
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  draw	
  the	
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  conclusion	
  from	
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• 	
  On	
  the	
  one	
  hand,	
  Berry's	
  phase	
  law	
  certainly	
  is	
  part	
  of	
  a	
  far-­‐reaching	
  
concept;	
  	
  

• 	
  on	
  the	
  other	
  hand,	
  in	
  its	
  simplest	
  manifesta=on,	
  which	
  we	
  believe	
  to	
  
have	
  realized,	
  the	
  appearance	
  of	
  a	
  topological	
  phase	
  seems	
  to	
  be	
  trivial:	
  
It	
  can	
  be	
  generated	
  or	
  transformed	
  away	
  by	
  going	
  to	
  a	
  rota=ng-­‐
reference	
  frame,	
  which	
  is	
  a	
  standard	
  procedure	
  in	
  NMR	
  work,	
  and	
  
which	
  also	
  works	
  in	
  the	
  classical	
  case.	
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Topological phases in simple quantum systems have
been found to be of some interest recently. This interest
was stimulated by a paper of Berry, ' who derived a sim-
ple law governing these phases. Topological phases may
show up whenever the system under study depends on
some multiple parameter and is transported adiabatically
around a closed curve in parameter space. These new
phases do not depend on the interior dynamics of the sys-
tem, but instead depend on its geometric history.
Topological phases are important in the context of

non-Abelian gauge theories and of fractional quantiza-
tion, and therefore Berry's findings have been found to
be of interest in a number of recent investigations cover-
ing a variety of subjects. These phases may mimic
the efI'ect of a magnetic monopole of unit Dirac charge
located at the origin of parameter space. The
Aharonov-Bohm eff'ect turns out to be a special case of
the topological-phase concept. A further generalization
of Berry's concept has very recently been presented by
Aharonov and Anandan.
Berry's law takes its simplest form when the required

multiple parameter is an external magnetic field B.
When B is varied adiabatically such that the tip of the
vector B describes a closed loop C [see Fig. 1(a)], then
the system should, at the end of this excursion, return to
its original state, according to the adiabatic theorem of

quantum mechanics. It simply will have picked up a
phase factor exp(imp) for each spin substate

~ m), where
p is the usual dynamical phase

p T/=K' ~ 8(r)dr, (1)
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FIG. l. (a) Adiabatic transport of the magnetic field vector
B around a closed loop C. Berry's phase is determined by the
size of the solid angle n; see Eq. (2). (b) Arrangement of the
helical coil for the right-handed Bl field. The neutron beam is
along z. The solenoid for the axial 8, field is not shown.
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Le	
  transport	
  parallèle	
  sur	
  une	
  sphère	
  

ei
?	
  

Vecteur	
  ini=al	
  ei	
  	
  tangeant	
  à	
  la	
  sphère	
  en	
  Mi	



On	
  veut	
  «	
  transporter	
  »	
  ce	
  vecteur	
  en	
  	
  
un	
  autre	
  point	
  de	
  la	
  sphère	
  en	
  imposant	
  
les	
  condi=ons	
  suivantes	
  :	
  

Mi	



• 	
  Le	
  vecteur	
  e	
  reste	
  toujours	
  tangeant	
  
	
  	
  à	
  la	
  sphère	
  	
  
• 	
  On	
  ne	
  veut	
  pas	
  de	
  «	
  torsion	
  »	
  normale	
  
	
  	
  à	
  la	
  surface	
  de	
  la	
  sphère	
  	
  

e0i

L’absence	
  de	
  torsion	
  s’exprime	
  à	
  par=r	
  du	
  trièdre	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  avec	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  normal	
  à	
  la	
  sphère	
  	
  	
  {e, e0, r} r

⌦:	
  vecteur	
  rota=on	
  instantanée	
  du	
  trièdre,	
  avec	
  	
   ė = ⌦⇥ e

On	
  impose	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ce	
  qui	
  est	
  équivalent	
  à	
  fixer	
  	
  ⌦ · r = 0

ė0 = ⌦⇥ e0 ṙ = ⌦⇥ r

de

dt
? e0



Exemples	
  de	
  transport	
  parallèle	
  

ei ei

ei

?	
  



Phase	
  géométrique	
  et	
  transport	
  parallèle	
  

ei

e0i

C

e, e0 C

A	
  la	
  fin	
  du	
  parcours,	
  les	
  vecteurs	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ont	
  	
  
tournés	
  d’un	
  angle	
  α	
  :	
  

ef = ei cos↵+ e0i sin↵

e0f = �ei sin↵+ e0i cos↵

On	
  construit	
  le	
  vecteur	
  complexe	
   i = ei + ie0i

C :  i = ei + ie0i �!  f = ef + ie0f

= (ei cos↵+ e0i sin↵) + i(�ei sin↵+ e0i cos↵)

= e�i↵ i.

On	
  fait	
  un	
  transport	
  parallèle	
  des	
  vecteurs	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  le	
  long	
  du	
  contour	
  fermé	
  

e, e0

Que	
  vaut	
  	
  	
        	
  ?	
  ↵(C)

On	
  peut	
  montrer	
  que	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  l’angle	
  solide	
  sous-­‐tendu	
  par	
  	
  	
  	
  	
  	
  depuis	
  le	
  centre	
  de	
  la	
  sphère	
  ↵(C) C

Formellement	
  iden=que	
  au	
  résultat	
  de	
  Berry	
  pour	
  un	
  spin	
  dans	
  un	
  champ	
  magné=que	
  



Exemple	
  simple	
  de	
  transport	
  parallèle	
  sur	
  un	
  contour	
  fermé	
  

Rota=on	
  du	
  repère	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  de	
  	
  	
  e, e0 ⇡/2

Angle	
  solide	
  sous-­‐tendu	
  par	
  ce	
  contour	
  :	
  

1

8
4⇡ = ⇡/2

La	
  rela7on	
  générale	
  est	
  bien	
  	
  
vérifiée	
  sur	
  ce	
  cas	
  par7culier	
  

1	
  

2	
  

3	
  

4	
  

5	
  
6	
  

?	
  
e

e0



Le	
  pendule	
  de	
  Foucault	
  

Le	
  vecteur	
  horizontal	
  définissant	
  (avec	
  la	
  
ver)cale)	
  le	
  plan	
  d’oscilla)on	
  du	
  pendule	
  
subit	
  un	
  transport	
  parallèle	
  

A	
  par=r	
  du	
  principe	
  fondamental	
  de	
  la	
  dynamique,	
  
on	
  peut	
  montrer	
  le	
  résultat	
  suivant	
  :	
  

En	
  24	
  heures,	
  le	
  point	
  d’accroche	
  du	
  pendule	
  	
  
effectue	
  un	
  circuit	
  fermé	
  sous-­‐tendant	
  l’angle	
  solide	
  	
  

⌦ = 2⇡(1� sin�) λ	
  :	
  la=tude	
  

Wikipedia	
  

t = 0	

 t = 6 heures	





Lumière	
  dans	
  une	
  fibre	
  op=que	
  

Fibre	
  op=que	
  monomode	
  isotrope	
  

✏1

✏2

✏2

✏1

En	
  l’absence	
  de	
  torsion	
  de	
  la	
  fibre,	
  il	
  est	
  	
  
simple	
  de	
  trouver	
  la	
  polarisa=on	
  de	
  sor=e	
  
connaissant	
  la	
  polarisa=on	
  d’entrée	
  

Tomita	
  &	
  Chiao,	
  1986	
  VoLUMF 57, NUMBERS. 8 PHYSICAL REVIEW LETTERS 25 AUaUsT 1986

LASER

FIG. 1. (a) Experimental setup; (b) geometry used to cal-
culate the solid angle in momentum space of a nonuniformly
wound fiber on a cylinder.

result in a rotation of the plane of polarization due to
the elasto-optic effect. ' Also, we found that the fiber
showed a negligibly small linear birefringence as lang
as the fiber was wound smoothly on a large enough di-
ameter. s In order to form a closed path in momentum
or k space, ' the propagation directions of the input and
output of the fiber were kept identical. In the first ex-
periment, the fiber was wound into a uniform helix.
The pitch angle af the helix H, i.e., the angle between
the local waveguide axis and the axis of the helix, was
varied by attaching the Teflon sleeve along the outside
perimeter of a spring, which was stretched from a
tightly coiled configuration into a straight line. In this
way, the pitch length p was varied, as was the radius r
of the helix, but the fiber length s = [pz+ (2mr)z]t~z,
i.e., the arc length of the helix, was kept constant.
The range of p was from 30 to 175 cm. Hence the di-
ameter of the helix ranged from 55 cm down to zero.
By geometry, cosH =p/s [see Fig. 1(b)]. The solid an-
gle in momentum space 0 (C) spanned by the ftber's
closed path C in this space, in this case a circle, is
2m(1 —cosH) Berry's . phase, y(C) = —crt (C),' for
a single-turn uniform helix is therefore

y(C) = —27ra(I —p/s), .

~here o-= + 1 is the helicity quantum number of the
photon. The quantum theory' predicts that —y+(C),
where y+ (C) is Berry's phase for o = + 1, is the an-
gle 0 of rotation of linear polarization. The classical
theory predicts an angle of optical rotation in agree-
ment with this quantum result.

FIG. 2. (a) The solid line represents the path of the fiber
on an unwrapped cylinder surface for nonuniform helices
(squares in Figs. 3 and 4) with one harmonic of deformation
[Eq. (5) with A = 1.2], and the dashed line a uniform helix
(A =0); (b) the path for a nonuniform helix (triangle in
Figs. 3 and 4) with three harmonics of deformation [Eq.
(6)].

H($) =tan '(r d@/dz), (2)

characterizes the tangent to the curve followed by the
fiber, and represents the angle between the local
waveguide and the helix axes. in momentum space,
H(g+ m/2) traces out a closed curve C corresponding
to the fiber path on the surface of a sphere. The solid
angle subtended by C with respect to the center of the
sphere is given by

2w&(C) = JI [1—cosH(g)]dg.

In the second experiment, the fiber was wound onto
a cylinder of a fixed radius to form a nonuniform
helix. The procedure was first to wrap a piece of paper
with a computer generated curve onto the bare
cylinder. Then the Teflon sleeve with the fiber inside
was laid on top of this curve. (To allow for variations
in fiber path while using a fiber of fixed length, we left
a straight section of fiber path at the output end, which
had a variable length. ) The solid angle in momentum
space could then be calculated from the curve by
unwrapping the paper onto a plane [see Figs. 1(b) and
2]. Let the horizontal axis of the paper, which was
aligned with respect to the axis of the cylinder, be the z
axis. Then the vertical axis represents rP, where r is
the radius of the cylinder and g= tan '(y/x) is the
azimuthal angle of a point on the curve with coordi-
nates (r @,z ). The local pitch angle from Fig. 1(b),
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Berry's phase is then given by'

One sees that Eq. (1) is a special case of Eqs. (3) and
(4), when t) is a constant.
Figure 3 shows the measured rotation angle 0

versus the calculated solid angle 0 (C). The open cir-
cles represent the case of uniform helices, and the
squares and the triangle represent nonuniform helices.
The solid circles represent arbitrary planar curves
formed by laying the fiber on a flat surface. The solid
circle at 0 = 0 corresponds to a snake-like path, and
the one at fL =2m to a loop with a crossing. The
squares represent helices with a single harmonic of de-
formation,

z/r = (p/2m r)f+ A sintt,

where p = 42.6 cm and r = 14.2 cm, and A ranges from
0 to 1.5 in steps of 0.3 [see Fig. 2(a)]. The triangle
represents a helix with three harmonics of deforma-
tion,

z/r = (p/2mr)@+Al sinp+A&sin2$+A3sin3$,

where & t =&z =33=0.2 [see Fig. 2(b)].
By inspection of Fig. 3, one sees that in all cases the

measured rotations agree with the calculated magni-

tude of Berry's phase Iy+(C) I [see Eq. (4)] indicated
by the solid line. The sense of the rotation, when one
looks into the output end of the fiber, was found to be
clockwise (i.e. , dextrorotatory) for a left-handed helix,
in agreement with theoretical prediction. '
The typical vertical error bar in Fig. 3 represents the

dominant systematic error in this experiment, namely
residual optical rotation due to torsional stress in the
fiber. In separate auxiliary experiments, the optical ro-
tation in a deliberately torsionally stressed fiber was
measured, and also the residual strain, i.e., the twist of
the fiber due to its rubbing against the stalls of the
Teflon sleeve, was measured microscopically near its
free end. From these measurements, an estimate of
size of the vertical error bar was determined. The typi-
cal horizontal error bar represents the uncertainty in
the determination of the solid angle f) (C) due to the
fact that the fiber was free to roam within the 5-mm
inner diameter of the Teflon tube. Random errors due
to photon statistics were negligible compared with
these systematic errors.
To check quantitatively the topological nature of the

optical rotation, we replot the data in Fig. 3, as the
slope 40/AO of a line joining a datum point with the
origin versus a deformation parameter D, onto Fig. 4.
We define D as follows:

i/2

D = I [1—cost)($) —0 (C)/27r]'dP ' /0 (C).Jo
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FIG. 3. Measured angle of rotation of linearly polarized
light vs calculated solid angle in momentum space, Eq. (3).
Open circles represent the data for uniform helices; squares
and triangle represent nonuniform helices (see Fig. 2); solid
circles represent arbitrary planar paths. The solid line is the
theoretical prediction based on Berry*s phase, Eq. (4).
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FIG. 4. The slopes AO/AO of the points in Fig. 3 vs the
deformation parameter D, Eq. (7), for nonuniform helices
(squares and triangle). The open circle represents the aver-
age for all uniform helices. The dashed line represents the
theoretical prediction.

Here D is a measure of the root mean square deviation
of the fiber path from a uniform helix. By inspection
of Fig. 4, one arrives at the conclusion that the specific
optical rotation 50/50 is in all cases independent of
the deformation as quantified by the parameter D, and
is therefore independent of geometry. This confirms
the topological nature of Berry's phase. Since b,O/AQ,
is a direct measure of o., ' one can view Fig. 4 as exper-
imental evidence for the quantization of the "topologi-
cal charge" of the system, which in this case is the he-
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LASER

FIG. 1. (a) Experimental setup; (b) geometry used to cal-
culate the solid angle in momentum space of a nonuniformly
wound fiber on a cylinder.

result in a rotation of the plane of polarization due to
the elasto-optic effect. ' Also, we found that the fiber
showed a negligibly small linear birefringence as lang
as the fiber was wound smoothly on a large enough di-
ameter. s In order to form a closed path in momentum
or k space, ' the propagation directions of the input and
output of the fiber were kept identical. In the first ex-
periment, the fiber was wound into a uniform helix.
The pitch angle af the helix H, i.e., the angle between
the local waveguide axis and the axis of the helix, was
varied by attaching the Teflon sleeve along the outside
perimeter of a spring, which was stretched from a
tightly coiled configuration into a straight line. In this
way, the pitch length p was varied, as was the radius r
of the helix, but the fiber length s = [pz+ (2mr)z]t~z,
i.e., the arc length of the helix, was kept constant.
The range of p was from 30 to 175 cm. Hence the di-
ameter of the helix ranged from 55 cm down to zero.
By geometry, cosH =p/s [see Fig. 1(b)]. The solid an-
gle in momentum space 0 (C) spanned by the ftber's
closed path C in this space, in this case a circle, is
2m(1 —cosH) Berry's . phase, y(C) = —crt (C),' for
a single-turn uniform helix is therefore

y(C) = —27ra(I —p/s), .

~here o-= + 1 is the helicity quantum number of the
photon. The quantum theory' predicts that —y+(C),
where y+ (C) is Berry's phase for o = + 1, is the an-
gle 0 of rotation of linear polarization. The classical
theory predicts an angle of optical rotation in agree-
ment with this quantum result.

FIG. 2. (a) The solid line represents the path of the fiber
on an unwrapped cylinder surface for nonuniform helices
(squares in Figs. 3 and 4) with one harmonic of deformation
[Eq. (5) with A = 1.2], and the dashed line a uniform helix
(A =0); (b) the path for a nonuniform helix (triangle in
Figs. 3 and 4) with three harmonics of deformation [Eq.
(6)].

H($) =tan '(r d@/dz), (2)

characterizes the tangent to the curve followed by the
fiber, and represents the angle between the local
waveguide and the helix axes. in momentum space,
H(g+ m/2) traces out a closed curve C corresponding
to the fiber path on the surface of a sphere. The solid
angle subtended by C with respect to the center of the
sphere is given by

2w&(C) = JI [1—cosH(g)]dg.

In the second experiment, the fiber was wound onto
a cylinder of a fixed radius to form a nonuniform
helix. The procedure was first to wrap a piece of paper
with a computer generated curve onto the bare
cylinder. Then the Teflon sleeve with the fiber inside
was laid on top of this curve. (To allow for variations
in fiber path while using a fiber of fixed length, we left
a straight section of fiber path at the output end, which
had a variable length. ) The solid angle in momentum
space could then be calculated from the curve by
unwrapping the paper onto a plane [see Figs. 1(b) and
2]. Let the horizontal axis of the paper, which was
aligned with respect to the axis of the cylinder, be the z
axis. Then the vertical axis represents rP, where r is
the radius of the cylinder and g= tan '(y/x) is the
azimuthal angle of a point on the curve with coordi-
nates (r @,z ). The local pitch angle from Fig. 1(b),
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Tomita	
  &	
  Chiao	
  (1986):	
  In	
  this	
  Leker,	
  we	
  report	
  an	
  experimental	
  study	
  of	
  the	
  op=cal	
  ac=vity	
  
arising	
  from	
  Berry's	
  phase	
  in	
  a	
  single-­‐mode	
  fiber.	
  ...	
  The	
  experiments	
  reported	
  here	
  are	
  
essen=ally	
  at	
  the	
  classical	
  level,	
  since	
  we	
  used	
  an	
  enormous	
  number	
  of	
  photons	
  in	
  a	
  single	
  
coherent	
  state.	
  

Haldane	
  (1986):	
  	
  ...	
  the	
  result	
  for	
  the	
  rota=on	
  of	
  polariza=on	
  of	
  light	
  in	
  noncoplanar	
  op=cal	
  
fibers	
  has	
  a	
  transparently	
  simple	
  geometrical,	
  classical	
  deriva=on.	
  Sugges=ons	
  ...	
  that	
  the	
  
effect	
  is	
  best	
  understood	
  quantum	
  mechanically	
  are	
  thus	
  misleading...	
  

Berry	
  (1990):	
  	
  
(i)	
  Where	
  in	
  Maxwell’s	
  theory	
  is	
  the	
  anholonomy?	
  

Réponse	
  :	
  la	
  propaga=on	
  de	
  la	
  lumière	
  dans	
  une	
  fibre	
  se	
  fait	
  en	
  suivant	
  	
  
les	
  lois	
  du	
  transport	
  parallèle	
  pour	
  la	
  polarisa=on	
  de	
  la	
  lumière	
  

(ii)	
  Why	
  is	
  it	
  so	
  tricky	
  to	
  understand	
  the	
  effect	
  classically,	
  yet	
  so	
  straighyorward	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  quantum-­‐mechanically?	
  	
  

Réponse	
  :	
  c’est	
  un	
  pseudo-­‐problème	
  ;	
  cf.	
  Feynman	
  :	
  «	
  The	
  photon	
  equa=on	
  	
  
is	
  just	
  the	
  same	
  as	
  Maxwell’s	
  equa=ons	
  »	
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  dans	
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  externes	
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  magné)que	
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Traitement	
  quan=que	
  complet	
  pour	
  un	
  atome	
  

Degré	
  de	
  liberté	
  externes	
  :	
  opérateurs	
  posi=on	
  et	
  impulsion	
  du	
  centre	
  de	
  masse	
  	
  r, p̂

Degré	
  de	
  libertés	
  internes	
  :	
  niveaux	
  d’énergie	
  électroniques	
  

on	
  se	
  limite	
  en	
  général	
  à	
  quelques	
  états	
  internes	
  per=nents	
  :	
  espace	
  de	
  dimension	
  finie	
  

par	
  exemple,	
  atome	
  «	
  à	
  deux	
  niveaux	
  »	
  :	
  	
   |gi, |ei

Hamiltonien	
  décrivant	
  l’évolu=on	
  de	
  l’ensemble	
  de	
  ces	
  degrés	
  de	
  libertés	
  :	
  

Ĥ
tot

=
p̂2

2M
⌦ 1̂

int

+ Ĥ
int

(r̂)

décrit	
  le	
  couplage	
  du	
  dipôle	
  	
  
atomique	
  au	
  rayonnement	
  

énergie	
  ciné=que	
  
du	
  centre	
  de	
  masse	
  



Base	
  «	
  habillée	
  »	
  locale	
  pour	
  les	
  variables	
  internes	
  	
  

En	
  tout	
  point	
  r	
  de	
  l’espace,	
  on	
  considère	
  la	
  base	
  propre	
  de	
  l’hamiltonien	
  interne	
  	
  Ĥint(r)

Ĥint(r)| n(r)i = En(r) | n(r)i

E

E1

E2

E3

posi=on	
  

Forme	
  générale	
  du	
  vecteur	
  d’état	
  de	
  l’atome	
  :	
  

 (r, t) =
X

n

�n(r, t)| n(r)i

�n(r, t) :	
  amplitude	
  de	
  probabilité	
  pour	
  trouver	
  l’atome	
  au	
  point	
  r	
  dans	
  l’état	
  interne	
  | n(r)i



L’hypothèse	
  de	
  suivi	
  adiaba=que	
  dans	
  ce	
  contexte	
  

E

E1

E2

E3

posi=on	
  

On	
  suppose	
  que	
  l’atome	
  est	
  préparé	
  sur	
  	
  
un	
  niveau	
  habillé	
  donné	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  et	
  que	
  	
  
les	
  vitesses	
  en	
  jeu	
  sont	
  suffisamment	
  faibles.	
  

A	
  tout	
  instant	
  t	
  ultérieur	
  :	
  

| `(r)i

Z
|�n(r, t)|2 d3r ⌧ 1 si n 6= `

 (r, t) =
X

n

�n(r, t)| n(r)i ⇡ �`(r, t)| `(r)i

Quelle	
  équa=on	
  du	
  mouvement	
  pour	
  l’amplitude	
  de	
  probabilité	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
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= Ĥ
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�+ Ĥ
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 (r, t)

et	
  on	
  projeke	
  sur	
  l’état	
  interne	
  	
  	
  | `(r)i
i~@�`
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= . . .



Poten=el	
  vecteur	
  et	
  poten=el	
  scalaire	
  effec=fs	
  (ou	
  ar=ficiels)	
  

i~@�`

@t
=

"
(p̂�A`(r))

2

2M
+ E`(r) + V`(r)

#
�`(r, t)

Equa=on	
  de	
  Schrödinger	
  projetée	
  sur	
  l’état	
  interne	
  	
  | `(r)i

Energie	
  du	
  niveau	
  
habillé	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
c’est	
  le	
  poten=el	
  	
  
dipolaire	
  «	
  habituel	
  »	
  
u=liser	
  pour	
  piéger	
  	
  
les	
  atomes	
  

| `(r)i
Poten=el	
  scalaire	
  
addi=onnel	
  :	
  
bonus	
  (ou	
  malus)	
  
résultant	
  de	
  	
  
l’approxima=on	
  
adiaba=que	
  

Energie	
  ciné=que	
  	
  
avec	
  poten=el	
  vecteur	
  	
  

A`(r) = i~h `|r `i

=	
  connexion	
  de	
  Berry	
  vue	
  
tout	
  au	
  long	
  de	
  ce	
  cours	
  

Ce	
  que	
  l’on	
  cherche	
  !	
  



Le	
  poten=el	
  scalaire	
  addi=onnel	
  	
  V`(r)

Calcul	
  explicite	
  :	
   V`(r) =
~2
2M

X

n 6=`

|hr `| ni|2

atome	
  couplé	
  à	
  la	
  lumière	
  :	
   V` ⇠
~2k2
2M

= Er énergie	
  de	
  recul	
  

Origine	
  physique	
  :	
  énergie	
  ciné=que	
  du	
  micromouvement	
  lié	
  aux	
  transi=ons	
  virtuelles	
  
depuis	
  l’état	
  interne	
  occupé	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  vers	
  les	
  autres	
  états	
  	
  | `(r)i | n(r)i

Traitement	
  quan=ta=f	
  :	
  on	
  introduit	
  l’opérateur	
  force	
  	
  

F̂ = �rr

⇣
Ĥ

tot

⌘
= �rr

⇣
Ĥ

int

(r)
⌘

on	
  remarque	
  que	
  ceke	
  force	
  fluctue	
  :	
  	
   hF̂
2
i 6= hF̂ i2

et	
  on	
  calcule	
  l’énergie	
  ciné=que	
  engendrée	
  par	
  ces	
  fluctua=ons.	
  



En	
  résumé	
  :	
  
degrés	
  de	
  liberté	
  	
  

internes	
  
| n(r)i

degrés	
  de	
  liberté	
  	
  
du	
  centre	
  de	
  masse	
  

r̂, p̂

Approxima=on	
  adiaba=que	
  :	
  
seul	
  un	
  état	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  peuplé	
  	
  

équa=on	
  de	
  Schrödinger	
  pour	
  
l’amplitude	
  de	
  probabilité	
   �`(r, t)

| `(r)i

Mais	
  l’existence	
  des	
  autres	
  états	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  est	
  essen=elle	
  :	
  

• 	
  Existence	
  d’un	
  poten=el	
  vecteur/champ	
  magné=que	
  ar=ficiel	
  (ce	
  que	
  l’on	
  recherche)	
  

B`(�) = i~
X

n 6=`

h `|rĤ| ni ⇥ h n|rĤ| `i
(E` � En)2

• 	
  Existence	
  d’un	
  poten=el	
  scalaire	
  ar=ficiel	
  (parfois	
  gênant,	
  mais	
  inévitable)	
  

V`(r) =
~2
2M

X

n 6=`

|hr `| ni|2

| n(r)i


