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Les fibrés et l'effet Hall quantique: 
introduction au nombre de Chern et aux états topologiques de la matière

Partie I



Propriétés locales et globales:

Chapitre 1

Géométrie vs Topologie



Le plan



Le plan La sphère



Variétés et courbure

Une variété est un objet (potentiellement) compliqué
Pour la décrire, on la recouvre de cartes

Le plan = 1 carte La sphère = 2 cartes

La sphere est caractérisée par une courbure non nulle

Le défaut du transport parallèle
est une mesure de la courbure

La courbure est une propriété locale (géométrique)

Ref. Nakahara
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Propriétés globales et la topologie

Le nombre de “trous” dans une surface est une propriété globale

Le théorème de Gauss-Bonnet: lien remarquable entre local et global
Le “genre”     est un invariant topologique

courbure (locale) invariant topologique (global)
Autre exemple dʼinvariant: le winding number

La topologie classe les objets sur base de leurs propriétés globales:
Deux objets appartiennent à des classes différentes 

sʼils ne peuvent être continument déformés lʼun en lʼautre

Ref: “Concepts abstraits et quantités numériques”
A. Connes, Bulletin de la SMF, 1987, tome 115



La phase de Berry:

Chapitre 2

En route vers les fibrés



La phase de Berry et lʼholonomie
Soit un système quantique décrit par lʼopérateur hamiltonien ,
Soit un état propre défini au point

La connexion de Berry

B. Simon (1983): “La phase de Berry est un défaut de transport parallèle

Construction du fibré: quelques notions

Espace de base:
Fibre:

Connexion (transport par.):
Section (                  ) : (=choix de la phase, ou de la jauge) 

M. Berry (1983)

défini sur un espace fibré!”

Courbure: (courbure de Berry) 
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(théorême de Stokes)

(cf. cours de J. Dalibard)
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La phase de Berry et lʼholonomie

La connexion de Berry

M. Berry (1983)

Espace de base:
Fibre:
Courbure: (courbure de Berry) 

Il sʼagit dʼapprofondir la notion de fibré...

... pour comprendre les propriétés topologiques associées à la courbure de Berry!

Généralisation du théorème de Gauss-Bonnet...?

? ... que représente lʼinvariant      ?



Les fibrés et le nombre de Chern

Chapitre 3

Remerciements à Pierre Bieliavsky (UCL) 



Un fibré est essentiellement... un patchwork

fibre }
"Patch"

}
fibré au dessus de = "Patchwork"

=

(trivialisation locale) “Colle”= functions de transitions       @

Un fibré est un espace construit sur une variété de base

(Wikipedia)

Localement, un fibré est un produit direct de lʼespace de base avec une fibre

Globalement, la structure peut être non triviale... selon le collage!



Construction dʼun fibré principal sur 

: espace de base
: la fibre définie au point

: la projection = surjection

fibre

=

Localement, un fibré est un produit direct de lʼespace de base avec la fibre
,

, : la fibre principale

Trivialisation locale:

: espace total



Fonctions de transition (le collage)

Trivialisation locale:
Trivialisation locale au point     : ,



Fonctions de transition (le collage)

Plaçons-nous dans une zone dʼintersection
Trivialisations locales au point     : et

Le collage est donné par les fonctions de transitions
Non-trivialité des fibrés:

trivialisation globale



Les sections locales
Champ de vecteurs sur une variété et lʼespace tangent

ex: champ de vitesse
un champ de vecteurs = 

Une section locale généralise la notion de vecteur pour un fibré

Il sʼagit dʼune application telle que

Plaçons-nous dans une zone dʼintersection :



Transport parallèle et connexion
Comment comparer des vecteurs situés en deux points? (ex: dérivation)

Solution: le transport parallèle!

On retrouve le concept de défaut de transport parallèle



Transport parallèle et connexion
On généralise ceci aux sections des fibrés

Le transport parallèle est réalisé par une connexion
Le défaut du transport parallèle autour dʼune boucle: lʼholonomie

On introduit la courbure:

(théorême de Stokes)

(Ref. Nakahara)



Connexions locales et compatibilité

Condition de compatibilité pour la connexion locale

Exemples de fibrés:

Classification?

invariant topologique?



Classification et nombre de Chern

Généralisation de Gauss-Bonnet

: nb de Chern

Trivialité: (      sans bord)



Illustration sur un exemple simple (mais utile)
Considérons un fibré U(1) sur la sphère:

(= lʼéquateur)

Lʼunique fonction de transition 

Nous choisissons la forme:

La relation de compatibilité sʼécrit

Le nombre de Chern se calcule aisément:

ne dépend que de lʼangle azimut



Retour à la physique:
Les fibrés en mécanique quantique

Chapitre 4



Lʼeffet Aharonov-Bohm par Wu-Yang (1975)

Dictionnaire de Wu et Yang: Lʼélectromagnétisme est essentiellement décrit par un fibré
Lʼespace Lʼespace de base
La liberté de la phase (jauge) La fibre
Fixer la jauge: choisir un état La section (locale)

La connexionLe potentiel électromagnétique
Le tenseur électromagnétique La courbure

Transformation de jauge Fonctions de transition



Le monopole de Dirac... à la Wu et Yang (1975)
Considérons un monopole magnétique au centre dʼune sphère

Calculons le flux magnétique à travers la sphère:
Impossible de définir un potentiel vecteur global:

Solutions: (1) On introduit des cordes de Dirac (Dirac, 1931), cf. cours de J. Dalibard
(2) On sʼinspire de la théorie des fibrés (Wu et Yang, 1975)



Le monopole de Dirac... à la Wu et Yang (1975)

Nouvelle interprétation de la quantification de la charge de Dirac

: nb de Chern



Lʼeffet Aharonov-Bohm par Wu-Yang (1975)

Dictionnaire de Wu et Yang: Lʼélectromagnétisme est essentiellement décrit par un fibré
Lʼespace Lʼespace de base
La liberté de la phase (jauge) La fibre
Fixer la jauge: choisir un état La section (locale)

La connexionLe potentiel électromagnétique
Le tenseur électromagnétique La courbure

Transformation de jauge Fonctions de transition



La phase de Berry par B. Simon (1983)

Dictionnaire de B. Simon: La phase de Berry est une holonomie (1983)
Lʼespace des paramètres Lʼespace de base
La liberté de la phase (jauge) La fibre
Fixer la jauge: choisir un état La section (locale)

La connexionLa connexion de Berry
La courbure de Berry La courbure

Transformation de jauge Fonctions de transition



Lʼeffet Hall quantique:
Le nombre de Chern et les phases topologiques

Chapitre 5



Lʼeffet Hall quantique (IQHE) et le nombre de Chern
1980: Découverte de lʼeffet Hall quantique (K. von Klitzing)

E

kxky

champ magnétique 

1982: Expression de Thouless-Kohmoto-Nightingale-Nijs (TKNN)



Lʼeffet Hall quantique (IQHE) et le nombre de Chern
1982: Expression de Thouless-Kohmoto-Nightingale-Nijs (TKNN)

1983: B. Simon [+ Avron & Seiler] relie TKNN au nombre de Chern

: courbure de Berry sur le fibré (    ,        )

E

1988: D. Haldane propose un modèle pour lʼeffet Hall quantique...
... sans champ magnétique!

IQHE est un effet topologique!
kxky



Le réseau en nid dʼabeilles

: régime liaisons fortes
(cf. cours de Jean)

Th. de Bloch:

Structure de vortex:



Le modèle de Haldane (1988)

On introduit des coordonnées sphèriques
Nb de Chern associé à la bande inférieure?



Le modèle de Haldane (1988)

singularitéTransformation de jauge

: on retombe sur un monopole!

Prenons le paramètre : et

(de charge g=1/2)
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