
Chapitre 3

Réseaux optiques dans le régime des liaisons fortes
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Les ondes de Bloch décrites au cours précédent sont au mouvement
dans un potentiel périodique ce que les ondes planes sont au mouvement
d’une particule libre. États propres de l’hamiltonien et de l’opérateur trans-
lation, elles sont délocalisées dans tout l’espace. Elles forment une base or-
thogonale de l’espace des états, qu’on peut normaliser au sens habituel des
bases continues en imposant

∫ +∞

−∞
ψ∗n,q(x)ψn′,q′(x) dx = δn,n′ δ(q − q′), (3.1)

où le premier δ, portant sur l’indice de bande n, est un symbole de Kro-
necker et le second δ, portant sur le quasi-moment q, une distribution de
Dirac. On s’est placé ici à une dimension pour simplifier les notation, mais
l’extension à plusieurs dimensions est immédiate.

Pour de nombreux problèmes, il est utile d’introduire une deuxième
base de l’espace de Hilbert, elle aussi orthonormée et constituée de fonc-
tions localisées au voisinage des minima locaux du réseau (« sites ») ap-
pelées fonctions de Wannier (Wannier 1937). L’hamiltonien à une particule
écrit dans la base des fonctions de Wannier est très intuitif : il correspond
à des termes de sauts entre sites plus ou moins proches, dont l’amplitude
dépend de la hauteur des barrières de potentiel entre puits.

Dans la limite des liaisons fortes, qui correspond pour le potentiel sinu-
soïdal V0 sin2(kx) à la situation où V0 est grand devant l’énergie de reculEr,
on peut se limiter à des sauts entre sites adjacents. Nous étudierons cette
limite, en nous plaçant dans la situation où seule une bande d’énergie, la
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RÉSEAUX OPTIQUES DANS LE RÉGIME DES LIAISONS FORTES § 1. Les fonctions de Wannier

bande fondamentale par exemple, contribue de manière significative à la
dynamique. On obtient alors l’hamiltonien de Hubbard , qui permet d’illus-
trer de nombreux phénomènes physiques. Nous montrerons en particulier
comment prendre en compte les interactions entre particules dans le cadre
de ce modèle, et nous donnerons quelques exemples de formes de bandes
d’énergie très intéressante qui apparaissent pour des réseaux de forme plus
complexe que le simple cas sinusoïdal.

1 Les fonctions de Wannier

1-1 Une nouvelle base

Pour définir la base des fonctions de Wannier, on commence par se don-
ner une série de points équidistants xj , j ∈ Z, séparés les uns des autres
par la distance a. Dans la suite, nous prendrons ces points aux minima du
potentiel V (x) : xj = ja = jλ/2. On définit alors la fonction de Wannier
wj,n pour la bande n par :

wn,j(x) =
( a

2π

)1/2 ∫ +π/a

−π/a
ψn,q(x) e−ijaq dq, (3.2)

Il est immédiat de montrer à partir de la définition (3.2) que les fonctions de
Wannier wn,j se déduisent les unes de autres (à n donné) par translation :

wn,0(x− ja) = wn,j(x). (3.3)

Il suffit donc de caractériser les fonctions de Wannier wn,0(x) pour les
connaître toutes. La définition (3.2) peut s’inverser pour donner 1

ψn,q(x) =
( a

2π

)1/2∑

j∈Z
wn,0(x− ja) eijaq, (3.5)

1. On utilise pour les fonctions en jeu ici la relation∑
j∈Z

eiqja = (2π/a) δ(q). (3.4)

où la distribution δ(q) est à un élément du réseau réciproque près (les multiples de 2π/a à
1D).

et, pour la partie périodique un,q des ondes de Bloch :

un,q(x) =
( a

2π

)1/2∑

j∈Z
wn,0(x− ja) e−iq(x−ja). (3.6)

La définition des fonctions de Wannier dépend de la phase qu’on donne
à chaque onde de Bloch, cette phase étant à ce stade arbitraire. Pour un po-
tentiel symétrique par réflexion [V (x) = V (−x)] et pour des bandes d’éner-
gie In disjointes, Kohn (1959) a montré qu’il y a un choix unique pour cette
phase qui garantit que la fonction de Wannier (i) est réelle, (ii) est paire ou
impaire vis à vis de x = 0 ou x = a/2, (iii) décroît exponentiellement vite à
l’infini. Pour le réseau en sin2(kx), un choix de phase pertinent correspond
à prendre ψn,q(0) réel positif pour tout q si n est pair, et dψn,q/dx|x=0 réel
positif si n est impair. Ceci entraine

ψn,q(−x) = ψ∗n,q(x) = ψn,−q(x). (3.7)

On vérifie alors à partir de la définition (3.2) que la fonction de Wannier
w0,0(x) est paire vis à vis de x = 0. Les fonctions de Wannier associées au
site j = 0 pour plusieurs valeurs du potentiel V0 sont tracées sur la figure
3.1. Pour un potentiel nul, cette fonction de Wannier est proportionnelle 2

à sinc(kx).

En utilisant le fait que les fonctions de Bloch forment une base ortho-
normée de l’espace des fonctions de carré sommable de la variable x, on
peut facilement vérifier en utilisant (3.2-3.5) que l’ensemble des fonctions
de Wannier forme lui aussi une base orthonormée de l’espace des fonc-
tions : ∫

wn,j(x)wn′,j′(x) dx = δn,n′ δj,j′ . (3.8)

Notons que chaque fonction de Wannier wn,j(x) doit nécessairement
prendre des valeurs positives et négatives, pour assurer l’orthogona-
lité entre elle-même et la fonction de Wannier décalée d’une quantité a,
wn,j±1(x).

2. Elle ne décroît pas exponentiellement à l’infini car l’hypothèse de W. Kohn de bandes
d’énergie disjointes n’est pas vérifiée.
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Fonctions de Wannier pour la bande fondamentale
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FIGURE 3.1. Fonctions de Wannier w0,0(x) en fonction de kx/π pour le potentiel
périodique V (x) = V0 sin2(kx). De gauche à droite, et de haut en bas : V0/Er =(0,
0.5, 1) ; (2, 4, 8) ; (12,16,20). Les pointillés indiquent la fonction de Wannier dé-
calée d’un site (w0,−1(x)).

1-2 Fonctions de Wannier dans l’espace réciproque

Définissons la transformée de Fourier w̃n(κ) de la fonction de Wannier
centrale wn,0(x) :

w̃n(κ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
wn,0(x) e−ixκ dx. (3.9)

Il est alors assez simple de montrer que cette fonction est directement reliée
au développement de la fonction de Bloch sur la base des ondes planes.
Plus précisément, on a

ψn,q(x) =
1√
a

∑

j∈Z
w̃n(q + 2πj/a) eix(q+2πj/a). (3.10)

On pourra prouver ce résultat soit en reportant la définition (3.2) dans la
transformée de Fourier (3.9), soit en utilisant la formule sommatoire de
Poisson.

Cette formule donne un nouvel éclairage sur les fonctions de Wannier :
le module carré de leur transformée de Fourier donne le poids des dif-
férentes composantes du peigne d’impulsion qui forme chaque fonction
de Bloch. Notons qu’en absence de réseau, on sait que les fonctions de
Bloch sont des ondes planes : une seule dent du peigne est non nulle ; par
exemple, pour la bande fondamentale, ψ0,q(x) ∝ eixq pour q dans l’inter-
valle ] − π/a,+π/a] correspondant à la zone de Brillouin. La transformée
de Fourier w̃0(κ) est alors une fonction créneau, constante sur cet intervalle
[égale à (a/2π)1/2] et nulle partout ailleurs.

1-3 L’hamiltonien en termes de fonctions de Wannier

Dans la base des fonctions de Bloch, l’hamiltonien décrivant le mouve-
ment d’une particule est par définition diagonal

H =
∑

n

∫ +π/a

−π/a
dq En(q) |ψn,q〉〈ψn,q| =

∑

n

∫
dq En(q) â†n,qân,q, (3.11)

où nous avons adopté dans le membre de droite une notation en seconde
quantification, plus commode pour traiter ultérieurement les problèmes
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d’interaction entre particules. Dans cette notation, l’opérateur ân,q détruit
une particule dans l’onde de Bloch ψn,q .

Le changement de base (3.5), qui s’écrit en seconde quantification

ân,q =
( a

2π

)1/2∑

j

eijaq b̂n,j , (3.12)

où b̂n,j détruit une particule dans la fonction de Wannier wn,j , conduit à
l’expression suivante pour l’hamiltonien :

Ĥ =
∑

n

∑

j,j′

Jn(j − j′) b̂†n,j b̂n,j′ . (3.13)

L’interprétation de cet hamiltonien est simple : il décrit le saut de la parti-
cule du site xj′ = j′a vers le site xj = ja avec l’amplitude Jn(j − j′) qui
dépend que la bande n considérée et de la distance entre les deux sites.
Par construction, Jn(j− j′) est égal à l’élément de matrice de l’hamiltonien
entre deux fonctions de Wannier

Jn(j) =

∫
w∗n,j(x)

(
p̂2

2m
+ V (x)

)
wn,0(x) dx, (3.14)

et vérifie la propriété
Jn(−j) = J∗n(j), (3.15)

qui garantit que Ĥ dans (3.13) est hermitien. Si les fonctions de Wannier
peuvent être choisies réelles, Jn(j) est également réel et Jn(−j) = Jn(j).

L’élément de matrice Jn(j) s’écrit en fonction des énergies En(q) :

Jn(j) =
a

2π

∫ +π/a

−π/a
dq En(q) eijaq, (3.16)

relation qui peut s’inverser pour donner

En(q) =
∑

j∈Z
Jn(j) e−ijaq, (3.17)

= 2

∞∑

j=1

Jn(j) cos(j aq), (3.18)

où la deuxième ligne est vraie si les fonctions de Wannier peuvent être choi-
sies réelles. Bandes d’énergies et amplitudes de sauts entre voisins (plus
ou moins proches) sont donc reliées par des relations de type transformée
de Fourier. Le coefficient Jn(0) correspond simplement à la moyenne uni-
forme de l’énergie En(q) sur la zone de Brillouin.

1-4 Le cas multi-dimensionnel

Considérons une particule mobile à trois dimensions dans le potentiel
périodique

V (r) = V0 sin2(kx) + V ′0 sin2(ky) + V ′′0 sin2(kz). (3.19)

Comme l’hamiltonien peut s’écrire comme la somme Ĥx + Ĥy + Ĥz , on
peut chercher ses états propres sous la forme de produits d’ondes de Bloch
selon chacune des directions :

Ψn,q(r) = ψnx,qx(x) ψny,qy (y) ψnz,qz (z), (3.20)

le quasi-moment q étant choisit dans la première zone de Brillouin qui est
dans ce cas un cube centré en 0 et de côté 2π/a.

On peut définir comme pour le cas uni-dimensionnel des fonctions de
Wannier associées à chaque site du réseau cubique ja = (jx, jy, jz)a :

wn,j(r) =
( a

2π

)3/2 ∫

Z.B.

Ψn,q(r) d3q = wnx,jx(x) wny,jy (y) wnz,jz (z).

(3.21)
On peut de même définir et calculer les éléments de matrice de l’hamilto-
nien entre deux fonctions de Wannier quelconques :

〈wn,j |Ĥ|wn′,j′〉 =

∫
wn,j(r)(Ĥx + Ĥy + Ĥz)wn′,j′(r) d3r. (3.22)

Comme à 1D, ces coefficients ne sont non nuls que si n = n′ : les « sauts »
d’un site à l’autre ne se font qu’à l’intérieur d’une même bande, ce qui est
naturel puisque ces bandes correspondent à des sous-espaces propres de
l’hamiltonien. Un autre résultat, plus surprenant à première vue, apparaît
quand on évalue (3.22) : les sauts ne peuvent se faire que selon les axes
du réseau. En effet, l’élément de matrice (3.22) s’écrit comme la somme de
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trois termes provenant des contributions de Ĥx, Ĥy , Ĥz , la contribution de
Ĥx par exemple s’écrivant

(∫
wnx,jxĤxwnx,j′x

dx

)
δjy,j′y δjz,j′z = Jnx(jx − j′x) δjy,j′y δjz,j′z. (3.23)

Les sauts selon les diagonales du réseau sont bien sûr présents in fine dans
cette description, mais ils résultent de combinaisons de sauts selon les axes
x, y, z. Cette remarque indique qu’il faut se méfier du caractère apparem-
ment très intuitif des fonctions de Wannier : ce sont des outils de calcul
puissants, en particulier dans le cas des potentiels fortement modulés que
nous allons étudier ci-dessous, mais ils ont également certains aspects dé-
routants ; nous en verrons un autre exemple plus loin lorsque nous discu-
terons les conséquences de l’arbitraire de phase des fonctions de Bloch.

2 Potentiel sinusoïdal fortement modulé

Intéressons-nous maintenant au cas important en pratique des poten-
tiels à forte modulation V0 � Er. Dans cette limite, on s’attend à ce que
l’influence de l’effet tunnel, qui permet à une particule de sauter d’un puits
à un puits voisin même si son énergie est inférieure à V0, devienne de plus
en plus faible. Si l’effet tunnel joue un rôle négligeable, on prévoit que les
niveaux d’énergie seront similaires à ceux de chaque puits individuel, au
moins pour les énergies E � V0. Les bandes d’énergie doivent donc s’affi-
ner, pour tendre vers des niveaux d’énergie discrets.

2-1 Largeur des bandes permises

L’étude quantitative des états propres et des énergies associées confirme
ce scénario. Commençons par regarder comment la largeur Wn des bandes
varie avec V0. Cette variation est tracée sur la figure 3.2 pour les quatre pre-
mières bandes d’énergie et on y voit une décroissance rapide de Wn avec
V0. Dans la limite des grands V0, on peut établir une expression analytique
approchée pour les largeurs des bandes les plus basses (Campbell 1955).
En particulier, on obtient pour la bande fondamentale une décroissance
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FIGURE 3.2. Courbes continues : largeur Wn des trois premières bandes d’énergie
du potentiel sinusoïdal en fonction de V0, en coordonnées linéaires (à gauche) et
logarithmiques (à droite). La courbe en tiret est la valeur asymptotique (3.24) pour
la largeur de la bande fondamentale.

exponentielle de la largeur avec (V0/Er)
1/2 :

W0

Er
≈ 16√

π

(
V0
Er

)3/4

exp

[
−2

(
V0
Er

)1/2
]
, (3.24)

prédiction tracée en ligne tiretée sur la figure (3.2). La précision relative de
cette approximation est meilleure que 20% dès que V0 > 10Er.

2-2 Eléments de matrice des sauts entre voisins

À cette réduction de la largeur des bandes les plus basses est associée
une localisation de plus en plus forte des fonctions de Wannier, clairement
visible sur la figure 3.1. Cette forte localisation des fonctions de Wannier
a elle-même une conséquence sur les amplitudes de sauts Jn(j) qui carac-
térisent l’hamiltonien (3.13). Si les fonctions de Wannier wn,0(x) et wn,j(x)
ne prennent pas de valeurs significatives en une même région de l’espace,
l’amplitude de saut Jn(j) donnée en (3.14) est négligeable. Plus précisé-
ment, on peut montrer que l’amplitude Jn(j) décroît exponentiellement
avec la distance j, avec la même distance caractéristique que la fonction de
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FIGURE 3.3. Éléments de matrice associés aux sauts de longueur j, en fonction de
V0.

Wannier elle-même. Quand V0/Er augmente, les amplitudes Jn(j) (j ≥ 2)
pour les sauts « à longue portée » de longueur j décroissent donc plus vite
que l’amplitude Jn(1) des sauts entre proches voisins. On a tracé sur la
figure 3.3 la variation des éléments de matrice associés aux sauts J0(j)
ainsi que les rapports J0(j)/J0(1) pour les premières valeurs de j, en se
limitant à la bande fondamentale n = 0. On note en particulier que pour
V0 & 10Er, tous les éléments de matrice pour les sauts « distants », c’est-à-
dire j > 1, sont inférieures à 1% de l’élément de matrice pour un saut entre
proches voisins (j = 1). Si on considère que dans cette situation les am-
plitudes J0(j) (j ≥ 2) peuvent être négligées, on réalise alors le régime des
liaisons fortes, où la dynamique des atomes dans le réseau est régie quasi-
exclusivement par les sauts entre proches voisins.

Quand la largeur de w0,0(x) devient très petite devant la période a du
potentiel, au plus un terme de la somme (3.5) contribue en un point x
donné. On en déduit que dans ce cas asymptotique, la distribution de pro-
babilité |ψn,q(x)|2 ne dépend pas de q et est à peu près égale à la somme de
la distribution de probabilité des fonctions de Wannier.

2-3 Spectre de liaisons fortes

Considérons le cas limite des très grands V0, pour lequel l’effet tunnel
entre puits voisins devient très faible, au moins pour les énergies permises
les plus basses. On peut alors étudier le spectre du mouvement d’une par-
ticule en linéarisant le potentiel de piégeage au voisinage du fond du po-
tentiel, soit pour le puits centré sur x = 0 :

kx� 1 ⇒ V (x) ≈ V0k2x2. (3.25)

En fait, pour |kx| = 1/2, cette approximation harmonique est valable avec
une précision de 10%. On obtient alors un hamiltonien d’oscillateur har-
monique, de pulsation ω telle que

~ω = 2
√
V0Er, (3.26)

avec un spectre en (n + 1/2)~ω. Une condition nécessaire pour que cette
approximation harmonique soit valable pour les premiers niveaux de l’os-
cillateur est que l’extension de l’état fondamental

aoh = (~/mω)
1/2 (3.27)

vérifie l’hypothèse de (3.25), kaoh � 1, ce qui peut encore s’écrire

kaoh = (Er/V0)
1/4 � 1. (3.28)

On a alors la succession d’inégalités :

Er � ~ω � V0. (3.29)

Le critère (arbitraire) kaoh ≤ 1/2 entraîne V0/Er ≥ 16, ou encore ω ≥ 8ωr.
Avec cette contrainte « minimale », on trouve deux états liés (E0 ≈ 4Er,
E1 ≈ 12Er) à l’intérieur de chaque puits de potentiel.

On a tracé pour n = 1, 2 sur la figure 3.4 (gauche) le module carré
du produit scalaire entre la fonction de Wannier wn,0(x) et l’état attendu
pour un potentiel harmonique, la fonction de Hermite Hn(x). Pour la
bande fondamentale, ce recouvrement prend très vite des valeurs proches
de 1 (> 0.97 pour V0/Er > 3). La figure 3.4 (droite) compare les éner-
gies moyennes des deux premières bandes Ēn = Jn(0), avec la prédiction
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FIGURE 3.4. Gauche : recouvrement |〈Hn|wn,0〉|2 entre les fonctions de Wannier
wn,0(x) et les fonctions de Hermite Hn(x). Droite : énergies moyennes Ēn =
Jn(0), comparées à la valeur attendue pour un puits harmonique (n+ 1/2)~ω.

(n+ 1/2)~ω. Les énergies moyennes réelles sont inférieures à la prédiction
harmonique (d’une quantité ∼ Er), ce qui s’explique bien en considérant
la première correction « sub-harmonique » au potentiel sin2(kx).

Dans la suite, nous utiliserons fréquemment l’expression approchée
pour la fonction de Wannier de la bande fondamentale w0,0(x) ≈ H0(x),
ce qui s’écrit explicitement

w0,0(x) ≈ 1

(πa2oh)1/4
e−x

2/(2 a2oh). (3.30)

3 Hamiltonien de Hubbard

Dans le cas d’un potentiel de forte modulation, on peut souvent se li-
miter à des états qui appartiennent à la bande fondamentale. Ceci corres-
pond à une diminution considérable de l’espace de Hilbert et permet de
simplifier fortement les notations et les calculs. Nous allons détailler ici
les principaux ingrédients de cette approche sur le cas très simple du po-
tentiel en V0 sin2(kx) que nous avons considéré jusqu’à maintenant. Nous
verrons comment introduire les interactions dans ce formalisme et nous

illustrerons leur rôle sur une expérience remarquable, la mise en évidence
de paires d’atomes liées, bien qu’étant en interaction répulsive.

Notons que le potentiel sinusoïdal considéré dans ce paragraphe a la
particularité de n’avoir qu’un site dans sa cellule unité, ce qui rend le trai-
tement de la physique à une particule très simple. Nous reviendrons un
peu plus tard sur ce modèle de Hubbard dans le cas un peu plus compli-
qué (et plus riche) de cellules unités à deux sites.

3-1 L’hamiltonien à une particule (pas d’interaction)

Plaçons-nous donc dans cette approximation et supposons de plus que
seuls les éléments de matrice Jn=0(j = 0) (sur site) et Jn=0(j = 1) (entre
proches voisins) prennent des valeurs significatives. Le terme Ē0 = J0(0)
est une constante donnant l’énergie sur site, que nous décalerons à partir
de maintenant à Ē0 = 0. En posant

J = −Jn=0(j = 1), J étant alors positif, (3.31)

l’hamiltonien est alors très simple

Ĥ = −J
(
T̂ + T̂ †

)
(3.32)

où T̂ est l’opérateur qui translate la particule d’un site vers la droite :

T̂ =
∑

j∈Z
|wj+1〉〈wj |. (3.33)

Nous avons noté les fonctions de Wannierwj ≡ w0,j puisque nous limitons
notre espace de travail à la bande n = 0. Nous utiliserons aussi une écriture
du même hamiltonien en seconde quantification :

Ĥ = −J
∑

j

b̂†j+1b̂j + h.c., (3.34)

où b̂†j crée une particule sur le site j avec la fonction d’onde wj(x).

Dans ce modèle de Hubbard, représenté graphiquement sur la figure
3.5, la seule fonction périodique sur le réseau est dans cette approximation
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FIGURE 3.5. Représentation graphique du modèle de Hubbard 1D décrit par l’ha-
miltonien (3.34) à gauche, et spectre correspondant à droite (cf. eq. (3.38)).

à une bande :
|u〉 =

∑

j

|wj〉 (3.35)

et les états de Bloch sont de la forme

|ψq〉 =
∑

j

eijaq|wj〉. (3.36)

Si on reporte cette forme dans l’équation aux valeurs propres pour l’hamil-
tonien, on obtient l’équation très simple

−J
(
eiaq + e−iaq

)
= E (3.37)

c’est-à-dire
E(q) = −2J cos(aq), (3.38)

Le spectre E0(q) ≡ E(q) de la bande fondamentale est donc sinusoïdal
dans ce cas, ce qui était prévisible puisqu’on ne garde qu’une seule de ses
composantes de Fourier dans (3.17).

La bande fondamentale a pour largeur 3 4J . Cette largeur peut être
identifiée avec l’expression approchée (3.24) obtenue dans la limite V0 �
Er, ce qui fournit l’expression approchée de J

J

Er
≈ 4√

π

(
V0
Er

)3/4

exp

[
−2

(
V0
Er

)1/2
]
. (3.39)

3. Dans le cas carré à 2D (cubique à 3D), chaque atome a 4 (6) proches voisins, et la largeur
de cette bande devient 8J (12J).

3-2 Le signe du coefficient tunnel

Nous avons indiqué lors de la définition de l’élément de matrice tunnel
J du modèle de liaisons fortes [cf. (3.31)] que ce coefficient est toujours
positif. Ceci entraîne que l’état de Bloch |ψq=0〉, d’énergie −2J est l’état
fondamental de la particule sur le réseau. Au contraire, si J était négatif,
l’état fondamental serait |ψq=k〉, d’énergie +2J .

Pour prouver cette propriété, utilisons le théorème de Sturm–Liouville.
Restreignons-nous à un réseau de taille finie L (multiple de a). Le potentiel
V (x) étant régulier, on sait qu’on peut classer les états propres de l’hamil-
tonien par énergie croissante en fonction du nombre de leur nœuds : l’état
fondamental n’a pas de zéro, le premier état excité a un nœud, etc. Dans
un double puits par exemple, l’état antisymétrique est toujours au dessus
de l’état symétrique. Or la fonction de bord de bande ψk(x) vérifie

ψk(x) =
∑

j

(−1)jwj(x) ⇒ ψk(x+ a) = −ψk(x). (3.40)

Cette fonction s’annule donc nécessairement entre 0 et a. Sur le segment de
longueur L = Na, elle a au moinsN nœuds et ne peut pas être l’état fonda-
mental. J ne peut donc pas être négatif. Nous verrons plus tard que cette
conclusion peut être invalidée si on élargit la classe des hamiltoniens dis-
ponibles en considérant des potentiels dépendant explicitement du temps.

3-3 Les interactions dans le modèle de Hubbard

Décrivons maintenant comment les interactions entre particules sont
prises en compte dans ce modèle de liaisons fortes, avec une dynamique
restreinte à la bande fondamentale. Nous prendrons l’exemple de bosons
sans spin, mais le formalisme s’étend sans difficulté au cas d’un gaz de
fermions non polarisés.

L’hamiltonien d’interaction à courte portée (onde s pour des bosons)
vaut dans l’approximation du pseudo-potentiel

Ĥint =
g

2

∫
Ψ̂†(x) Ψ̂†(x) Ψ̂(x) Ψ̂(x) dx, (3.41)
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où l’opérateur champ ψ̂(x) détruit une particule au point x. Cet opérateur
s’écrit en termes des fonctions de Wannier

Ψ̂(x) =
∑

n,j

wn,j(x) b̂n,j . (3.42)

Quand on insère ce développement dans (3.41), on obtient une expres-
sion compliquée, faisant intervenir des termes qui couplent les différentes
bandes et les différents sites du réseau :

Ĥint =
g

2

∑

n1,j1

∑

n2,j2

∑

n3,j3

∑

n4,j4

b̂†n3,j3
b̂†n4,j4

b̂n1,j1 b̂n2,j2

×
∫
wn1,j1(x) wn2,j2(x) wn3,j3(x) wn4,j4(x) dx (3.43)

Toutefois, pour un réseau profond (V0 � Er) et si on exclut le voisinage
d’une résonance de Feshbach, l’énergie d’interaction par atome reste petite
devant l’écart ~ω entre la bande fondamentale et la première bande excitée.
Ceci conduit à deux simplifications successives :

– On peut restreindre le développement de Hint à la bande fondamen-
tale n = 0, comme on l’a fait pour l’énergie cinétique. La somme
sur n1, n2, n3, n4 disparait de (3.43) et on ne garde plus que le terme
n1 = n2 = n3 = n4 = 0.

– Dès que la profondeur du réseau dépasse une dizaine de Er, le re-
couvrement entre deux fonctions de Wannier sur deux sites différents,
w0,j(x) et w0,j′(x), devient négligeable (voir figure 3.1). L’intégrale sur
x apparaissant dans (3.43) ne prend donc des valeurs significative-
ment différentes de 0 que si tous les indices j qui y figurent sont égaux
entre eux. L’intégrale résultante

∫
w4

0,j(x) dx (3.44)

est alors indépendante de j, puisque la fonction w0,j est simplement
la translatée de w0,0 par la distance ja.

Le développement de Ĥint est alors considérablement simplifié. Il ne reste
plus que les termes décrivant l’interaction sur site et le résultat s’écrit :

Ĥint ≈
U

2

∑

j

n̂j (n̂j − 1) , (3.45)

où on a introduit l’opérateur nombre de particules sur le site j, n̂j = b̂†j b̂j
et utilisé b̂†j b̂

†
j b̂j b̂j = b̂†j b̂j b̂

†
j b̂j − b̂†j b̂j = n̂2j − n̂j . Notons qu’on a omis ici

d’écrire l’indice de bande n puisqu’on se restreint à n = 0. L’énergie U est
l’énergie à fournir pour mettre deux atomes sur le même site ; elle s’écrit
explicitement

U = g

∫
w4

0,0(x) dx ≈ g√
2π aoh

, (3.46)

où nous avons utilisé l’approximation gaussienne (3.30) pour la fonction
de Wannier de la bande fondamentale.

Comme nous l’avons indiqué, le formalisme présenté ici porte sur des
bosons sans spin. Indiquons sans démonstration (elle est simple à établir)
comment l’expression (3.47) est modifiée pour un gaz de fermions de spin
1/2, toujours en interaction à courte portée :

Ĥint ≈ U
∑

j

n̂j,↑n̂j,↓. (3.47)

Les opérateurs n̂j,↑ et n̂j,↓ ont pour valeurs propres 0 et 1, puisqu’on ne
peut pas mettre plus d’un fermion dans un état donné, en l’occurrence la
fonction de Wannier wj avec un certain état de spin.

Les calculs ci-dessus ont été menés pour un réseau 1D. Ils se transposent
directement au cas 3D pour un réseau cubique et on obtient

U (3D) =
g(3D)

(
√

2π aoh)3
. (3.48)

Le couplage g(3D) s’exprime en terme de la longueur de diffusion ad sous
la forme

g(3D) =
4π~2ad
m

, (3.49)

et (3.48) s’écrit alors

U (3D)

Er
=

√
8

π
kad

(
V0
Er

)3/4

. (3.50)

Discutons maintenant la valeur de ce coefficient U . Nous ferons cette
discussion dans le cas 3D puisque nous avons l’expression explicite (3.50)
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à notre disposition. En dehors d’une résonance de Feshbach, la longueur
de diffusion a une échelle nanométrique (3 nm pour 23Na, 5 nm pour 87Rb).
Puisque la lumière utilisée pour le réseau a une longueur d’onde λ micro-
métrique, le produit kad = 2πad/λ est petit, entre 10−2 et 10−1. Le pro-
duit V0/Er ne dépasse en général pas quelques dizaines : au delà de cette
valeur, l’effet tunnel entre sites devient complètement négligeable et le ré-
seau n’est plus qu’une collection de pièges indépendants. Le coefficient U
est donc en général plus petit que l’énergie de recul. Rappelons par ailleurs
qu’il est important que Unj(nj−1)/2 reste petit devant ~ω = 2

√
V0Er pour

que la restriction à la bande fondamentale soit légitime.

Cette valeur relativement faible U . Er n’empêche pas aux interactions
de pouvoir jouer un rôle considérable et de faire apparaître un état fonda-
mental fortement corrélé (Jaksch et al. 1998). Pour comprendre ce point,
il faut comparer la force de ces interactions, caractérisée par U , à l’éner-
gie cinétique, caractérisée par le coefficient tunnel J . Les effets à N corps
deviennent importants quand les interactions prennent le pas sur l’éner-
gie cinétique, et cela peut se produire pour des réseaux relativement peu
profonds, en raison de la décroissance exponentielle du coefficient J avec
V0/Er [cf. eq. (3.39)].

En résumé, la mise en place d’un réseau optique permet de cumuler
deux effets favorisant la physique à N corps :

– Il réduit fortement le terme d’énergie cinétique, grâce à la décroissance
exponentielle de J avec V0/Er [cf. eq. (3.39)].

– Il augmente modérément le terme d’interaction, grâce à la croissance
en loi de puissance de U avec V0/Er [cf. eq. (3.50)].

3-4 Illustration : les paires répulsives liées

Cette compétition entre énergie cinétique et énergie d’interaction a été
mise en évidence à de multiples reprises dans les réseaux optiques au cours
des dix dernières années 4. La manifestation la plus célèbre est probable-
ment la transition de phase entre le régime superfluide et le régime isolant

4. Cette compétition se produit aussi dans un gaz uniforme ; pour un fluide de densité ρ,
correspondant à une distance moyenne entre particules ` = ρ−1/3, on peut évaluer une éner-
gie cinétique caractéristique ~2/(m`2). Cette dernière doit être comparée à l’énergie d’interac-
tion qui vaut à un facteur multiplicatif près ~2adρ/m. Le rapport entre ces deux énergies fait
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Throughout physics, stable composite objects are usually formed
by way of attractive forces, which allow the constituents to lower
their energy by binding together. Repulsive forces separate par-
ticles in free space. However, in a structured environment such as a
periodic potential and in the absence of dissipation, stable com-
posite objects can exist even for repulsive interactions. Here we
report the observation of such an exotic bound state, which
comprises a pair of ultracold rubidium atoms in an optical lattice.
Consistent with our theoretical analysis, these repulsively bound
pairs exhibit long lifetimes, even under conditions when they
collide with one another. Signatures of the pairs are also recog-
nized in the characteristic momentum distribution and through
spectroscopic measurements. There is no analogue in traditional
condensed matter systems of such repulsively bound pairs, owing
to the presence of strong decay channels. Our results exemplify the
strong correspondence between the optical lattice physics of
ultracold bosonic atoms and the Bose–Hubbard model1,2—a link
that is vital for future applications of these systems to the study of
strongly correlated condensed matter and to quantum
information.
Cold atoms loaded into a three-dimensional (3D) optical lattice

provide a realization of a quantum lattice gas1,2. An optical lattice can
be generated by pairs of counterpropagating laser beams, where the
resulting standing wave intensity pattern forms a periodic array of
microtraps for the cold atoms, with period a given by half the
wavelength of the light, l/2. The periodicity of the potential gives
rise to a band structure for the atom dynamics with Bloch bands
separated by bandgaps, which can be controlled by the laser param-
eters and beam configuration. The dynamics of ultracold atoms
loaded into the lowest band of a sufficiently deep optical lattice is well
described by the Bose–Hubbard model with hamiltonian1,3:

Ĥ¼2J
ki;jl

X
b̂
†

i b̂j þ
U

2 i

X
n̂iðn̂i 2 1Þþ

i

X
1in̂i ð1Þ

Here b̂i (b̂i
†) are destruction (creation) operators for the bosonic

atoms at site i, and n̂i ¼ b̂i
† b̂i is the corresponding number operator.

J/" denotes the nearest-neighbour tunnelling rate, U the on-site
collisional energy shift, and 1i the background potential. The high
degree of control available over the parameters in this system—for
example, changing the relative values ofU and J by varying the lattice
depth, V0—has led to seminal experiments on strongly correlated
gases in optical lattices. These experiments include the study of
the superfluid–Mott insulator transition4, the realization of one-
dimensional (1D) quantum liquids with atomic gases5,6 (see also refs
7 and 8), and the investigation of disordered systems9. 3D optical
lattices have also opened new avenues in cold collision physics and
chemistry10–13.
A striking prediction of the Bose–Hubbard hamiltonian (equation

(1)) is the existence of stable repulsively bound atom pairs. These are
most intuitively understood for strong repulsive interaction

jUj .. J, U . 0, where an example of such a pair is a state of two
atoms occupying a single site, j2il ; ðb̂†2i jvaclÞ=

ffiffiffi
2

p
, where jvacl is the

vacuum state. This state has a potential energy offset U with respect
to states where the atoms are separated (Fig. 1a). The pair is unable to
decay by converting the potential energy into kinetic energy, as the
Bloch band allows a maximum kinetic energy for two atoms given by
8J, twice its width. The pair can move around the lattice, with both
atoms tunnelling to a neighbouring site (Fig. 1b), but the atoms
cannot move independently. The stability of repulsively bound pairs
is intimately connected with the absence of dissipation, in contrast to
solid state lattices, for example, where interactions with phonons
typically lead to rapid relaxation.
We obtain experimental evidence for repulsively bound pairs with

a sample of ultracold 87Rb atoms in a cubic 3D optical lattice with
lattice period a ¼ 415.22 nm. The key tool used to prepare and
observe the pairs is their adiabatic conversion into chemically

LETTERS

Figure 1 | Atom pairs in an optical lattice. a, Repulsive interaction
(scattering length a . 0) between two atoms sharing a lattice site in the
lowest band (n ¼ 0) gives rise to an interaction energyU. Breaking up of the
pair is suppressed owing to the lattice band structure and energy
conservation. b, The pair is a composite object that can tunnel through the
lattice. c, Long lifetime of repulsively bound atom pairs that are held in a 3D
optical lattice. The potential depth is (10 ^ 0.5)E r in one direction and
(35 ^ 1.5)E r in the perpendicular directions. Shown is the remaining
fraction of pairs for a scattering length of 100a0 (open diamonds; a0 is the
Bohr radius) and a scattering length of about (0 ^ 10)a0 (filled circles) as a
function of the hold time. The lines are fitted curves of an exponential
(dashed line) and the sum of two exponentials (solid line).
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FIGURE 3.6. Gauche : principe de l’expérience de Winkler et al. (2006): des atomes
en interaction répulsive sont préparés sur un même site d’un réseau. Si l’interac-
tion est assez forte, les atomes restent ensemble en dépit de la répulsion. Droite :
évolution du nombre de paires en présence de répulsion (longueur de diffusion de
5 nm, i.e.100 a0) et absence de répulsion (longueur de diffusion nulle). Ces figures
sont extraites de Winkler et al. (2006).

de Mott pour une valeur critique du rapport U/J , pour un remplissage
donné du réseau, par exemple un atome par site (Fisher et al. 1989; Jaksch
et al. 1998; Greiner et al. 2002). Nous aurons l’occasion de décrire en détail
ce phénomène dans un cours ultérieur.

Nous l’illustrerons ici par un phénomène, plus simple à décrire théo-
riquement, qui porte sur l’existence de paires liées en présence d’interac-
tions répulsives (cf. figure 3.6). Ce phénomène a été mis en évidence et
interprété par le groupe d’Innsbruck (Winkler et al. 2006). On part d’un
gaz de molécules de Rb2, préparées au voisinage d’une résonance de Fe-
shbah (à ∼ 1000 G). Ces molécules sont confinées aux minima d’un réseau
optique cubique de haute intensité, avec un taux de remplissage relative-
ment faible (∼ 0.3). À un instant donné, on abaisse la profondeur du réseau
selon une direction pour autoriser l’effet tunnel selon cet axe. Simultané-
ment on varie le champ magnétique pour s’éloigner de la résonance de
Feshbach, ce qui a pour effet de dissocier les paires. L’interaction entre les
deux atomes qui formaient la paire devient répulsive et elle est caractérisée

apparaître le facteur (ρa3d)
1/3. Quand ce paramètre est petit devant 1 (gaz dilué), une descrip-

tion en terme de champ moyen (équation de Gross–Pitaevskii) est une bonne approximation,
alors que le fluide devient fortement corrélé quand ce paramètre devient d’ordre unité.
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par la longueur de diffusion ad = +5 nm (environ 100 rayons de Bohr a0).
On s’attendrait naïvement à ce que les paires d’atomes se séparent d’au-
tant plus rapidement que cette répulsion est forte. Il n’en est rien, comme
on peut le voir sur la figure 3.6. Alors que les paires se séparent assez vite
si le coefficient U est nul, une répulsion forte les maintient ensemble !

L’explication de ce phénomène est simple, au moins sur le plan qua-
litatif. La paire liée a une énergie U ; si cette énergie est grande devant la
largeur de bande 4J (ou plutôt 8J car chaque atome de la paire a une bande
de largeur 4J à sa disposition), alors on ne peut pas convertir cette énergie
d’interaction en énergie cinétique.

On peut assez facilement déterminer l’expression exacte de l’état lié
correspondant (Winkler et al. 2006). L’hamiltonien de Hubbard des deux
atomes (que nous supposons ici discernables) dans le réseau s’écrit

Ĥ = −J
(
T̂ (1) + T̂ †(1)

)
− J

(
T̂ (2) + T̂ †(2)

)

+U
∑

j1,j2

δj1,j2 |wj1 , wj2〉〈wj1 , wj2 |, (3.51)

où nous avons noté |j1, j2〉 l’état tel que l’atome 1 occupe le site wj1 et
l’atome 2 occupe le site wj2 . L’opérateur T̂ (α) déjà introduit plus haut dé-
place la particule α d’un site vers la droite.

Comme toujours dans un problème à deux corps, on a intérêt à intro-
duire les variables du centre de masse et de la coordonnée relative. Posons
donc

c = j1 + j2, r = j1 − j2, |c, r〉 ≡ |wj1 , wj2〉 (3.52)

la position du centre de masse étant ac/2 (multiple ou demi-multiple de a).
L’hamiltonien se réécrit en fonction de ces nouvelles variables :

Ĥ = −J
(
T̂ (c) + T̂ †(c)

)
⊗
(
T̂ (r) + T̂ †(r)

)
+ U 1̂c ⊗ P̂0. (3.53)

où T̂ (c) et T̂ (r) sont les opérateurs de saut d’un site vers droite, pour le
centre de masse et pour la variable relative, et où P̂0 est le projecteur sur
l’état |r = 0〉, correspondant au cas où les deux atomes sont sur le même
site :

P̂0 = |r = 0〉〈r = 0|. (3.54)

À r fixé, le mouvement du centre de masse décrit par (3.53) est celui
d’une particule libre sur un réseau et ses états propres sont les ondes de
Bloch

|Ψq〉 =
∑

c∈Z
eicaq/2|c〉. (3.55)

On va donc chercher les états propres de Ĥ sous la forme

|Ψq〉 ⊗ |Φ〉, avec |Φ〉 =
∑

r∈Z
αr|r〉. (3.56)

Précisons le domaine de variation du quasi-moment q pour le mouvement
du centre de masse. À partir de l’expression (3.55) dans laquelle c est un
entier, l’intervalle −π < qa/2 ≤ π (de largeur 4π/a) semblerait naturel. En
fait, on peut réduire cet intervalle d’un facteur 2 en remarquant que

|Ψq〉 ⊗ |Φ〉 = |Ψq±2π/a〉 ⊗ |Φ̃〉, avec |Φ̃〉 =
∑

r

(−1)r αr |r〉, (3.57)

cette identité provenant de (−1)c = (−1)j1+j2 = (−1)j1−j2 = (−1)r. Pour
éviter les doubles comptages, nous restreindrons donc les valeurs de q à

−π
a
< q ≤ π

a
. (3.58)

Injectons maintenant la forme (3.56) dans l’équation aux valeurs
propres pour l’hamiltonien (3.53). Pour une valeur de q donnée, nous ob-
tenons :

−Jq
(
T̂ (r) + T̂ †(r)

)
|Φ〉+ U P̂0|Φ〉 = E |Φ〉, (3.59)

où nous avons posé
Jq = 2J cos(qa/2). (3.60)

Cette équation s’écrit en termes des coefficients αj du développement de
|Φ〉 :

j 6= 0 −Jq (αj+1 + αj−1) = E αj

j = 0 −Jq (α1 + α−1) = (E − U) α0. (3.61)

Ce système admet deux types de solutions : (i) des états de diffusion pour
lesquels αj est une fonction trigonométrique de j, (ii) un état lié, pour le-
quel αj décroit exponentiellement avec |j|. C’est ce deuxième type de so-
lution qui nous intéresse ici. On peut vérifier simplement que

αj = α0 e−β|j| (−1)j (3.62)
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est solution du système (3.61) si on prend

Eq =
[
U2 + 4J2

q

]1/2
, βq = ln [2Jq/(Eq − U)] . (3.63)

Pour chaque valeur du moment q du centre de masse, il y a donc un état
lié de la paire d’atomes. L’énergie de cet état lié est comme on s’y attendait
de l’ordre de U si on choisit U � J . Cet état lié étant un état propre de
l’hamiltonien, une paire de particules préparée dans cet état y restera in-
définiment, même si son énergie est supérieure à celle du continuum des
états de diffusion (la bande d’énergie de largeur 4J).

4 Le cas d’un super-réseau

La simplicité de la définition des fonctions de Wannier pour le réseau
sinusoïdal est un peu trompeuse. Pour des réseaux plus compliqués, par
exemple des potentiels présentant plusieurs minima locaux par période a,
il n’est pas toujours évident de choisir la « bonne » base de fonctions de
Wannier, correspondant à l’intuition de fonctions d’onde bien localisées au
voisinage de ces minima locaux.

Nous n’allons pas décrire ici les principes généraux de la recherche de
ces fonctions de Wannier de localisation maximale. On pourra consulter à
ce sujet l’article de revue récent de Marzari et al. (2012). Dans ce qui suit,
nous indiquons simplement la nature du problème et nous l’illustrons sur
un exemple simple.

4-1 L’arbitraire de phase

La propriété requise pour les fonctions de Bloch est de former une base
normalisée d’états propres de l’hamiltonien et de l’opérateur translation.
En absence de dégénérescence (au moins à 1D), elles sont donc définies à
une phase près : on peut multiplier ψn,q(x) par une phase eiθn(q) tout en
continuant à satisfaire cette propriété 5.

5. Nous avons indiqué plus haut que nous imposions aux fonctions de Bloch d’être pé-
riodiques en q, ψn,q+2π/a = ψn,q , ce qui impose à θn(q) d’être également périodique en
q.
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FIGURE 3.7. Gauche : super-réseau V (x)/Er = 15[sin2(kx) + 2 cos2(2kx)].
La zone grisée représente la cellule unité centrale, localisée entre kx/π = −1/2
et kx/π = 1/2 (c’est-à-dire entre x = −a/2 et x = a/2). Droite : spectre de
bande pour ce super-réseau. Les deux bandes les plus basses, quasi-plates, sont
bien séparées du reste du spectre.

Si cet arbitraire de phase n’a aucune incidence sur la variation spatiale
des fonctions de Bloch, il peut jouer une influence considérable sur la forme
de la fonction de Wannier

wn,0(x) =
( a

2π

)1/2 ∫ +π/a

−π/a
ψn,q(x) dq. (3.64)

On peut donc exploiter cet arbitraire de phase pour construire « sur me-
sure » une base de fonctions de Wannier optimisant un critère donné.

4-2 Le mélange de différentes bandes

Une deuxième subtilité dans la construction de la base de fonctions de
Wannier apparaît quand le spectre de l’hamiltonien est composé de plu-
sieurs bandes d’énergie proches les unes des autres, ces bandes étant bien
séparées du reste du spectre. On a alors intérêt à mélanger les fonctions
de Wannier issues de ces bandes pour construire les fonctions les mieux
adaptées au problème considéré.
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FIGURE 3.8. Gauche : fonctions de Wannier w0(x) (trait continu rouge) et w1(x)
(trait pointillé bleu) associées aux deux bandes les plus basses du super-réseau
de la figure 3.7. Droite : fonctions de Wannier localisées wA et wB , obtenues par
somme et différence de w0 et w1.

Illustrons ce point sur le cas d’un super-réseau, obtenu en superposant
le potentiel sinusoïdal V0 sin2(kx) avec un potentiel de périodicité moitié
V1 cos2(2kx). Ce potentiel, tracé sur la figure 3.7 dans le cas V1 = 2V0 pré-
sente deux minima locaux dans la période a = π/k. Le spectre de bande
associé à ce potentiel est tracé sur la figure 3.7 pour V0 = 15Er. On voit
clairement que les deux bandes les plus basses n = 0 et n = 1 forment
un doublet resserré, séparé des bandes supérieures par un gap important.
L’origine de ce doublet est claire : il provient de l’effet tunnel à travers la
barrière de faible hauteur localisée (pour la cellule unité centrale) en x = 0
et séparant les deux minima locaux de cette cellule unité.

Si on applique à la lettre la procédure décrite plus haut dans ce chapitre,
en particulier l’équation (3.64), on va construire une fonction de Wannier
pour chaque bande, en particulier une fonction de Wannier w0(x) pour la
bande n = 0 et une fonction de Wannier w1(x) pour la bande n = 1. Ces
fonctions de Wannier w0 et w1 sont tracées en figure 3.8 ; elles sont respecti-
vement symétriques et antisymétriques, tout comme les états propres bien
connus pour un double puits unique.

Dans de nombreux cas, ces fonctions de Wannier symétriques et antisy-

métriques ne sont pas les fonctions les mieux adaptées à la modélisation du
problème. Si on souhaite faire un traitement de type Hubbard par exemple,
on préfère disposer de vecteurs de base correspondant à un atome localisé
dans le puits de gauche (A) ou de droite (B) de la cellule unité. Pour notre
exemple, le remède est simple : il suffit de définir les fonctions de Wannier
correspondantes à partir du mélange des bandes n = 0 et n = 1 :

wA(x) =
1√
2

(w0(x)− w1(x)) , localisée à gauche, (3.65)

wB(x) =
1√
2

(w0(x) + w1(x)) , localisée à droite. (3.66)

Ces deux fonctions sont tracées sur la partie droite de la figure 3.8.

Dans ce cas particulier, le mélange des bandes se fait donc de manière
naturelle. Dans des cas plus compliqués, il faut identifier le bon minimiseur
qui permet d’obtenir l’hybridation optimale en terme de localisation de ces
fonctions de Wannier (Marzari et al. 2012).

4-3 L’hamiltonien de Hubbard pour le super-réseau

Une fois identifiées les fonctions de WannierwA etwB , on peut chercher
les états propres de l’hamiltonien dans la limite de Hubbard, en se limitant
cette fois-ci aux deux bandes les plus basses. Comme précédemment, on
ne considèrera dans ce qui suit que les sauts entre proches voisins.

L’hamiltonien s’écrit donc

Ĥ = −J
∑

j

|wB,j〉〈wA,j | − J ′
∑

j

|wA,j+1〉〈wB,j | + h.c. (3.67)

Le premier terme décrit le taux tunnel à travers la barrière de faible hauteur
de la figure 3.7, et le second terme décrit le taux à travers la barrière la plus
haute. Une représentation graphique de ce modèle de Hubbard est donnée
en figure 3.9.

La cellule unité de ce problème comporte deux sites, A et B, et les fonc-
tions périodiques pertinentes sont donc de la forme

|uq〉 = αq


∑

j

|wA,j〉


+ βq


∑

j

|wB,j〉


 , (3.68)
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FIGURE 3.9. Gauche : Version discrétisée du super-réseau de la figure 3.7. Droite :
spectre de bande (3.71) obtenu pour J = J0, J ′ = J0/2. Les pointillés repré-
sentent le résultat obtenu pour J = J ′ = 3/4 J0.

où αq et βq sont pour l’instant des coefficients arbitraires. Écrivons que la
fonction de Bloch

|ψq〉 =
∑

j

eijaq (αq|wA,j〉+ βq|wB,j〉) (3.69)

est état propre de l’hamiltonien (3.67). En projetant l’équation aux valeurs
propres sur les deux fonctions |wA,j〉 et |wB,j〉 d’un site j quelconque, on
obtient une équation aux valeurs propres pour une matrice 2 × 2 hermi-
tienne Ĥ(q) (hamiltonien dans l’espace réciproque)

Ĥ(q)

(
αq
βq

)
= E

(
αq
βq

)
, Ĥ(q) = −

(
0 J + J ′e−iaq

J + J ′eiaq 0

)
. (3.70)

Les valeurs propres de Ĥ(q) sont

E(q) = ±
∣∣J + J ′eiaq

∣∣ = ±
(
J2 + J ′2 + 2JJ ′ cos(aq)

)1/2
. (3.71)

Hormis dans le cas J = J ′ où ce modèle correspond en fait au modèle de
Hubbard à un site étudié en § 3, on trouve deux 6 sous-bandes séparées par
un gap 2|J − J ′|, l’ouverture de ce gap étant appelée instabilité de Peierls :
un cristal 1D avec un électron par ion est instable car on peut abaisser son

6. Le nombre de sous-bandes est égal à la dimension de la matrice Ĥ(q), elle-même égale
au nombre de sites dans la cellule élémentaire du réseau.
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Direct observation of second-order atom tunnelling
S. Fölling1, S. Trotzky1, P. Cheinet1, M. Feld1, R. Saers2, A. Widera1,3, T. Müller1,4 & I. Bloch1

Tunnelling of material particles through a classically impenetrable
barrier constitutes one of the hallmark effects of quantum physics.
When interactions between the particles compete with their
mobility through a tunnel junction, intriguing dynamical beha-
viour can arise because the particles do not tunnel independently.
In single-electron or Bloch transistors, for example, the tunnelling
of an electron or Cooper pair can be enabled or suppressed by the
presence of a second charge carrier due to Coulomb blockade1,2.
Here we report direct, time-resolved observations of the correlated
tunnelling of two interacting ultracold atoms through a barrier in
a double-well potential. For the regime in which the interactions
between the atoms are weak and tunnel coupling dominates, indi-
vidual atoms can tunnel independently, similar to the case of a
normal Josephson junction. However, when strong repulsive
interactions are present, two atoms located on one side of the
barrier cannot separate3, but are observed to tunnel together as
a pair in a second-order co-tunnelling process. By recording both
the atom position and phase coherence over time, we fully char-
acterize the tunnelling process for a single atom as well as the
correlated dynamics of a pair of atoms for weak and strong inter-
actions. In addition, we identify a conditional tunnelling regime in
which a single atom can only tunnel in the presence of a second
particle, acting as a single atom switch. Such second-order tunnel-
ling events, which are the dominating dynamical effect in the
strongly interacting regime, have not been previously observed
with ultracold atoms. Similar second-order processes form the
basis of superexchange interactions between atoms on neighbour-
ing lattice sites of a periodic potential, a central component of
proposals for realizing quantum magnetism4–7.

For the description and observation of quantum mechanical tun-
nelling, a double-well-type potential, where two localized spatial
modes are separated by a barrier, is among the conceptually simplest
set-ups. When a particle is initially prepared on one side of this
barrier, it will tunnel back and forth between the two sides with a
well-defined frequency. For macroscopic quantum systems, such as
superconductors or atomic Bose–Einstein condensates, this tunnel
coupling can lead to a Josephson-type tunnelling dynamics8–10. When
interactions between individual particles are much stronger than
the tunnel coupling in the system, quantized Josephson dynamics
arises—in which, for example, the charge carriers in superconducting
devices tunnel individually across barriers11,12.

In the case of coupled mesoscopic quantum dots, a co-tunnelling
regime can be achieved, where separate electrons only tunnel in a
correlated way13,14. For ensembles of ultracold atoms in periodic
potentials, strong interactions fundamentally alter the properties of
the many-body system, leading to strongly correlated phases such as
the Mott insulating state15–19. In such cases, where direct first-order
tunnelling of single atoms is highly suppressed, second-order corre-
lated tunnelling processes can be the dominant dynamical effects.
Despite the absence of direct long-range interaction mechanisms
between particles, second-order ‘‘superexchange’’-type processes

can provide effective spin-dependent interactions between particles
at separate positions4–7.

The dynamics of interacting bosonic atoms in a double well with
tight confinement is described by a quantized Josephson or a two-
mode Bose–Hubbard hamiltonian11,12
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Universität Bonn, 53115 Bonn, Germany. 4Institute of Quantum Electronics, ETH Zürich, 8093 Zürich, Switzerland.
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Figure 1 | Schematics of double-well generation, loading and detection
sequences. a, Superimposing two optical lattice potentials differing in
period by a factor of two creates an array of double-well potentials.
b, Preparation sequence. An initially large well is split into a biased double-
well potential such that each left well is populated. The bias is then removed
and the central barrier lowered to initiate the tunnelling dynamics (d denotes
the well separation). c, Position measurement. The atom number on each
side can be recorded by ‘dumping’ the population of the left well into an
excited vibrational state of the right well21. Subsequent band-mapping
projects both states into separate Brillouin zones in free space30 (marked red
and blue in the inset). d, Interferometric detection. After sudden release
from the double-well potential and a period of free expansion, the double-slit
interference pattern is recorded. Particles localized to one well exhibit no
interference; for delocalized atoms the pattern yields the relative single-
particle phase (2p/2 in the case shown).
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FIGURE 3.10. Super-réseau réalisé dans le groupe d’Immanuel Bloch pour des
atomes de rubidium. En contrôlant l’intensité et la phase spatiale relative des deux
ondes lumineuses créant ce réseau, on peut déformer le super-réseau et se ramener
à un réseau simple, les atomes des puits B finissant dans la bande fondamentale
n = 0 du réseau final, et les atomes des puits A se déversant dans la bande n = 2.
La technique de dépliement de bandes (bandes mapping) vue au cours 2 permet
ensuite de compter les populations respectives de ces deux types de puits [figure
extraite de Folling et al. (2007)]. On pourra également consulter les articles de
Sebby-Strabley et al. (2007) et Lee et al. (2007).

énergie en le distordant comme sur la figure 3.9, de manière à former des
liaisons longues et des liaisons courtes. Ce type d’hamiltonien obtenu pour
un super-réseau a été étudié expérimentalement par plusieurs groupes, en
particulier le groupe de Bloch à Munich (Folling et al. 2007) [voir figure
3.10] et le groupe de Porto au NIST (Lee et al. 2007).

4-4 Bandes plates

À titre d’illustration, nous décrivons ici un autre aspect remarquable
de ce modèle de Hubbard à plusieurs sites, qui est la possible apparition
de bandes d’énergie complètement plates. Nous restons à une dimension
et considérons le réseau en dents de scie représenté sur la figure 3.11. Ce
réseau est caractérisé par 3 coefficients tunnel a priori différents J, J ′, J ′′.
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FIGURE 3.11. Réseau à deux sites donnant naissance à une bande fondamentale
plate pour J ′ = J ′′ =

√
2 J . Le tracé des bandes d’énergie a été fait pour J < 0.

La cellule unité contient toujours deux sites, et l’hamiltonien dans l’espace
réciproque s’écrit

Ĥ(q) = −
(

0 J ′ + J ′′e−iaq

J ′ + J ′′eiaq 2J cos(aq)

)
. (3.72)

La diagonalisation de cette matrice donne deux sous-bandes E±(q) qui
sont des racines de fonctions trigonométriques de qa. Leur expression se
simplifie considérablement dans le cas

J ′ = J ′′ =
√

2 J. (3.73)

et on trouve

E+(q) = 2J, E−(q) = −2J [1 + cos(aq)] . (3.74)

Une des bandes d’énergie est complètement plate ! La masse effective cor-
respondante est donc infinie, ce qui signifie qu’un atome préparé dans cette
bande restera sur place indéfiniment sans que son paquet d’ondes ne su-
bisse le moindre étalement. Si on prend le signe habituel (J > 0) pour le
coefficient tunnel, la bande plate est la première bande excitée. Nous ver-
rons plus tard qu’il est possible en modulant temporellement le réseau de
changer le signe de J , ce qui permet alors d’avoir cette bande plate comme
bande fondamentale.

L’interprétation physique de ces états non diffusifs est simple. On peut
écrire explicitement des états localisés qui n’évoluent pas, du fait d’un phé-
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FIGURE 3.12. Représentation de l’état en V non diffusif donné en (3.75). Pour un
réseau à N sites (i.e. N/2 cellules élémentaires), on peut disposer N/4 atomes
dans ces états sans qu’ils se recouvrent. Pour un remplissage plus élevé et en pré-
sence d’interactions, l’état fondamental est un liquide de Luttinger (Huber & Alt-
man 2010).

nomène d’interférence. Il existe un tel état 7 par cellule du réseau, l’un
d’entre eux étant représenté sur la figure 3.12 :

|ψ(loc)
j 〉 =

1

2

(
|wA,j−1〉+ |wA,j〉 −

√
2 |wB,j〉

)
. (3.75)

Pour s’étaler à partir d’un tel « état en V », la particule devrait passer sur
un des deux sites |wB,j±1〉. Mais les signes présents dans l’expression du
vecteur d’état (3.75) et le rapport

√
2 choisi entre les coefficients J et J ′ =

J ′′ font que l’amplitude de transition de |ψ(loc)
j 〉 vers chacun de ces deux

états s’annule.

Outre le caractère remarquablement élégant de cet effet d’interférence
quantique, ces bandes plates sont très intéressantes pour la recherche
d’états fortement corrélés. Nous avons indiqués plus haut que le régime in-
téressant du problème àN corps apparaissait quand l’énergie d’interaction
entre particules devenait de l’ordre de l’énergie cinétique de ces particules.
Dans le modèle de Hubbard utilisé ici, l’énergie cinétique est donnée par
la largeur de bande et elle est donc nulle. L’état fondamental du système
est alors régi uniquement par les interactions, du moins tant que l’énergie
d’interaction reste plus petite que le gap entre la bande plate et la première
bande excitée qui est dispersive.

7. Les états (3.75) ne sont pas orthogonaux entre eux, mais on peut construire une base
orthogonale de fonctions de Wannier pour ce problème [voir Huber & Altman (2010)].
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We derive effective Hamiltonians for lattice bosons with strong geometrical frustration of the kinetic energy
by projecting the interactions on the flat lowest Bloch band. Specifically, we consider the Bose Hubbard model
on the one-dimensional sawtooth lattice and the two-dimensional kagome lattice. Starting from a strictly local
interaction the projection gives rise to effective long-range terms stabilizing a supersolid phase at densities
above !c=1 /9 of the kagome lattice. In the sawtooth lattice on the other hand we show that the solid order,
which exists at the magic filling !c=1 /4, is unstable to further doping. The universal low-energy properties at
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I. INTRODUCTION

Strong geometric frustration can prevent straightforward
ordering and thus lead to the emergence of novel highly cor-
related ground states. The best known examples of this phe-
nomenon are from spin systems. Frustration of the magnetic
exchange interactions on certain lattices gives rise to exten-
sive degeneracy of classically ordered states,1–9 invalidating
a direct semiclassical spin-wave analysis. This picture has
close analogy in the physics of the fractional quantum hall
effect, where the huge degeneracy of a partially filled Landau
level invalidates perturbative analysis in the interactions. In
both cases the true ground state, which could be a Laughlin
state, a spin liquid or some unexpected broken symmetry
state, emerges from the degenerate manifold in a highly non-
trivial way.

In this paper we address a related question concerning the
ground states of weakly interacting bosons in a lattice which
fully frustrates the bosons’ kinetic energy. The usual expec-
tation is that weakly interacting bosons will form a conden-
sate in the lowest-energy single-particle state, or in other
words, the lowest eigenstate of the kinetic-energy operator.
However, if the hopping matrix elements on the lattice are
sufficiently frustrated, the lowest Bloch band becomes flat,
thus providing a huge degeneracy of single-particle states to
which the bosons may condense. The nature of the ground
state is now fully determined by the interactions acting
within the hugely degenerate manifold. Under these condi-
tions a straight forward perturbative treatment in the interac-
tion is of no use. The problem is inherently strongly corre-
lated and provides an interesting route for understanding and
perhaps even realizing novel phases of matter.

We shall specifically consider a Hamiltonian of the form

H = #
$ij%

&tij&'bi
†bj + H.c.( +

U

2 #
i

bi
†bi

†bibi, !1"

where bi are bosonic operators defined on the sites of the
two-dimensional kagome lattice. This model gives a flat

lower Bloch band in the single-particle spectrum.10–12 We
shall also consider a related one-dimensional model defined
on the sawtooth lattice. Both models and the band structure
they give rise to are depicted in Fig. 1.

Such models of bosons with flat bands are of direct rel-
evance to real physical systems. Recently a number of pro-
posals were put forward for realization of models with frus-
trated hopping using ultracold atoms in optical lattices.13,14

Another natural realization involves frustrated spin-1 mag-
nets. If the Curie-Weiss temperature is sufficiently low, as in
m-MPYNN·BF4 !Refs. 15 and 16" !$CW)3 K", the spins
can be fully polarized, or nearly so, by external magnetic
fields. The dilute population of magnons, or depolarized
spins, in the highly polarized regime is well described by
Hamiltonian !1".

The presence of a flat band implies the existence of local-
ized eigenstates of the kinetic energy, as illustrated in Figs.
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FIG. 1. !Color online" !a" Single-particle dispersion on the
kagome lattice along high-symmetry lines in the Brillouin zone
!gray". !b" The kagome geometry with its lattice vectors a1/2 and the
basis sites A, B, and C in each unit cell !gray". !c" Single-particle
dispersion on the sawtooth lattice as a function of momentum k for
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FIGURE 3.13. À gauche : réseau de Kagomé. La cellule élémentaire contient 3
sites A, B, C. Tous les éléments de matrice tunnels entre proches voisins sont
égaux. La diagonalisation de l’hamiltonien dans l’espace réciproque (3.77) montre
que la bande fondamentale (pour un coefficient tunnel positif) est plate. Le spectre
correspondant est montré sur la figure de droite pour J < 0, ce choix plaçant
la bande plate comme bande fondamentale (Figures extraites de Huber & Altman
(2010)).

Une question naturelle est de déterminer l’état fondamental de N bo-
sons préparés dans une telle bande. En l’absence d’interactions, il n’y a pas
de condensation puisque tous les états à une particule ont la même éner-
gie. En présence d’interactions répulsives, une transition se produit quand
la densité devient supérieure à 1/4 atome par site, auquel cas on a force-
ment un recouvrement entre les états en V disposés sur le réseau. L’état à
haute densité est une phase liquide de Luttinger, analysée analytiquement et
numériquement dans Huber & Altman (2010).

À titre d’exercice, on pourra étudier un problème similaire (du point
de vue de la physique à une particule) en dimension deux. Il s’agit de la
structure appelée réseau de Kagomé et représentée sur la figure 3.13. Ce ré-
seau est obtenu en pavant le plan par translation d’une cellule unité selon
un réseau triangulaire généré par les vecteurs

a1 = a ux, a2 = a

(
1

2
ux +

√
3

2
uy

)
. (3.76)

La cellule unité comporte trois sites notés A, B, C couplés deux à deux
par effet tunnel. Tous les éléments de matrice entre proches voisins ont la

Compared with previous proposals [19,20], our simpler
approach to creating a kagome lattice allows one to tune
the lattice geometry, thereby controlling its degree of
frustration. Aligning the LW potential maxima with the
SW-lattice saddle points disfavors population in two sites
of the four-site unit cell (e.g., VB;C < VA;D) producing a
one-dimensional (1D) stripe lattice [Fig. 1(c) or Fig. 3(a)].
Aligning the LW potential maxima with the SW potential
maxima disfavors population in three sites of the unit cell
(e.g., VA;B;D > VC), producing a decorated triangular lat-
tice with lowest-energy sites forming a triangular lattice
while the remaining sites form a kagome lattice of local
potential minima.

Experiments were conducted with scalar Bose-Einstein
condensates of!3" 105 87Rb atoms produced at tempera-
tures of 80 nK in a red-detuned crossed optical dipole
trap with trap frequencies of ð!x;!y;!zÞ ¼ 2!"
ð60; 30; 350Þ Hz, with !z applying vertically. The large
!100 "m beam-waist diameters of the lattice beams en-
sured that the lattice potential modified the trapping fre-
quencies by less than 10%. Laser alignments and relative
intensities were tuned to produce sixfold symmetric dif-
fraction patterns of condensates released from LW- and
SW-only lattices. The relative displacement of the LWand
SW lattices was measured using two two-color Mach-
Zehnder interferometers, one for beams 1 and 2 and the
other for beams 1 and 3, and stabilized using piezo-
actuated mirrors in the optical paths [27]. A tilted glass
plate within each interferometer introduced a relative shift
between the two lattice colors that, following stabilization,
was imparted onto the optical lattice.

We employed atom optics to characterize the lattice as it
is tuned between various geometries. The atom-optical
tools presented in this work may be useful for the charac-
terization of other superlattices and for superlattice-based
atom interferometry. The first of these tools is Kapitza-
Dirac diffraction [28,29], for which the lattice potential is
suddenly pulsed on for a duration #, after which the con-

densate is imaged after a time of flight. Neglecting kinetic
energy during the brief pulse, the condensate wavefunction
acquires an imprinted phase &VðrÞ#=@ proportional to the
potential VðrÞ.
The corresponding momentum-space distribution is sen-

sitive to the relative displacement of the LW and SW
lattices. To exhibit this sensitivity we blocked one of the
incident bichromatic lattice beams and examined the re-
sulting one-dimensional superlattice, with potential energy
given as VðxÞ ¼ VLW sin2½qðxþ $xÞ=2) & VSW sin2ðqxÞ
where 2!=q ¼ 614 nm is the 1D LW-lattice spacing, and
$x is the distance between the LW and SW intensity
minima. The atomic populations at wave vectors *q are
given as

P*q / j* iJLW*1 J
SW
0 þ JLW+1 J

SW
*1 e

+i2q$xj2; (1)

where Jn is the nth-order Bessel function evaluated at
%LW;SW ¼ VLW;SW#=2@, and where we consider terms up
to second order in%LW;SW. The lack of inversion symmetry
of the lattice produced by an incommensurate value of $x
appears as a left/right momentum asymmetry in the dif-
fracted matter wave (Fig. 2).
A second method to characterize the optical superlattice

is the momentum-space analysis of a superfluid occupying
the ground state of the lattice potential. Here, the optical
lattice potential depth was ramped up from zero over 90ms,
held constant for 100 ms, and then suddenly switched off to
allow for time-of-flight expansion of the trapped gas. For
the momentum-space analysis, the maximum SW potential
depth was kept constant at VSW=h ¼ 40 kHzð¼ 8:8ERÞ,
where ER is the recoil energy of the SW triangular lattice.
We observed no significant decay of the diffraction peak
holding up to 150 ms in the optical superlattices.
Varying the relative position of the two lattices we

identify the three high-symmetry lattice configurations
[Fig. 3(a)]. Given that the scalar condensate occupies the
ground state of the lattice potential, its wave function
can be taken as real and positive; thus, its momentum

FIG. 1 (color). Three bichromatic light beams intersecting at 120, form a kagome optical lattice for ultracold 87Rb atoms, with the
two-dimensional potential VðrÞ shown in (a). Profiles of the potential of the SW, LW, and combined lattices are shown in (b). SitesD of
the SW lattice are emptied as !V exceeds the chemical potential, so that the remaining sites A, B and C form the kagome geometry.
(c) Different lattice geometries are created for intermediate LW-lattice depths (VLW < 9VSW) by displacing the potential maxima of the
SW lattice to the high-symmetry points X, Y or Z within the unit cell. For higher LW-lattice depths, a honeycomb geometry prevails.
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distribution is symmetric under inversion. Expansion from
both the kagome and the decorated triangular lattices
shows the threefold rotational symmetry of the optical
superlattice. In the 1D stripe geometry, one expects equally
weak occupation of two sites (e.g., A and D), and equally
strong occupation of the other two sites (B and C) of the
superlattice unit cell. Such a distribution is (nearly) invari-
ant under displacements of a=2 along the A-D axis, and
condensate diffraction along that axis should reflect the
shorter periodicity of the SW lattice. The momentum
distribution should also be symmetric under reflection
about the A-D axis. Both traits are observed
experimentally.

The Bloch-state momentum distributions allow one to
quantify the ground-state wave function within a unit
cell of the superlattice, which we express as c ðrÞ ¼P

!c !w!ðr$ s!Þ, where w!ðrÞ is the normalized
Wannier state wave function, s! the position, and jc !j2
the fractional atomic population of site ! 2 fA; B;C;Dg of
the unit cell. At low VLW=VSW, we approximatew! ¼ w as
cylindrically symmetric, Gaussian, and identical for all !.
From the momentum-space populations PGi

(i 2 f1; 2; 3g)
in the three first-order diffraction peaks of the LW lattice
[30]—corresponding to the inner hexagon of peaks in time-
of-flight images—and that at zero wave vector P0, one
determines the distinct quantities

~P i ¼
PGi

þ P$Gi

2P0

j ~wð0Þj2
j ~wðGiÞj2

¼ jc " þ c # $ c $ $ c %j2
jP! c !j2

;

(2)

where ~wð0Þ and ~wðGiÞ are now Fourier components of the
Wannier function, and ", #, $ and % label the four sites

so that Gi & ðs" $ s#Þ ¼ 0. The Wannier state Fourier
components in Eq. (2) are determined from the second-
order diffraction populations as j ~wð0Þj2=j ~wðGiÞj2 ¼
½2P0=ðP2Gi

þ P$2Gi
Þ(1=4. Together with the normalizationP

!jc !j2 ¼ 1 these quantities determine the atomic distri-
bution in the unit cell [31].
We measured the population ratios ~Pi as the superlattice

geometry was gradually tuned. Translating the relative
position of the two lattices [Fig. 3(b)], one advances
from the kagome geometry, with equal population in the
three ratios, to the 1D stripe geometry, with two identically
small ratios, and then to another kagome-geometry lattice.
Our data agree with a calculation of the single-particle
ground-state for the known lattice depths.

FIG. 2 (color). Atom diffraction patterns, formed by a & ¼
8 's pulse of the lattice potential (with VSW=h) 80 kHz and
VLW=h) 50 kHz) followed by 26 ms time of flight, exhibit left/
right momentum asymmetry [defined as ðPþq $ P$qÞ=
ðPþq þ P$qÞ] that varies with the displacement $x between
the LW- and SW-lattice intensity minima, in close agreement
with the predicted behavior (solid line).

FIG. 3 (color). The real- and momentum-space composition of
a superfluid for various lattices. (a) The kagome and decorated
triangular lattices maintain threefold rotational symmetry in
configuration and momentum space, while the symmetry of
the 1D stripe lattice is reduced to a parity symmetry (left-right
in the images). For each setting, a schematic distinguishes
between sites of high (green) and low (red) atomic population.
The expected momentum distribution for measured values of
VSW=h ¼ 40 kHz and !V=h ¼ 14 kHz is shown with the area
of the black dot reflecting the fractional population.
(b) Translating the LW-lattice potential maxima (marked as a
star in the schematic) along the A-D axis tunes the lattice
between kagome and 1D stripe geometries, as revealed by the
population ratios ~Pi identified according to the inset. The data
(averages of 4–5 measurements) agree with calculations of the
single-particle ground state (solid lines) with the lattice depth
used in the experiment. Interaction effects are neglected since
!V was higher than the chemical potential ') h* 3:5 kHz of
the condensate in the SW-only lattice.
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FIGURE 3.14. Figures extraites de Jo et al. (2012). Gauche : réalisation d’un réseau
de Kagomé à partir de deux réseaux triangulaires. Droite : figure de temps de vol
pour une superfluide initialement confiné dans le réseau de Kagomé.

même valeur. L’hamiltonien en réseau réciproque est

Ĥ(q) = −J




0 1 + e−iQ1 1 + e−iQ2

1 + eiQ1 0 1 + e−iQ3

1 + eiQ2 1 + eiQ3 0


 , (3.77)

où on a posé Qj = q · aj , j = 1, 2 et Q3 = Q1 − Q2. La diagonalisation de
cette matrice 3× 3 donne une bande plate d’énergie 2J et deux bandes dis-
persives. L’analyse des états à N corps pouvant apparaître à haute densité,
à savoir une phase de type super-solide, est faite dans Huber & Altman
(2010).

Ce réseau a été réalisé expérimentalement dans le groupe de D.
Stamper-Kurn à Berkeley (Jo et al. 2012), en superposant deux réseau trian-
gulaires commensurables générés par des faisceaux lumineux à 532 nm et
1064 nm (voir figure 3.14). La structure de Kagomé a été identifiée en pla-
çant un superfluide dans ce réseau et en observant les pics de Bragg lors
d’un temps de vol après coupure soudaine du réseau. Notons que dans
cette expérience, le signe du coefficient tunnel était le signe usuel (−J), la
bande plate étant alors la bande supérieure des trois sous-bandes les plus
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basses. Outre l’apparition de bandes plates, ce réseau de Kagomé est parti-
culièrement intéressant en magnétisme, avec un diagramme de phase très
riche en présence d’interaction antiferromagnétismes.
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