Amplitude de diffusion

Exemple 1 du cours

Hiy = [d°TU(R =), (F)

Considérons un processus de diffusion
au cours duquel :

- la particule sonde passe d’'un état initial
d'impulsion 7k et d’énergie & a un état
final d'impulsion 7K. et d’énergie &..

- le systeme de N bosons passe d’'un état
initial ., d’énergie E; a un état final (.,
d’énergie E;.

L’amplitude diffusion fait intervenir I'élement
de matrice :

(koW

H int

;)
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Exemple 1 (suite)

Transformée de Fourier de U :

U, = Id?’r e'* " U ()
N P | Sidr A
En utilisant : P, (r)—F;e o

on peut réécrire H. . sous la forme :

int

>

Dans I'élément de matrice de H.
apparait :
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Finalement , pour I'exemple 1,I'élément de

matrice de H, , s’écrit :
(K@ [Hiy k.,w> Uy (W | By wr)
avec ( :Izi —sz

Taux de transition (régle d’or de Fermi)

Jw)| o(E; -E -ho)

hL6 ‘Z/L‘ ‘ l’Uf

avec .

—

q =k —k; hw =& —&

Si I'on ne détermine pas I'état final du
systeme de bosons, il faut sommer sur f:

W_WZW (W, || ws)| 5(E, -E -nw)
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Exemple 2

"+ +|015

Processus Raman stimulé correspondant a
"absorption d’un photon k;,w, et & I'émission
stimulée d’un photon k,,w,, le systéme de N
bosons passant d’un etat initial J;, d’énergie
E. a un état final Y, d’énergie E;.

-l wt
<k2’w2’l'tuf int kl’o‘)l l'iU> hsze <l1Uf IE)G l':U|>
Taux de transition :

w=2Tx
h
Z(hw/Z)‘L,Uf ‘5E—E - hw)

avec: G=k -k, , iw=hw —-h
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Recapitulation : structure de I'amplitude
de transition.

Produit de deux termes

Le premier terme (U, pour 'exemple 1,

hiw, 12 pour 'exemple 2) ne dépend que du

potentiel d’interaction de la particule sonde
avec un atome cible.

Il serait le méme pour la diffusion de la
particule sonde par un seul atome cible et
apparait donc dans la section efficace de
diffusion d’'un seul atome cible.

Le second terme, <L,Uf ‘ﬁq‘wi>’ dépend des

états initial et final du systeme de N bosons.
I| décrit I'effet des interférences entre les
diffusions des différents atomes de la cible.
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Lien avec I'expérience

On mesure la perte d’'impulsion #q = h(IZi —IZf)
et la perte d’énergie iw= ¢ — ¢, de la
particule sonde.

On connait donc § et w.

On connait par ailleurs la section efficace de
diffusion par une seule particule cible.

On connait donc U, ou i, /2.

La mesure du taux de diffusion par le
systeme de bosons permet donc de
déterminer une grandeur physique
caracteristique de ce systeme :

> [(w

Ve
—

Pg ¢'i>‘2 o(E; - —7w)
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Facteur de

structure dynamigque S(q,w)

Définition

- Pour un systeme de Bosons dans I'état

initial iy, ) -

S(q,w):z

_Ei I:

E
<¢’f Wi>‘25§ fh _wE

Py

- Généra
statistique

Isation immédiate a un mélange
d'états |(f;).avec des poids T, Il

faut ajouter ) 1T
Z .

Interpreétation en termes de spectre

S(0,w) est un spectre formé d’'une série

de fonctions delta
- centrées aux frequences de Bohr
w;. =(E; —E;)/ % du systeme de bosons.

- avec des intensités Klﬂf ‘:‘A’q"wir
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Interprétation en termes de fonctions de
corrélation

5(5‘)“ B w) zzi " ate! ErE e
7'[ —00

ey
—

q

(/Ji>‘2 5(wfi —- @

S(@.0) = (v,

1

== [ dte“ x
27T~

Z<wi Pl ) (W | Byl w)e™ "

~ ﬁr ~
e'Ht/h,@q e—lHt/h

;)

<¢’f

1 wo )
S(0.) = [ dte™ (Bt =0) A O] )

Transformée de Fourier temporelle de la
valeur moyenne dans {/; d’un produit de 2

opérateurs O (t =0) et p, (t) pris ,dans le

point de vue de Heisenberg, a des instants
différents.
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Interprétation en termes de fonctions de
corrélation (suite)

Comme la transformée de Fourier d'un
produit de convolution est un produit de
transformées de Fourier, S(q,w) peut encore

étre considérée comme la transformée de
Fourier spatio-temporelle (en r etent) de :

[0 (B, (7 t=0) B (F +7.0]ys)

Corrélations entre les fluctuations de
densité du systeme de bosons en 2 points
différents separés de r et a 2 instants
differents.

Etude par diffusion de particules ou de
photons de la dynamique des fluctuations
d’'un systeme de N atomes.
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Calcul de S(q,w) dans un cas simple

N bosons sans interactions dans l'état :

W) =|n;,..n,,...)
{‘¢a>} . base orthonormée d’états a une
partlcule d energles &,

Pq\‘ﬂ /3’ >
Zn o7 nl,...na,...nﬁ,...>+
>3 Jnamﬁ *1) (/€710

‘nl,...na —1,..n, +1,...>

W’i> et

différer par 2 nombres d’occupation.

> doivent étre identiques ou

—




Expression obtenue pour S(q,w)

Aux 2 types d’états pour /; correspondent 2
types de termes pour S(J, W)

S(q,&)) = SeI (q) 5(@ T Sinel (q’ (‘-)
SeI (q) = <l1U|
Z n,
=[[or (i |6y (O] e |
Sinel (q1w) = Z; na (nﬁ +1) X

A

P

‘2

;)

|qr

Eg —¢&

a

h

(05[]0,

[T 10

T-27




Discussion physigue

Premier terme : S, (() 0 (w)

Diffusion élastigue sans changement
d’éetat du systeme cible de bosons.

Pas de changement d’énergie de la
particule sonde diffusée

S, (d) estle module carré de la

transformée de Fourier de la densité
spatiale moyenne dans I'etat initial ..

Deuxieme terme : S, (§,w)

Diffusion inélastique : Un boson passe de
'état ¢, al'etat ¢ , ce qui nécessite un

transfert d’énergie 7iw = &; — €, de la part
de la particule sonde.

n,(n; +1) ; Facteur bosonique

T-28




Approximation guasi-statique

L’énergie iw perdue par la particule
sonde au cours de la diffusion sert a créer
des excitations élementaires dans le
sysyeme cible.

L'énergie initiale E, de la particule sonde
est supposeée tres grande devant 7.

Quand E, diminue de hw, le module de

I'impulsion de la particule sonde varie donc
tres peu, et on peut négliger la variation du
transfert d'impulsion 72( quand w varie sur

I'étendue du spectre des excitations.

Le transfert d'impulsion 7q est

essentiellement déterminé par I'angle 6
entre les impulsions initiale et finale de la
particule sonde.
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Exemple de la diffusion de Bragqg

Absorption de Izl,cu1 et emission stimulee de
k2’('()2

IZZ et 121 de directions opposees

A E
. ho,
I0) §
? nw
A A | v >
0 hq P

w,w, >>w [ hg=2hw,/cC

On peut negliger les variations de g quand on
fait varier w
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Facteur de structure statique S(q)

Définition

S(d) == [deoS (4,

Interpreétation (dans le cadre de
I'approximation quasi-statique)

Intensité totale diffusée par atome cible
dans la direction de g

Expression équivalente pour S(q)

S(@.0) =y (v | [ .>\26§wEf;E‘§
(@)= 3w [aulwl
XA TAR
== (0| B; plwr)
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Interprétation en termes de

fonctions de corrélation

I\+I\

P, P, est un produit de 2 transformees de
Fourier (T.F.).

C'est donc la T.F. d'un produit de
convolution.

1 A
S(Q)ZNW’ Pa Py L'U>
est donc la T.F. spatiale (par rapport a r de
Id?’ r' (o (7)o, (7 +7) )

D'aprés T-14, p, ( NP, (F +7) =+
5. (F)3(1)+ by (7. +7)
S(q) est donc la T.F. spatiale de

o (F) +—Id3

Py (1.7 +7)|w)
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Importance de S(q)

On mesure S(g) pour diverses

orientations de § en etudiant les variations

correspondantes du nombre total de
particules sondes diffusées.

Par T.F. inverse (et apres soustraction de
1), on en déduit la quantité

IdBr'<wi ‘f)u (F" r+ f)\w

probabilité de trouver 2 atomes différents
du systeme cible séparées de 1

Fonction importante relative au systeme
cible caractérisant les corrélations, a un
iInstant donne, entre les positions des
divers atomes.
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Polarisabilité dynamique

Notations

Systeme S - Hamiltonien H,

HAO‘wn> = En‘wn>

Etat initial : état fondamental ‘L/JO>

W,y = (En - Eo)/h

Perturbation sinusoidale

1 A —iw N+ W
Hint(t):EHAe +Ae tH
A : constante réelle

Perturbation branchée adiabiatiquement entre
t = —oo et t =0 pour éviter les régimes

transitoires e*'* . e"“e™ avec n - 0,

ey

Valeur moyenne <B> de B dans I'état perturbé a

'ordre 1 en A :

(B(0) =2 B (@)™ + o (e E

x . Polarisabilité dynamique
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Equation de Schrodinger

d

| (1)) = FHo + Hin (OHw (1)
V)= 3600 0

Ordre 0 en A
c, (t) =1 c,(t)=0 si  n#0

A, ) =
¢, (t)=- N e T et

2h
AY]O :< n Al':UO>

A0 (cno-) sil@oradr

c. (t — Ao
)= 2n - %ﬂnA‘ wr @ -in H

En reportant dans ‘L,U > on obtient

Ordre 1 en A (on suppose <L,UO

QiEct/h lﬂ(t)> — W’o> + Z(/\/Zh) X
E e’ Y- e w,)

(W= Wy 11 W+ Gl "'7
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Calcul de <I§(t)> (al'ordre 1 enA)

En reportant I'expression ainsi obtenue

de |@(t)) dans <I§(t)> =(w (t)(Blw(t)).

on obtient (on suppose Bgp=0)

< ()> @(BA( )_Iwt XBA”(_w)eiaIE
1 D Bon Ao Ao Bro

Xon () 1 oy 0 a%oﬂn_wwoﬂ%

1 D ]

XBA (_(JL)) 'Abn nO_ . OnAhi 3

hn¢ [‘F‘) Wo =N W+w, =1
Remarque

Les états excités |,) de H, forment en

géenéral un spectre continu. La limite
n — 0, ne pose pas alors de probleme. Si

e

H, a un vrai état discret |, ), le

branchement adiabatique est impossible
pour w = w,,
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Un exemple important

Perturbation d'un condensat

par un potentiel U, COS (Q’ L0 — a)t)de vecteur
d'onde ( et de fréquence w

Onaici A=U, A=p,
Cas de la diffusion de Bragg.

Réponse cherchée

On cherche l'onde de densité moyenne de méme
vecteur d'onde ( et de méme fréquence @ induite

dans le condensat par une telle excitation.

<B> est donc la composante de <,0, (F)>
variant en exp (I (C_]' ¥ — wt)@
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Composante (§,w) de (p, (F))
o,(F)=L Z p.e KT (voir T-10)
La composante § de <,5, (F)> provient de
L—3<ﬁ_q>eiq.r — L—3<ﬁg>eiq.r
puisque p_; = 0,.Onadonc: B=L"p,
Récapitulation : Pour calculer la composante

(4,w) de la réponse en densité a une
excitation U, cos(q.r —at), il faut prendre :

e

A=U, A=p, B=L3p

La susceptibilité concernée est Xss

q q

Conclusion L’excitation U, cos((.r — i)
produit une onde de densité moyenne

U,

1(§.r—ait) +
E qupq (w)e C.C.
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Notation plus simple pour X.,. (w)

P4 P

Xp:5, (@)= X (0. 0)
Fonction de reponse "densité-densite"

Expression de x (§,w)

L o) (), _(R).(B0).E

hn¢ gw Wo +iN W+ @ +Ing
[]

el wlpile)

r;[hw E, +E +in how+E, —E +|n%

x(d,w)=

Cas d'un systeme invariant

- par réflexion d'espace

- OU par renversement du temps

On a alors
(W, | o] o) = (| B3| )|
et par suite

2(E,-E,)

# w):;w” P %>‘2h2 (w+in) - (E, -E,)
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Limite w - 0

Excitation statique U, cosq [T

x(d,0) décrit alors la réponse statique
en densité.

Apparition d'une onde de densité
moyenne de vecteur d'onde §

U ~ i U _ _
2—|i)3)((q,0)eq[rj +CCB:T§X(C|,O)COS(C| T)

x(d,0) : Susceptibilité statique

W, || Wo)|” +|(Wh
)((CLO):—ZO‘< q‘ >E‘ _KEO

AT

Pour un systeme invariant par réeflexion
d'espace ou de temps

(W, |2y|ws)]?

e
x(@0)=-2 5 ¢
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Remarque

En toute rigueur, la réponse statique en
cos (g [T ) fait intervenir aussi la limite

w - 0 de la réponse (§,-w) en

cos(q [T +wt), proportionnelle a X,E)*,b*
q Pq

Mais on montrera plus loin que, pour un
condensat homogene (ou d'extension

spatiale R>q™), on a

X.oioo =0

Pq Pg
de sorte gu'ill suffit de considérer )(A+ .
Pq Pg
comme nous le faisons ici
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Moments de S(§,w)

Définition du moment d'ordre k

m q):j_:S(q,w)wkd w

Expression de m, (q)

E —-E
,(lql,U0>‘2 5@0)— nh o%

S(§,w)=

M
=
>

m, (q) = Z <¢’n :bq L/*’o>‘2 X

I_ooéﬁw = Eﬁc&‘dw

‘ZDE ~E,f

m, (q’)=Z\< v

Comme S(§,w) est une densité spectrale

<wk>:f S(d, a))cd‘dw m,
I_OOS (dw)dw M
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Expression equivalente pour m, (q)

mO(q):Z

n

Pa|wo)|? = (wo| 2 2| b )

(W,

m, () =N S(d)

Expression équivalente pour m, (Ci)

(Systeme invariant par P ou T)

. 1 P S
ml(CI):2_h<L/"o %Oq”H_Io,pq’_

W, )

Démonstration
Hﬁgﬂ:lo,ﬁq_ = pHo Py + DyHo B}
_f’;ﬁq’l:lo _|:|o/5albq+
<wo\ﬁ;Hoﬁq\wo>:2En (W, | oy o) |?

:<wo‘:5q|:|obg‘wo>

B; ByHo| W) =B S (| 24| o)

(W,

:<(.Uo HAOﬁqb(; L»Uo>
(o BLIE) =23 (B, ~E,)[(w,

=2hm,(§) CQFD

o)’
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Généralisation

On démontrerait de méme

h°m, (q):<¢'o %\);’HAO HouZ)(H
70 U A o S ~ A A
nm, (Q) :§<Eibq1HoH1 H_IO’HHO’IOE%

Moment d'ordre =1 : m_, ()

La méthode précedente ne s'applique
pas pour

n (0)=ny [P0

En comparant avec (T-39) on voit alors
que

m., ()= x(d.0)

Le moment d'ordre —1 est relié a la
susceptibilité statique.
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Comment aller plus loin ?

N

g = Ze“ﬁ ne dépend que des
opérateurs de positions.

Si, dans H,, le seul terme dépendant des
opérateurs impulsions p. est I'énergie

» N
cinétique K = Z p’/2m, on peut

remplacer H, par K dans tous les
commutateurs. Il faut alors calculer les

commutateurs Hﬁ ,6%

Exemple : calcul de m,(q)

EAZ,BE: A[A, B] +[ A, B] A
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On en déduit

et par suite

.. v O, 052 0
%) H_Io’pq% ée T %’eqm%

Compte tenu de (T-43), il vient

_ G
m (d)=N Z?n

Relation exacte moyennant les
hypotheses
- Invariance de I—AI0 [PouT
- Pas de termes dépendant des p. autres
gue I'énergie cinétique dans I—AIO

Regle de somme analogue a celle de la
physique atomique
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Intérét de telles regles de somme

1-Relations exactes, indépendantes de la
connaissance exacte du spectre de H,

Permettent de tester des modeles
approchés.

2—Permettent d’évaluer des caractéristiques
du spectre S(G,w)

Centre (w)
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