Resvme dv cours 19727 - 758

Au cours des anndes antéricures, I'évolution au cours du temps d'un
« petit systtme» S couplé 3 un grand <réservoir> R avait é1é étudiée
en détail au moycn du formalisme de 1'équation pilote. Une telle équation
donne la vitesse de variation de I'opérateur densité réduit du petit systéme
et permet d'étudier PPévolution des diverses obscrvables de ce systéme
{valeurs moyennes ¢ & un temps» t). Un tel formalisme avait été applique
i Pétude d'un certain nombre de problémes d'optique quantique : émission
spontanée, spectroscopie (R.F. ou laser) de systémes & 2 ou 3 niveaux..

Une autre approche du probiéme, qui consiste & partir des fonctions
de corrélation des diverses observables du systime, est particuliérement
'intéressmgﬁié_.dees fonctions de corrélation sont des moyennes « & deux temps »
t et ¢ décrivant dans quelle mesure la fluctuation d'une observable A par
rapport A sa valeur moyenne & Pinstant t est correlée avec la fluctuation
d'une autre observable B 4 un autre instant t. Les fonctions de corrélation
décrivent ainsi la dynamique des fluctuations du systéme. De plus, il se
trouve qu'elles sont directement reliées & la plupart des signaux expérimen-
taux susceptibles d'étre mesurés sur le systéme. C'est pourquoi il a paru
intéressant d’axer Je cowrs de cette année sur Pétude des fonctions de
corrélation d’un systéme quantique de maniére & pouvoir aborder ultérieure-
ment divers problémes tels que : corrélation de phoions, bruit quantique,
fluctualions du vide et réaction de rayonnement..,

1) Le cours commence pat un rappel du modéle de Langevin pour le
mouvement brownien, destiné i servir de guide pour l'analyse et Iinter-
prétation des équations de Mori abordées dans un chapitre ultérieur. Le
mouvement d'une particule lourde immergée dans un fluide est analysé en
décrivant I'effet des chocs des moléeules du flvide par une force de friction
et une force aléatoire (force de Langevin), Aprés une analyse critique de
1'équation de Langevin, plusicurs résultats simples sont déduits de cette
équation : réponse de la pariicule & une excitation extéricure, étude des
fluctuations dans I'état d’équilibre, dynamique de ces fluctuations illustrée



par le calcul d'un certain nombre de fonctions de corrélation (force de
Langevin-vitesse, vitesse-vitesse, force totale-force totale), relation enire
fluctuation et dissipation... On souligne également tout Pintérét présenté par
Panalyse harmonique d'un processus aléatoire : la transformée de Fourier
d’unc fonction d’autocorréfation stationnaire a Ja signification physique d'une
puissance spectrale, mesurable expérimentalement (théoréme de Wiener-
Khintchine), et se transforme trdés simplement dans de trés nombreuses
opérations physiques (filtrages linéaires). Enfin, en abordant un point de vue
plus général, qui n'est plus limité 3 I’étude des moyennes & 1 ou 2 temps, on
procéde & un rapide survol des notions les plus importantes relatives aux
processus aléatoires classiques. On étudie plus particulidrement les processus
de Markoff (de mémoire infiniment courte) dont la simplicité permet une
analyse mathématique beaucoup plus poussée (Squation de Fokker-Planck).
On souligne également les simplifications qui apparaissent lorsque le pro-
cessus est gaussien, ou lorsqu'il est 4 la fois markoffien ct gaussien (théoréme
de Doob). Tous ces résultats généraux sont appliqués au mouvement brownien.

2) La deuxieme partie du cours est consacrée i une présentation de Ja
théorie de la réponse linéaire, qui sert de transition entre le modile de
Langevin du mouvement brownien (rmodéle phénoménologique) et la théorie
de Mori qui, partant des équations exactes de Heisenberg d’un systéme quan-
tique, les « réduit » sous une forme f(rés analogue i celle de Féquation de
Langevin généralisée,

La réponse d'un systéme quantique, initialement en équilibre thermody-
namique i la température T, & une excitation faible est calculée par Ia
théorie des perturbations dépendant du temps, au premier ordre. On introduit
ainsi trés naturellement toute une série de grandeurs importantes (A, B)
relatives & des paires d'observables A et B du systéme (le systdme est
s perturbé » sur A et sa < réponse » est obervée sur B) : susceptibilité
généralisée, fonction spectrale, fonctions de corrélation canonique ou symé-
trique... Les relations qui existent entre ces diverses fonctions sont établies,
ce qui permet de démontrer ie premier théoréme fluctuation-dissipation, leurs
propriétés de symétric sont analysées, notamment {ors du renversement du
sens du temps (relations d’Onsager) : le comportement de cecs fonctions
de réponses aux fréquences faibles et élevées, et par suite le comportement
du systéme aux temps longs et courts, sont éiudiés grice notamment 3
I'établisserient de régles de somme,
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L’éude précédente permet alors de dégager clairement les insuffisances
du ‘'modéle de Langevin. Le fait que la force de friction soit instantanée
conduit & uae violation des réglgs de somme. Ceci suggére tout naturcllement
de la remplacer par une force de friction retardée. Mais I'application des
résultats généraux de la réponse linéaire montre alors que la force de Langevin
ne peut pas étre quelconque : la fonction de corréiation de cette force
doit coincider avec la fonction de mémoire intervenant dans la friction
retardée (deuxidme théoréme fluctuation-dissipation). La théoric de la
réponse linéaire constitue ainsi un guide précieux pour améliorer Péquation
dc Langevin et la mettre sous une forme (équation de Langevin généralisée)
qui sera celle pour faquelle une généralisation quantique existe,

3) La troisiéme partie du cours aborde précisément une telle généralisation
quantiyue, L'idée générale est de partir des équations de Heiscnberg du
systéme quantique et de «réduire » ces équations au moyen d’opérateurs
de projection infroduits initialement par Zwanzig pour I'établissement d’équa-
tions pilotes. Aprés avoir introduit vn produit scalaire dans I'espace de
Liouville dcs opérateurs, ce qui permet disoler clairement 1e sous-espace
des observables auxquelles on s'intéresse (généralement celles qui varient len-
iement par rapport aux aufres), on projette des équations de Heisenberg

dans ce sous-espace. On établit ainsi des équations d’évolution exactes pour
~les observables intéressantes (équations de Mori) qui ont unc structure
d’équations dc Langevin généralisées. Les différents termes apparaissant dans
cette équation sont analysés en défail et interprétés physiquement, La force
de Langevin apparait comme la composante « rapide » de la force agissant sur
les observables intéressantes, alors que la force de friction retardée apparait
comme une « seli-réaction » (réaction sur les observables lentes des obervables
rapides perturbées par ['évolution des observables lentes). Le lien précis entre
les 2 forces est cxplicité (2" théoréme fluctuation-dissipation).

4) Les résultats précédents sont trés généraux et reposent seulement sur
Texistence d'un produit scalaire dans T'espace des opérateurs. Le choix d'un
tel produit scalaire dépend du probléwe physique étudié. La quatrigme partie
du cours présente vne application des équations de Mori & 1étude d'un sys-
téme en équilibre thermodynamique.



On montre d’abord commun le choix judicieux d’un produit scalaire, sug-
géré par 'étude de la réponse linéaire, permet de déduire des équations de
Mori des équations exactes auxquelles satisfont les fonctions de corrélation
cunonigue ou symétrique des observables intéressantes, De telles équations sont
des équations intégrodifférentielles dont le noyau, n’est autre que ja fonction
de mémoire de la force de friction retardée, on encore Ia fonction de corré-
lation de Ta force de Langevin, L'analogie entre fonctions de corrélation
¢t fonclions de mémoire d’une part, propagateurs et self-énergies d’autre
part, csl soulignée,

On établit cosuite un certain nombre de résultats exacis concernant fes
fonctions de corrélation et fonctions de mémoire : relations enire lés' moments
des transformées de Fourier-Laplace de ces deux fonctions, propriétés de
symétrie, développement en fractions continues, positivité de la transformée
de Fourier de la fonction de corréiation, lien entre positivité ct caractére dig-
sipatif du systéme...

Les résultats précédents sont alors utilisés pour introduire un certain nombre
d'approximations intéressantes. L'approximation markoffienne consiste 2
négliger le temps de mémoire (ou temps de corrélation) devant le temps
de relaxation (temps d’évolution des variables lentes). On montre que pour
une seule variable lente, une telle approximation conduit & une exponentielle
décroissante pour la fonction de corrélation et, par suite, & une lorenizienne
pour la ‘densité spectrale, Le cas de plusieurs variables lentes couplées
les unes aux autres est également analysé dans le cadre de cette approxima-
tion. On présente ensuite un certain nombre d’améliorations possibles &
l'approximation markoffienne : choix pour la fonction de mémoire de
foncBions simples dont on ajuste les paramétres grice aux régles de somme
exactes établies plus haut, utilisation du développement en f{ractions econti-
nues que l'on tronque aprés un certain nombre d'itérations.

Enfin, on souligne un certain nombre de prolongemenis possibies dont
certains seront abordés aux cours des années ultérieures : fluctuations dans
les systémes hors d’équilibre, importance des nen linéarités, couplage entre
modes, critéres pour trouver les variables lentes, lois de conservation et
modéle hydrodynamique...
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