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INTRODUCTION

Nous étudions ici les processus stochastiques non markoviens

générés par des équations différentielles stochastiques généralisées

de la forme

q'(*(k} y AT(§ W), €)= C‘(” %’»?Lt)

o
Dans (1) (f) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle

et de corrélation XQU:) , gU«.‘ﬂS = Slk- t‘) ,

et Gdh est une matrice constante.

Par ailleurs W\\*) est un processus stochastique markovien

discret défini indépendamment et qui prend les valeurs discrétes

)
c'est A dire que la probabilité conditionnelle

gLv), V= Ae.os N sa matrice de transition est M

P (m ey = 80) | mes) - §0))

est donnée par exp E—AMS R
) v

Le processus i £ défini par (1) est non markovien,
néammoins le processus (.i(i\ ' "‘(*5) est, lui, markovien
et c'est cette observation qui nous permet d'introduire d'une fagon

simple un formalisme opérateur et un formalisme paralléle d'intégrale

fonctionnelle pour traiter le probléme.

Nous montrons comment on peut, dans les deux formalismes,

donner des expressions explicites pour la densité de probabilité

conditionnelle




ML T T W) by

v W(T, v, ¢, g k)

est la densité de probabilité de transition du processus markovien

(q‘&&) ‘ 'W\(*\)) et B\(’L) est la probabilité que m(-l)_- ¥(F)

Nous obtenons aussi dans les deux formalismes des expressions
pour les fonctions de corrélation et de réponse du processus g(t) ,
et ceci pour les conditinns initiales arbitraires au temps t=t
En particulier nous montrons que la fonctionnelle génératrice :
des fonctions de corrélation est donnée par une intégrale produit ( une
généralisation de 1'intégrale fonctionnelle usuelle) qui est en principe
calculable. Les développements perturbatifs de toutes ces expressions
sont étudiées en détail et nous donnons des expressions explicites qui
permettent de faire des calculs & 1'ordre voulu. Ici c'est le formalisme
de 1'intégrale fonctionnelle qui nous permet d'arriver le plus rapidement

aux résultats désirés.

Nous avons aussi voulu passer en revue, avec des applications non
triviales, le formalisme fonctionnel dans le cas des équations stochastiques
différentielles ordinaires (équation de Langevin) c'est & dire (1)
sans l'intervention du processus rn\k) . La raison étant que c'est ce
formalisme, spécialement adapté au sujet, que nous avons généralisé
pour traiter le cas de (1) et aussi qu'il nous a paru qu'on ne trouve
pas dans la littérature sur le sujet des calculs détaillés pour
des cas compliqués comme par exemple ceux des équations de Navier-Stockes
(infinité de degrés de liberté), forcées par une agitation stochastique,

que nous traitons complétement.

Ce programme est contenu dans le chapitre I, ainsi qu'un exposé

sur le formalisme opérateur correspondant et sur les développements

perturbatifs.

Les références que nous avons suivies sont [.4 - /13 ] .

Dans le chapitre II, nous étudions 1l'équation généralisée (1)
et nous construisons un formalisme opérateur qui est l'analogue du
formalisme utilisé pour traiter le spin en mécanique quantique.

Le formalisme fonctionnel est introduit et nous améne a 1'intégrale produit.

Nous suivons ici notre travail [ 1 H—j.

Dans le chapitre III, nous nous débarassons de 1'intégrale produit
en éliminant les degrés de liberté discrets et en réduisant ici nos
expressions & des intégrales fonctionnelles ordinaires. Ceci est fait
explicitement pour un processus m(t) prenant deux valeurs en introduisant
la technique d'intégration fonctionnelle sur des variables anticommutantes
dfie 4 BEREZIN [45‘1 :

Cette puissante technique est utilisée couramment en théorie quantique
des champs pour les champs des fermions et permet en principe de

traiter le cas général. Nous utilisons ici notre travail [ 4 {]

11 faut remarquer que dans le cas d'un processus m(t) a deux valeurs
l'utilisation des techniques plus conventionnelles de 1l'intégrale produit

permet aussi d'arriver au résultat, ceci est illustré dans le chapitre V.

Dans le chapitre IV , nous avons appliqué les formalismes introduits
au chapitre IIT & un modéle simple : wun oscillateur harmonique
dont la fréquence est un processus stochastique discret pouvant prendre
deux valeurs et qui est sollicité par une force extérieure qui est un
bruit blanc. Nous récupérons ainsi les résultats de BOURRET, FRISH et
POUQUET [1 ﬂ] et de Van KAMPEN [ 2(71 et nous dérivons explicitement

les équations couplées du modéle pour les fonctions de corrélation et

de réponse.




Nous faisons aussi le calcul complet de la fonction de réponse
en sommant a4 tout ordre la série de perturbation dans le but d'illustrer

pratiquement cette importante méthode.

Dans le chapitre V, nous appliquons les techniques développées dans

le chapitre II et III & un probléme de physique du solide

1 effet JAHN-TELLER linéaire. Nous avons pu déterminer explicitement
et & tout ordre 1'expression de la fonction de partition du systéme

a température finie et indiquer une méthode pour obtenir explicitement
la série perturbative pour 1l'énergie du fondamental dont nous retrouvons

le résultat connu au plus bas ordre.

Finalement dans des appendices, nous avons réuni quelques calculs

supplémentaires utilisés dans le texte.
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I.0. INTRODUCTION

Ces derniéres années, 4 la suite de [4] les formulations
des processus stochastiques en termes d'opérateurs ou d'intégrales
fonctionnelles [|3] en partant de 1'équation de . Fokker-Planck ont

été construites.

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous passons en revue
la formulation dde a4 B. Jouvet [4/2 ], voir aussi [ ?] pour le

probléme de discrétisation.

Cette formulation qui peut également s'appliquer 4 des équations
déterministes est celle dont les notations sont les plus proches
de celles de la théorie des champs. De ce point de vue, on peut
considérer un processus stochastique comme une théorie des champs
un peu exotique : 1'Hamiltonien n'est pas Hermitien et le T-produit

des champs doit se prendre entre deux états différents.

Cependant 1'arrivée dans 1'Hamiltonien de produits d'opérateurs
ne commutant pas entre eux, entraine & devoir tenir compte dans
le formalisme fonctionnel associé, de la fagon dont on discrétise
les intégrales. Cette précaution prise, on obtient un formalisme

parfaitement cohérent.

Dans la seconde partie, nous étendons le formalisme & une infi-
nité de degrés de liberté et nous nous en servons pour dériver les
régles de la théorie de perturbation associée aux équations de

Navier--Stokes.

I. 1.1 MANIPULATIONS FORMELLES

Nous partons de 1'équation différentielle non linéaire
5+ ACalRl) = fCh) glte) = Qo
9+ /

oti A est une fonction en général non linéaire et nous consi -
dérons pour l'instant f comme une fonction donnée (plus tard

f sera un bruit blanc).

Cette équation a une solution avancée qj ( t-; ®o J

qui vérifie l'équation intégrale

n

qj(r}ao) Qo +fo(i 9(%-E)QC?-V¢)[f(?) -
— Alygcmy o)) ],

o Oz t>0 , GCh) =D tlo

"

qi( ¥/ &ﬁ)) est, bien sfr, une fonctionnelle de f.

Nous procédons maintenant 3 des manipulations formelles sur
des intégrales fonctionnelles, les ambiguités se présentant

doivent &tre résolues en discrétisant comme nous le verrons plus

loin en détail.




On part de 1l'identité

) foqr) S[G R +ACKCF)) ~f(t)] jcf(quo)-d?oj JCqct)) =

qui est la version fonctionnelle de la formule

.

“ ,M i 7 8 H‘_\(}?)
O[St T r)) Lk (G )

Le rf fonctionnel qui apparalt dans (3) est le produit de
fonctions 5 prises sur des points compris entre tO et T,

La formule (3) exprime simplement que le (5- fonctionnel a un
zéro qui est la solution q)c(?‘; &o) avec la condition initia-

le q$( t‘D/ QO) - & ; de sorte que nous pouvons écrire pour

une fonctionnelle F quelconque de q.f (f, (Qo)

= Flq.ct; )] =foqm FLq(n] 5 [q )+ acqcn) -fb ] l:‘

x 0 (qtte)-@o) I(q(h)),

ou T est un temps plus grand que les temps intervenant dans F,

et le Jacobien

= det 9 (GUrY +ACact) -fFCh) ],
Sq(t!)

est calculable comme

)M)

I1- w(o%) et [S(E-H) 4 O(t-+1) O(+'<to St

7

Le second déterminant se calcule grice a la formule

db (A¢w) = exp fe L@q(«(i—\ﬁ),

et comme %U’ ‘&M = 9 wn z

T- 84 (Q) eqowefde 25000 ]

Nous remplagons J dans (5) et éliminons dld‘(@af)

en divisant (5) par :

A:fbc‘ J[C;u)]ll J(q(r))/
car le Jacobien J‘(‘(((‘)) 2] éb['ég‘.) °

Nous discuterons plus loin la valeur de 0 ¢ @) L 4

le 0 fonctionnel admet la représentation

(8) J[[:(H] ’: = IV{D,OH} -ﬂx@ijtlz peoy ker)
° to _

I.




N est un facteur de normalisation, nous utilisons cette

formule pour obtenir finalement (N s'est éliminé entre le

i
|
|

le numérateur et le dénominateur).

PN "
{EEO\&U‘; &o]l = KDC{”) Dgo(f’) ex\p [f+§C[P(Z>[C{‘f‘MCC() ~fle) 4

on peut vérifier facilement que

{j(f)g:o /{f((-)j-(fl)g:cdr‘(i’_+l)/
_1 6Lo) Z’%Dﬂ] Frq] $Cqlte)-Q)x |

toutes ces moyennes étant gaussiennes se calculent facilement.

T =1
" 0 U e {l( Jc @(I)C? (t)} A‘(q((m) Nous prenons maintenant la moyenne du numérateur de (9)
q ) 7 |
’ (le dénominateur n'est qu'un facteur numérique)

qui est la formule de Jouvet pour des champs non stochastiques

donnée dans {17 . l {F[q{-(ﬁ; &O)Jj -

On peut facilement prendre la moyenne dans (9) par % T %
rapport aux conditions initiales : si on se donne une = I\/JDCI D(JD\f _QX'P"J 0[5[3_ f(” ‘{‘P[;{fﬁ(ﬁ)‘f(f)_]'l‘@w)g"q :
2
distribution de probabilités b(&,J)au temps to’ to ¢ DL{

jd&o lo(@o) = A , alors la moyenne : X F{‘q“‘)) 5(‘1”0)‘@0)

(FLqs(e ;8] = [d0o b(@0) Fiqu(t; @) ],

est donnée par (9) en remplagant J(q(kﬂ -80) e b(q(te)).

~ T . . °
=W (0q 0pvpecpif de[ £ ($ricp)te (5p® ¢ p 4]

-1 6(0) 2};’:_‘" ] FLacr ] (q(t)-80) ;

On peut aussi facilement prendre la moyenne par

rapport 4 f ol nous prenons f comme un bruit blanc
gaussien de corrélation en effectuant la translation -j- —2 j'-\- ;CP & f ’

{3—(+) _'f(“)} T J({_ o *_,) y ‘ l'intégrale sur f' ne donne qu'un facteur numérique et on a
finalement (nous avons arrété 1l'intégrale sur 3(('() a T
mais cela est loisible et ne change que N si F ne dépend de

grice a la formule ! £ que pour t & T ).

(FIf10 = W(ofewp[- 4 [defemr ] Pesl,

t\/f“-e/acvmfgf(}:/(




F{q, Q] =

(11) = MJDo‘ Q@JK\P}LLdZ[\P% -(- ‘Z—LW—-@ ﬁ(q)ﬁ@[o)_m{qj ) ]x

J
J q
« FLq(a] §(q(to)- Qo)

Nous terminons ce chapitre en remarquant 1l'analogie de

cette formule avec la formule de mécanique quantique

(QT|T F{qu(B]]@te) =

i 0 s
(12) = v(d)c‘op uplf,rc:z[\pc{ —H(PIC{]] Flqet)] 5(6{(‘0)@0)0"(6[(,.)_@),

dont on peut trouver une démonstration dans [‘16'J
dans le membre de gauche de (12) le symbole T est le produit
chronologique habituel, les Qrt sont les opérateurs de la

représentation Heisenberg.

I. 1.2 FORMALISME OPERATEUR ASSOCIE

Nous introduisons maintenant 1'espace de Hilbert et les

opérateurs habituels de la mécanique quantique d'une particule :

& of qS sont les opérateurs vérifiant la relation de

commutation habituelle.

(13)

[C'SI‘D_{]:(:/

et ayant les vecteurs propres

a. 19> = qlg>
P lpd = ple>

vérifiant les relations

1B

{qlq!> T(q-q')

Lqlpy = 4 o'
I (p- 1, o

"

CPLP's

Vv

l'analogie entre (11) et (12) nous suggére de considérer

le systéme décrit par 1'"Hamiltonien".

-1 pl
ol nous avons pris &(9)=0 , ceci étant expliqué en détail

dans le chapitre suivant. L'opérateur que nous appellerons

désormais Hamiltonien du systéme n'est pas Hermitien.

Nous introduisons maintenant les opérateurs de

Heisen?frg i S H}t
qQ(t) = 2 9 ¢
B (Ht Q—«H‘r
pet) = 4 I )




ainsi que 1'opérateur d'évolution du systéme

AR (R t)
(17) Wity b)) = e

nous définissons

R
l@o,to> 2 e | ©o>

L
{Q,t]| 2] ¢ .
s . R
Eoevgmttieh L & WAl b Y s by & CBIUEE be) 18s"

n'est autre que la probalité de transition

Wit Qo to)

markovien défini par 1l'équation (1). (c.f. par ex. [4?]

, du processus

pour ce qui concerne les processus stochastiques).
preuve : 1. pour t = to on a bien
(68“/(('31 ta)l@0> = J(&‘&O) 3 W(@/i‘o,’ &O,to) .

2. w(a,t I-Qo {’0) vérifie

1'équation de Fokker-Planck associée a (1)

> 2 2
(19) W(a,eiaoeo).o—&{gw M(@)] W (@t Q.to),

drautre part on a que
g(_l&)!fv{(t,to)l@o> QI H) Wk, bo) tle >

c'est a dire que (a\u(#,’f'()) ]@O » vérifie

1'équation de Schriddinger associée a H, soit

be QU E)@Y < ~i H (~c9QQ 10) L QLU o) [0S

<oy 2
P"‘Q‘Q

Cj:

o -\H(—lg%,@):—gwl.‘_\iﬂbq(")K

soit

9 el LD )
5&<&’u“’*°)m°>‘[%5@”5&0[\(&)]4&[““'%)“Q 2

ce qui est la méme équation que (19), vérifiant la méme
équation avec des conditions initiales identiques, ces quantités

sont égales.

(20) <@|“(f,to)(&c,>:l}{/(@[{*; @olfo)‘ COF D




Nous faisons maintenant deux remarques . .
q Remarquons que H ait toujours un P sur la gauche est la

la traduction de la conservation de la probabilité car en effet

1. La formule (11) étant linéaire en F il suffit de considérer

des fonctionnelles ¥ [C‘ : @o] = Cf(h) % C{(t‘v\ ) , une
fonctionnelle plus générale se développant en série de \ ‘2 ‘(J(Q LZ&, E (Qo {‘(3 >|L\: Q fop& w(&kt‘ . Qo [\D) v D /[ } 0 )
Volterra. ‘ D g oFf / ot
¥ (‘”03 Proposition I. 2 les quantités
oo 5- ‘ froposition 1. & q
() Flq;0.): & o [dbi-dba —— q(t) - qlha) | ) . .
w9 ° JC((HJ“'()‘Q( “) LLIT qgih] - c{(m)[(%&o) sont
les fonctions de corrélation du processus q(t) ,
Les fonctionnelles C{('F.) . C{(h.) étant bien slir sur les l pee & e TT Do permiation Salls yue
les fonctions de corrélation du processus C](f)
tlfl((\ >ltV\(‘L| 7/“" 7 tu’t(m)}
2. (11) peut étre formellement obtenue de (12) en intégrant |
sur J & l alors, par définition du produit T
Ces remarques nous suggérent de calculer les grandeurs i F = L} T al\(h) C‘(‘(\"\A ) | Qo kg >R _
_ ot R
(22) L) T g H)-g(tu] o, to - A R
> = (L\ﬂ(tn(q) Bmaren G (h/’\(m))(@o,f0>

L
(23 <L = (dQZe b,
—( F~ <Ll€|H“‘n(|) ~\Hl‘ﬂ(l) (H{‘l/'l(l) (H‘*‘h(w) _le.ﬁ(W)
= 4 © e seeL @ 4 € (o, 1

[ L‘ ne dépend pas du temps car

HT . Ht
2Ll s fa@ el H) e aa ot @raprss (17), (1) ot L LleT s L L)

toujours un P sur la gauche et comme

[daie|p, O = [d0dp pLoip> Ll = @R (dp p 3] oI B Fr (LT, Eney)a U Chaay «tae) =+ U Chagna s T )1

= 0O Ced f)or(\{?):o kqs L((rlﬂﬁv\]/f(?)l@0>,

RN <L|:fd@<@l.




soit en insérant n relations de fermeture A = b(o?c“ | Cl l> ( qt/[

et en utilisant qg [q\7 = C{\M|>
f:f‘&‘!n(u'” Cﬂc/ﬁ(w AQna) " Dawm) {ELUCT, 6‘”(””qmu)>x

ey T4 LICK t“m) Mg Y - K Ay \ U CFamy fo) 180) |

_(H(F-tnn)
(L\M(T, fnu)“‘{m(l)> =fJQ {Qle \al(ﬂ(l)>:

soit, en utilisant (20) ainsi que J‘
\
\
{

> f/@ (GZ[C(W(() > :’(&& J(Q_c(m(()) = /{/

il vient finalement

(LIT erd) - G(tn) @0, o™ -

jcrc(nm ‘éc(mml Tren V’/(qm” “nci) Tna) b”fl))clvm)

S V/(a(wcm-‘) fm(vm) ?Ainca) hﬂ(u))cfw(u.) L(/(qnw} fmb,,/’ Qo 'F")

ce qui est bien 1l'expression des fonctions de corrélation du

processus q(t) C.Q.F.D.

(25)

(26)

(28)

18

Remarquons que l'on a obtenu les fonctions de corrélations

pour la condition initiale q(to) = QO si 1'on se donne une

répartition de probabilités \D(&J)pour la condition initiale
il suffit de remplacer |Qu t, 7R par RO ou
(

LRS = (406 4 (80) (R, Fo >

et alors

Lqer) -+ q(tw) % = LLITE M) Geha) 1B .

I. 1.3 PROBLEMES DE DISCRETISATION

Nous nous proposons ici de construire le formalisme

fonctionnel en partant du formalisme opérateur, de la maniére

standard en mécanique quantique [16’, 28]

les points f“ = te +J£ / mrilez k-to
on a, en plagant n relations de fermeture 4 = JC S
[da, 14, <q,l

dans

leluCt te) |@od = (Vﬁ'o(q’ '
: 3

Pour cela nous divisons 1l'intervalle [ to, f‘_] dans les

CATUC(E to)]@o >

étant intéressés A la limite

/ {'uﬂrl—‘-{"

Ut

{ ~> © nous ne gardons que

les termes jusqu'a 1l'ordre ¢ dans chaque facteur.

Wk €

ou

H o 4) = - L

1
£

d~|): A~ ¢ H(\DSIC“-J + 0(51),

- U'ls ﬁ[qg)’

( <C‘J[u((_d ’rd-l)'C{J-l> :




(30)

mais nous pouvons aussi écrire H sous la forme

ROy, 95) = "(’("")b"gﬁ(qg)“’(baf(cfs)(pg -

- K [eg A ] - g pt

L2 A )

soit en utilisant [ IOS , A (C{S )] &
0 9c /

il vient H: _E%(sz -(4—"()j05 ﬁ(c{sj ”O(H(C([)()S +

QH(QQ

L0
I

/

nous devons évaluer, d'aprés (27) et (28)

soit par exemple

(%'H(Vog
<9, 1P ACaEILq,, > = Jdy ey Lol p><plALge g, >

_rdp ;
“f;z_('r [X‘PJ:{P(C{J‘C{J-()] Pﬁ(q‘)q)/
il vient de la méme maniére

<quﬁ(C{gH’S|‘{d\l

’({() ,CfJ—( >

v = Alq) ffﬁ,i enp | 05(“;"“;\?“

< 9R(ag) o 20(q, ) A o 3 -
<Cfd [14d 5 IC{{|> 14 _ZEf_J_J'_ E_Tf(:’_ Xhai'b(qd 7(})]

<qJ l -
<q4 lqd“'> =

SRR CYSE TUER IR Y
(f{—g ’g(P[(iD(C{J—C'J»u)J)

soit, en utilisant (28) (29) et (30)

{qj.b(("d,f}—!)c{d“> :fcf.[/.) 0)(‘,3 'i[v‘l q—i;—qﬂ-—

(31) . A )
"(“‘fz[P - (A- o()qﬁf/*(c(",)+o(‘/304(6()+la’\%c{(:(+‘)]/

en reportant (31) dans (29) il v1ent VH-(
M + 1

(R IUCH, to)laoy = T1 dg; 1] A ccprc & [

(I 2T d (

(32) ['DJ QG- M- (J% PZ _,(/ua(")uad HCC{J*' ) = X lPJ lf°t(c(d ) +

¢
x 20 (1)
* goc,:”, )J/

faisons les changements de notations
Ep 4 Byt
P = yo(t,-/_() S t,_/; g —E 7 4=
J 7 7 2
(33)

9= 9Ch)

considérons alors un des termes de (32)




(34)

(36)

1

¢ (/’“\JJH) [l-d) Riq )+ 4 H(C{HJ I

dans la limite ¢ -5 @ on peut remplacer (34) par

(M dbpeh ACEH) s g€ 0,41
fj\( ‘“ [ ! ?
P:tdc(l ‘?-I‘ z% = D‘{ D\z

et alors, en posant

(32) donne formellement

o P “
KQlUuCk to) [Ro> = fw) De Op “\P‘ff(a ;9 (¢z),q(t)) « |

X §(q(to)~Qo) (g (k) -R)

(les fonctions 5 tiennent compte des conditions ql) = d)o / C“A+‘ = Q )

ou

L lpee), a) = pa e (S pte pACq)-14 96;(51}/

et le symbole Y{/) dans (35) indique que en discrétisant (35)

dans chaque expression

]6 Yde £, (p2), q¢r))
J-(
‘[:‘Ac p(c)ﬂ(t)

d -

le terme

doit &tre pris égal a

Zf(g-m)[(’("(?’*(‘l‘]q)Jﬂ( H(cld’],

c'est & dire que (35) est simplement une notation abrégée pour

(32).

Nous discutons maintenant 13 situation qui se présente. De

ce qui précéde on peut conclure qu'une intégrale fonctionnelle

du type

ok e
‘(“JD%OP “\P'f:‘fim ~H(pq) Dlq(to)~@e) (4 (F)-@),

n'a pas en général une valeur bien déterminée : sa valeur
dépend de la fagon dont nous approchons en discrétisant

1'intégrale.
T ’ theg
L(t'vg, t) ~—fp dz Heper), qcz))

dans chaque petit intervalle { *" “-}-[] . La valeur

de k peut s'écrire :

k= <&( (”(\’('lk!*o) l&0> 1'opérateur a( l‘, \-O)

étant déterminé par 1'équation

0 ~ I A A
L'D-l" %('\l¥0) N H((?SOC[S) MCH,"D) /
chaque fagon différente d'approximer I¢ s 3 ¢+') va
déterminer un opérateur R((P‘ 1¢g) différent et donc un U

différent et une valeur différente de K.

Les différentes prescriptions pour approximer
correspondent aux différentes possibilités d'ordonner ‘(’S -I/FC’S
pour obtenir H(U)g,c’s ) a partir de H (p,9 )

(voir le calcul menant a (31) ).




Le phénoméne que nous venons de constater est la traduction
du probléme bien connu de l'ordre des opérateurs dans la quanti-
fication d'un systéme, il est normal que ce probléme se présente

aussi avec les intégrales fonctionnelles.

Remarquons que pour les systémes simples habituellement
considérés en mécanique quantique
VL v
H T - 9 )
(peq) = - +

le probléme ne se pose pas.

Remarquons aussi que l'on peut ajouter 4 H un terme

dépendant de la prescription de telle sorte que

9 =
(&I Ut o) dod reste constant, ceci étant
précisément ce que nous avons dans (35) ol ce terme est —(a Qﬂ;q
de sorte que l'on obtient ainsi différentes représentations

fonctionnelles, toutes égales, de la méme quantité

QI Ut t0)|8o >

Pour terminer indiquons rapidement comment, si 1'on tient
compte de la discrétisation adoptée, les manipulations formelles

de I. 1.1 donnent bien pour (9({9) la valeur £ .

Retournant & la formule (7) on voit que le facteur

venait en calculant

J dt @(vr-T)o(r-to) hq(T))
Jq(h) f )

.
g dz Acq(e))
Jﬁl(l‘) to

)

en discrétisant 2 ) agit a la fin de £ }*O) t 2

(t
c'est & dire sur [:ct}»_rwl-]la é ng Y gﬂ(ﬂ

et en utilisant la prescription (36)

DACY)
0 (A-d) ACq(b-ct) +x Acqehl)] = o 285D
Fae LT A ) 1 oq '

et on a bien O(C0) = o-

Enfin remarquons que si on adopte pour ibq 0 P les

définitions habituelles le dénominateur de (9) vaut \{d&(d}]@as =A
et donc que dans (11) VM= .

I. 1.4 FONCTIONNELLE GENERATRICE ET THEORIE DES PERTURBATIONS

Nous introduisons maintenant de la maniére habituelle la

la fonctionnelle génératrice

T
) : =
(59) Zb’(" {J;J*]:fx(})Dclovj éi\’“fh&c(‘f‘ (P(t),ﬁ(t};d(c)c‘(z)+

ey ] Slgtior -o ) -
Proposition I. 3 dans le cas ol le membre de gauche est

défini ( é‘ # bJ pour tout ( )J. )

(40)

" R
LLITFh) == Plha)q (th) G (Fn) 180,80)" =
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preuve @ en calculant le second membre on trouve

S AL 4S8 ¥l ¢
L 5J(FL} ( Jd(f@) ¢ [J'J 1

T
:g Dg Bp pCti)-- PCFA)qUEL) - q(Flen) exuo,-dﬂo(c’ (jx(tp(Z)/c{((\']) f
0
e 18 (qlto) - o)

ce qui est bien le membre de gauche de (40) en ordonnant
chronologiquement les pChi) et q(d Jear on trouve exactement
cette expression en construisant la représentation fonctionnelle

du membre de gauche de (40) comme nous l'avons fait pour

e Ut to) 1@eD

Proposition I. 4 les fonctions {LIT Pt )-- (,off'q)q(l-ﬂ)“‘cuf',.,() @y FU>Q
SROBOSIELON S I ;
sont les fonctions de corrélation et de

réponse  du processus q(t).

Preuve : la démonstration dans le cas ol il n'y a pas de p
a déja été donnée (proposition 2) la généralisation étant
évidente nous donnons la démonstration dans le cas ol il n'y

a qu'un p et un q.

la fonction de réponse R“‘l\f‘z) est par définition

ey

(A (00> o

Tq(t)

1
= T Cf‘v)[&o,t'o>
{4, h0> = {LITq A

ou H' est 1'Hamiltonien correspondant & 1'équation de Langevin

avec une force supplémentaire g(*) au second membre soit

H's e pg, 90 = Ex -0

la représentation fonctionnelle de cette quantité est, en

utilisant (’M) (VS

T
ROk, EL) = 5‘5;{ f}?{?m’p éx(pnfrao{z[‘f«(u°,qjj—y°g ] J(q(fo)—@o)

- - R
= —i(L[TC((h) f(H)(d)o ‘0> (d'aprés 40)

la propriété de causalité R(F, b ) =0 t2>¢E¢ est
traduite ici par {L.['B = O en général on a que :

LLATRCkl = Beba) GCEN) o Gl ) 1@, to X =
= 0 si un des t, plus grand que tous les t'

Nous construisons maintenant la théorie de perturbation de
la maniére habituelle dans le formalisme fonctionnel pour
vérifier que malgré la dépendance explicite de H en ¢ , le

résultat perturbatif est indépendant de o/ & tout ordre.

Pour alléger la notation nous n'écrivons plus la dépendance
en ¥ quand aucune confusion n'est possible, nous introduisons
aussi pour les fonctions de corrélation-réponse (fonction de Green)

la notation simplifiée

“ " 4 R
(Pt peta) qeHi) - (W)Y = <<.|T€J(h)--~\o(h)q(é'.)~~~q(f’,.)m)fo;

La théorie de perturbation se construit de la maniére suivante,

supposons que i puisse s'écrire




ou :ﬁ o est quadratique en p et g

a2) Y T £

alors (39) s'éerit
280 y* 1= [Op0q expifdefdolpeerace)+ts(palqa))y

FUatg*e] dlqeo)-a0),
soit
Ve (10 <xpifde¥i(peer qen)
expifde[fo(pee)qee))tyqryfp| F(qito)- o)

5
JJ)

¢

2 L4 ] s foavpexpifdedi({f, 4

{ elboifo{c’[‘fo +Jq+d*(a] [)\(C((M}f()u),
la premiére exponentielle ne dépendant plus de(p, q)peut €tre

sortie de 1'intégrale et en posant

(43) ‘ZD[J,J"]; “JP Dg <xp ;fdzwo(,,o(r),q(z))wc,fJ*p] S(q(h,)-&a),

on a

@ BLLJUT s espifde et ALy tetyr

formules qui, en rappelant que (voir (40))

PR PCba) QU)o g (H1) > =
(45)
=12 L {7 e 28 %
COJECH GapFta) L g Le Caf(th [Jd |

résument complétement la théorie des perturbations, en effet

(43) étant gaussienne, tout est calculable.
Nous procédons maintenant & une manipulation qui rend la
théorie plus proche de la théorie de perturbation en formalisme

opérateur (Théoréme de Wick).

D'aprés (44) et (45) les expressions a évaluer sont du

) (FLOQY s Fid o i lecifdefi(4g, 4 ) 201y, 04|

type
|

Y| $
4=
soit, en appelant é { @ | f § tout ce qui est
appliqué a 2, [l(jé* ‘JJ]
(Ripadds eftg g [20).77)
§“ =0
LI A5 2o Tg ) en it etia e )
J*:o '0-
15 17 o142 44 d t1*
cLisprr g1 2ol 54 ;J(ﬁ}é("b‘I LT L
f
2048 44 45 193 i(de§gq+s* I
i?m'?iuo]éi iéJ*liJJfé(‘oJ St {32 970

t20 r-q




\
Draprés (35) et (40) la fonctionnelle génératrice est donnée
par
20048 LD 16 Lpoq) i (AT q e p]
] ¢ =0 = : . ° : <
4 f J* i ZSJ,J*]:f%qDVo axUOtd(azz{Uﬁ(qi-/uf{{»éq?) {'TQDZ_\CX(/A1~AOIJJ
d =0 ‘D-O ‘ (49)
\ *d‘l*J‘M I(q(-v),
= 2o X‘{_? ; /r{ lfg z G [ (P,Cl:( qzo ; ‘ Nous prenons la condition initiale & = ==  pour obtenir
4 (f P20 les régles de Feynman les plus simples (théorie stationnaire)

suivant (43) —> (45) la théorie de perturbation se fait en

posant

en utilisant cela (46) s'écrit

| (50) ZYJ'J‘]: .ex(”f_‘di’f[%‘%&@b)l' ‘,(A‘Yé:}} Zoffd*]

o)

“ LRl ) = 2015, 14, ] wnuMwW,qu}’M :
at [/

Cette expression est la forme fonctionnelle du théoréme de

+ oo
‘ . ; S (- s 1A p b 11t
Wick : 2, étant 1'exponentielle d'une forme quadratique génére I (51) 2o [J "J ] ‘f‘bﬂl D() exu>|fdc [‘ 2 ¥ P(C! */kcl) / JC{ J f
~ g

toutes les contractions possibles de p et q. X J(c‘(— s ))
Nous appliquons maintenant les formules (43) (45) & un ’

modéle particulier pour étudier le mécanisme de cancellation de 2o est une intégrale gaussienne et plusieurs méthodes sont dispo-

la dépendance en « ’ nibles pour la calculer, nous utiliserons les eéquations de

[ Schwinger.
Le modéle correspond & 1'équation de Langevin ’

Soit F une fonctionnelle quelconque

(48) (;-} Cl+&f(z:f“) et nous prenons ¢ = ( 3 ‘ 0 E L < (Dlath] Flerh] e cbe
C'eﬁ a dir%e que f est J—COI‘I"EléE 3 {j({-)i(rl)f: o F- (»!). \L f q c[] f q ) G|

z J 5361 = [Clrh] (invariance par translation de la mesure)




soit, en développant F

" . sFLa)

= foq [ Frals fde hev) S0m0 4

h étant quelconque on en déduit
(52) J 0 §_ijL1 & c'est le "Lemme d'intégration

fonotlonnelle par partie",

en appliquant (52) & (51) on en déduit

{DG,D'Q f;lf‘ uutpi‘[dr[l_f(c)*Jqfd‘w]xJ(th\) =0
(53)

[0q 0p & wrpi [dT[LI(2) bgatifp]) xS(al->) 20,

fq

ol Lf est 1'exposant de (51)

il vient

(DD~ #i(Gt pq) 4yt ] erpo 20
(54)

j[)cly)(, S_-lw +E/()+\‘A ] @XUA--- =0,

soit les équations pour Zo [ J o] 21

2 4 0320 = ((+ ¥

(G ) T 5T Z 1 2oty
(55)

2 45 %o a2 * § 2o

Gerr )V ismm = Tl -5

on peut facilement vérifier que la solution de (51) vérifiant

les conditions aux limites

120

LDt | e laitye s b

et

(PR PChY ), 20

(P qeh)y, =0 Mzt

[4ce) See-xt) feer) —

(56) 20?_1.J*]: 2xp {-jdc‘dt'
-4 [ dedel ) () !)(Z—Z')J(r’}§ ;

1 -t
S0 = £ [dp et ent
(57) 2m P
~vpot —clk)-pt
Bt < 4o (dp S0 a Ty,
fo Z/A

ou  f(F): OC(F)-OC(-¢)

Nous introduisons les représentations diagrammatiques
habituelles, se rappelant (47) on voit que 2, va générer les
contractions (propagateurs)

|

Pt ger < SOb-t1) 5 b e t!

+/

GUE) QUH] - B(H-t) > €

de (50) nous lisons les vertex

/\,'\i\( —x AA

le mécanisme de cancellation est le suivant :

pour chaque graphe ayant un vertex x

(e

-
le facteur % a disparu du 4 vertex pour des raisons combinatoires.
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il vient dans la somme un autre graphe

Les résultats étant indépendants de la discrétisation choisie

6 M avee un badepole ‘ il est clair que, pour un calcul pratique, on a intérét a choisir
T =
celle donnant les régles de Feynman les plus simples, ici of = @ .

nous allons voir que 6\ + Gy 2 0 en tenant compte de la |
| I.2. 1 PROCESSUS GAUSSIEN AVEC CONTRAINTE

discrétisation Yy (¢
En effet le tadepole a & priori une valeur indéterminée } Hos sevons axence plas loin & pregdre la meyeme s9r wn

J(c)):lé(&) mais )/(p() nous dit qu'il faut interpréter bruit blanc vérifiant une contrainte

pid e ‘ 5
lrintégrale Qv( 'fo( (x i ") =0
— l
/ [’l ¢ (‘)% g.: £ <){—\ ) / et nous étudions donc ici l'extension du formalisme habituel
{ d nécessaire pour traiter de telles situations.

comme (voir (36))
Habituellement si on a N variables alléatoires gaussiennes

A?—é é\ {4~0( {£ ! o _Of ! ] nt les corrélations
f Gz Sdfce-1) - JI(Z~£)> ' (.[w(z)) ’ e :
(1) Ay = <y A > = Ayl

P2

et donc fixe pour le tadepole la valeur
on a la formule
A (d-4) (=8 () a(-5'-£1) ] = by . % -4 -~ X,H‘-lx
: (2) <F[‘K')>:(ln)-l<‘£‘/‘-ﬁ) Zfo{y‘---d(“/g ¢ dO'F(J(.)

or, d'aprés (53) ‘r((%): o , J((-E[) = Z/
mais cette formule suppose qu'il n'y ait pas de contraintes

goit ;
comme ¢, = 20, et que donc A~ existe.
gz = - oA
st done @/(—E = 6 . Nous examinons maintenant le cas de deux variables alléatoires
gaussiennes ayant la matrice de corrélation
En résumé, la situation en théorie de perturbation est 1 A
la suivante : (3) A = A A

On doit exprimer 1l'intégrale sur le lagrangien d'interaction
on a une contrainte

“!X\:_O

déterminée, dépendante de  qui cancelle juste la partie de ‘ (4) 2 thy 2 i 4
Wyt~ A ﬁ -1

dans la discrétisation adoptée, en faisant cela les termes non

définis dans 1'expansion (tadepoles) prennent une valeur bien

1'interaction dépendante de &




La matrice A vérifie

(5) A W - 0 et donc n'est pas inversible on ne peut pas

appliquer (1 ) .

L'idée est la suivante : on définit une matrice 41
inversible pour y>get égale 4 A pour 7:0. La formule (2)

s'applique 2 Al , aprés les calculs on prend la limite 7—) 0.

posons

Y
(6) H‘J 2 AI{} + *] ('(ll/l(}
appelons

(7 €¢C ,Q’t‘xgaau des  pecleierg e, d e 1R+
{ER ¢ leapecce l*.e(cl/u.ﬂ f:Cp\@CC/

(€ est 1'espace complet)

. Y
On a maintenant que A u:»]u et donc lq? est bien

inversible En effet :

4] -
s yHL’\(: i /H-% 5!

29 (4 vy,

%
=
L}
X,
'
~I-s
A
+
Il B N]

/

en reportant 1'expression de H']\l dans (2) on voit que la

probabilité —S © quand 7 - 0 A x ¢ £

R ¢ A sd 4
((M(r'])"‘e ..5726”1 __30)
en effet si a2 %{R

iy, ¥4 = +oF
7—)0

en fait le support de la distribution de probabilité dans 1'espace

x>, 3¢, a l'allure suivante.

(12)

> Iy

Nous généralisons maintenant les relations (4) —> (8)

au cas de V v. ao ., gaussiennes avec les n contraintes

w3
W u' iyl 5 17

A, u| & 0 v

X;/{'--V\/—

Nous définissons, § étant 1'espace complet les sous

espaces supplémentaires $p ¢ par

dw) e {R—?

u
{ o
2

{ = {Q @€</
la matrice de corrélation 14 IJ est telle que
Ay s
1ty
H.éud ;O,Va(é[«(,m]nl‘(\/,
ou encore A v = O si \/éic.

Nous supposons que la restriction de A a f&

est inversible




(13)

(14)

(15)

Per 0"

Pvz = VDAI

(@]
n

Définissons les opérateurs de projection

‘bct/eic '71\/62

Ax Pa+ ¥ =
VoV eéiq Vet

nous définissons maintenant,

A:fl -3 HlJ + y ? (/(.(“L(d
ou l47:ﬁ+7lpc

o

la matrice H7 est inversible, son inverse étant donné par

( ﬂx{ est la restriction de A a fR )

T \9.9\V1:Q‘(PA +% Pe

(il est facile de vérifier que ’qlh‘?ll“: Hlj‘l[q? = /{
en utilisant les relations K P¢ = 0’ A &f‘\ = A, ‘DA P =P PR = 0).

Et en répétant 1'argument fait pour la matrice (8)
on vérifie que 1l'on obtient les bonnes quantités en utilisant

H']“ dans (2) et en prenant & la fin la limite u’ -5 0

I. 2.2 FORMALISME FONCTIONNEL POUR LES EQUATIONS NS.

Notations : nous considérons les équations de

Navier-Stokes & d dimensions d'espace.

d
On écrit le produit scalaire ‘(Akk & Z‘\ Ie: l.rl‘ = ‘(1 =k \(
dans 1'espace ; =

ainsi que i: (r’ )(,() /7’: Xy
-5
k:(w,lf.;) , Ir:“-(,

avec le produit k¥ - w?t - LC* Kc(
b e

(x7)

[uN
o

(19)

33
. ) d ="
nous notons 1'élément de volume (Z\z( = ng( X = 0E f‘ o(f "

Les équations de Navier-Stokes s'écrivent

2 (w0 ~g9.~"+09a9w4

/J:c,l’e/@,wio/
nous introduisons 1'opérateur de projection ‘Oud

— ¢Tr‘(fi \(7/

Pyf ) 2 I dx' S, o ki n
Kaig (Z—TTM_(A[(M € [ L S Jj(,(x,f},

(il correspond & 1'opérateur NDQ de la section précédente)

ainsi que 1'opérateur f‘,j

-y =) -
) oy (=T .
by f(0t): 4 A 4«7 e ko by ('t
\(’ J(J( ! ) (Z W)d I fd ( ’ } /]
'D,d est l'opérateur de projection sur le sous espace

des fonctions j" tel que Q,f‘ 30 , [_)\f, ¥ 0O (sur {p\ )

"31‘/ est 1'opérateur de projection sur le sous espace

des fonctions 7‘ tel que 7( = 9'3 ; dgto (sur (( )

En remarquant que Vie { g , O Pef¢ on élimine le
terme de pression (en projetant (16) sur ER ,» (v, ¢ {‘Q

=) 919& \/, & {R )
I1 vient 1'équation habituelle

2,

— =V 9404 v, &+

Py (Ve da)vy = 0

91'4:0




(21)

(22)

(23)

(24)

Nous nous proposons maintenant de traiter (19) de la

fagon nous avons traité 1'équation

dans le paragraphe I 1.

g +Aq)=§ (k)

Dans ce but nous remplagons (19) par

g__;ﬁ -V oK O V) A P.d (9,;(\/&)[/, :f'(t/ zs)

91\/(:0,

o A est un paramétre formel (rl = l) destiné & compter les
vertex dans 1l'expansion perturbative et fl , que nous commengons

par considérer comme une fonction donnée vérifiant

91 f( =0 , sera plus tard un bruit blanc gaussien

de corrélation
(HCHTY S, S = S(HE) Ay (KT,

avec la contrainte H‘ ? = 0
S d —ad > =9 ’
(on note Ay ly = [Axt By (X-x7) by (47) )

soit donc, en intégrant par partie

9'”\) = 0.

Nous procédons exactement comme I 1(1) — 1 1(9), en

généralisant de maniére triviale

t - fr,)(\>
qeH = V(F, 1)

, on a 1'identité fonctionnelle

_ ) — — = =) T
4._fw>5[%a/r VAT 4+ A Nvﬂvv\/’-gj L

L T[T, V] (V)]

(25)

¢
le ¢/ fonctionnel ayant som support sur la solution de (20)

. g =3
avec condition initiale V ("o) , on a

x S[Pt, ) -0 1T €LV ],

Nous faisons quelques remarques sur (25)

1. l'intégration fonctionnelle porte sur la dépendance en t

et en )?’ , c'est &4 dire que si 1'on veut discrétiser (25).
- =3 =3 -5
ODy’': M dv. G & : ‘
U A g VO R Ky ] |

Lo--- L)
autrement dit les variables d'intégration sont les valeurs
- o
de V' ( 6,\(3)
temps
; y d+1 2
(‘c“'to\)E?CZ avec 6“; = {tlo
x(4‘_l7(.,1 e e X(’C’:U)L‘J

sur un réseau s'étendant dans 1l'espace et le

(25) étant la limite de 1'expression discrétisée quand

{—3017—> (&)

Le premier J se comprend comme un produit de 5-

en chaque point du réseau autres que ceux de la section ": {‘0

Le second 5 est ici encore un produit de 5 pris

en chaque point de la section t: (“o du réseau.

Le réseau considéré s'étend entre to et T ou T est un

temps plus grand que les temps intervenant dans F, éventuellement

T =408 .
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2. La condition Q(V( < 0 est contenue dans la condition
_ NS
initiale sous la forme V‘ Vo = O , les équations de

mouvement conservant cette condition.
3. Conformément & la discussion générale du chapitre I. 1.3,
nous prenons I: c{‘c , cela revenant & adopter la discrétisation
X(o) et donc (voir I.1.4) & prendre pour les tadepoles de la
théorie de perturbation la valeur zéro. Dans tout ce qui suit
les intégrales sont & comprendre comme discrétisées en X{o) p

Nous utilisons maintenant la généralisation de I 1(8)

s o7 I (T
(26) f[k(hf)][% : [Vfbn p(P(deMx k) l:)(h 0 ,

en appliquant cette formule a (25) il vient
= =y =S =S =5 al _D{)"5
FLp(n@ o 70)] = fon X% HP‘L dz dx
(4]

° > = -> ~ it
e [Ty AP AR 07) f ] SVten-00] FLVT

->
il nous reste a prendre la moyenne sur J[ , pour cela,

conformément au chapitre I.2.1, nous définissons la matrice

inversible

Y (
Gy Ay = Ay ey by

(30)

(]
-~

et prenons la moyenne & 1l'aide de la formule

{Fiflg :’Jf Df“P[‘% L:otz",;mo?u,(m «

A AL L ) SR P

Yy L - RS
en effet la formule discréte ﬂ 47-1(—" -0’4«3 {-iz()(), B ¥ ) + L) X §

s 1 7 =¥ e
Z
(b B) % exp £(b,R7h)
- )
nous indique, en rajoutant J :( a4 1'intégrale dans (29) et en

>
appelant W{J Jle résultat que

-S> i '7 1
wii’) = che 6(1912" aﬁ“oﬁ(dfo“'({'ﬂ,d‘h g(’rwl')

et donc que _é\ . é‘_“ " 2)‘—5’] (‘\ - M‘Z g( E/‘— fZ, K(/t? /
TTUR ) 9T (hiy) ) P

en calculant directement dans 1'intégrale fonctionnelle, on a

=0 - fif cete,

que

g, 4 217)
54)511’ !

I

on a bien les bonnes corrélations dans la limite l?-> o

en effectuant la méme manipulation que dans le cas & zéro

dimensions (voir aprés 1'équation I 1(10) on trouve,

FLOCHT; )] - v (oo v exp Lft STV P}-&;]w

-
Fiv
(Ui ]/




(31)

fa b (AR () Ay (F0) 7
to

(t-,;')) 4

{

— — — =y, =D
+ !TJ?M ﬂ?h[’)[v)ﬂv@u%(& PLT )V I
to

Nous voyons donc que la fonctionnelle génératrice est

donnée par

-

2[1\)‘\!*3 =
- = LT _ - =S T _
: VOO expif £ aPATUETAN + [, gidt
R N o T P AL B A XA R )

(N tel que Z[ajs’l:—f )

I.2.3 THEORIE DE PERTURBATION

En procédant sur (32) aux mémes manipulations que celles

suivant 1'équation I 1(42), nous obtenons

zoiJ’s/In] =

. R, P L
(s0) . nvfm 0 oxp [i Foe&&ufu AT ¢ L Ai’o“‘{
0 (4

o

(7 e7] PV SV D)

(35)

T . ‘(‘-"tg - —s 53) l—/—? 2 -3 '—\‘
2{4,\(*‘]:2(@:(&1 tdne(v: oif,{ {.
t

-
LA
2 5&'
M4
oy s 18l
Pour évaluer l'intégrale gaussienne 2051 ,J*] , nous

procédons de la méme maniére que pour les équations (53) (54),
cependant pour tenir compte de la condition supplémentaire
9, Vi = 0 quin'étant contenue que dans les conditions initiales

risquerait de ne plus tenir dans la limite &0

D - D
(nous calculons 20 dans cette limite = perturbations stationnaires)

nous 1'assurons en remplagant dans (34)

~5 =5
va —> JIP'JVJ

2. #
akﬂ = Jl P't\ WJ °

Le second remplacement revenant & considérer la réponse du
oK
systéme pour une force appliquée PJ (voir Il proposition 4).

Le lemme d'intégration fonctionnelle par partie nous dit que
=W Y e
o - f N Y
S Vi

-fmﬁ’o&’f e
S

o]
s
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en utilisant .( n ;’ dt - \(—3 —>
[ R avdx - I voando,

2 ML m nes
{ o:(-m’+PJ’_\>Aﬂ)bn’\w)c
(38)

0 (V4 PT i (iTAA -V 877) bR eV

ol nous avons utilisé ,A" (?' {;) - 9‘:&1(\("3,)?)) ,

ou

2 {520 T
2 +vA )1 -P3J20 =0
(F+v4) e
(39)
D & )82 | pT%2, . _i(div Al T2
(@k A)i e A S G
Nous supposons maintenant que 20 peut s'écrire
-y = %
g ] 17 ep - (A A A S (-4 T L) -
(40)
A | () ! !
A0 8y, AT )]
av<ec A«J(1,£'J = Adl (’\i'/,! )/
il vient alors
§2o A (3! A=)+ ) A (K1 X 2o
EJ(” f { * J(M A oAl }
(41)

NS ')IJU“} zo

XJ ((‘

41

oll nous avons utilisé K(P(ﬁ,k') *APK(Q,&)
en portant (41) )b dans (39) @ il vient

(48 i(Beevl) Sy (k-1 T L) B = by & (2D

soit, J étant quelconque
) (Zov wB) S (x-x") s 4Py Sx-x) .

D'autre part, en portant (41) @ dans (39) b i1 vient

(2 -0) [0 CTE) Se (KX + L) By (514 403 26

_‘,
-(-\PU ‘T(] Zo =

=_|§drﬂ.\{(ﬂ ) )i fdet g (e P, 1) E (L) 2o,

-3

le terme en J s'élimine car

(f v 8)sy ety Ty 30y

31 = ((2 V8]0 K- ) 2 S0 Ny |
-
il reste pour le terme en J ( %{—7 2\('" dans

le membre de gauche)

f&"(ft“?&) B (L") 2o

S i A" A Ay C0XT) G (n D)= £1) T2




(44)

(45)

(46)

42
en simplifiant par ‘/&’\fn Jk(ﬁ"}f& 11 viend
. -) - =~ —) ’
(g(,-\)é) m‘d(&“!“ :-ufclu ‘ﬂ‘a“"' ) fd‘r(“/*"-&' }/

en multipliant par (2 - \)A" ) il vient, en utilisant (9-3)

Déll
((52‘_-\7(_\)(2%” -\;Q”) Altl(f\ul l(\, =

;f&;‘sfhd(f\,i")) )-((‘L;")'f\,”)"p'd lx' )
soit
(2 -98)C2 98 ) hueyex, x )= R (K k")

ol on a posé Bd{(i,f\”) = S("“’") A ()?,(_‘)' )
ot utilisé FA=A.

Nous supposons maintenant 1'homogénéité de l'agitation

By aqy —~y =>
H.J(l.i'/: Iq(d()( )“"l) ’
d'aprés (44) on a A(’){’ (') = Acx-¢') .

Nous résolvons maintenant (42) et (44) par les TF

posons

vl (-2
BepCh-t') = fdk e

/id{s(&)

~rkcx-x")

Sap (K-t!) = (ke Siptk)

(47)

(51)

___5‘\

avec k ¢ = u?b"tf(
~ A

avec ces définitions (42) donne (en utilisant (17))

_iu~1)z:1 o, (k) - i dyy = ki b
( ) d W[ J e
5, - S
@4+ o ivk?

— ~\';§;(L"—£') iy
posons ﬂ\d(i-L‘)tfol,!fe ﬁld(lf,’/
(44) donne

(#iw evk(mw-vl) 8 ) s Ry (=KD

soit
E\ (“k]
bkl — =

si nous supposons maintenant 1l'isotropie de l'agitation

et en posant

A‘J (2’) = A'J ( {")2)

-

(k)=

a’\

4 - ‘\UI) N
| (’lﬁ‘)ﬂj fo(l e ﬁll’({) :

- ~ -~
or, voir (44) et (48) A‘J lk ) = :(- HIJ (1( )

o
soit, comme

~

Hld (\71]:P“: A\-kd (‘Ll) =2

A =D lﬂ‘f‘l " =
H.J(w) KD dane 1Ay i




(60)

44

on a donc finalement trouvé que :
-3 =3 -~ 1

si H“] G, gt ) = A% ( 1[\" ) , (homogénéité)

et ﬂld(Z’) = ﬂ(d((>z}/

(isotropie)

alors en posant

-)=>

Ay (™) = [ 8- ih_‘f_a ] ACR) - (dD S Ay (),

S et A sont donnés par

) 5 kil
Ly(k) = L TRE A
J (—Ll-r)d+| wl v h.q- )
kb
X é‘l"——hrj—

S.duu

)dﬂ w-ty et /

ce qui achéve de déterminer 20 (en utilisant (40) et (46)).

Dans le but de donner les régles de Feynman, nous regroupons
les formules (61) (40) (46) et la formule (35) & qui nous avons fait
subir une manipulation identique & celle qui a fait passer de

I 1(46) a I 1(47).

Formules de la théorie des perturbations

- =

Une fonctionnelle quelconque de n V  est donnée par

(62)

45

o (FIR V1Y = 2 ng {Jﬂ]x

s
x{Hﬁ”,\?lmﬁf&wﬁ’\“(\?v/:’)\?f N

D 2017 s e e T TV 5, (-0 T4 -

- dede! T A (- T

e,k
avec -\l(ﬂ é—l _ vy
c) S‘IJ:'(JEE ~ d 4 J

[2"’] 1 W '—|O“2

L & ¢ le e

StRA A q - D 2

d) AIJ (A‘-!& 27]A“ J L— H(l( ,
[( wlyv

ou ﬁ.J(u‘ ﬁ(k‘}[J “LJJ f(,a

-) =y

k\(\: L\)‘“-lfx .
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La théorie des perturbations consiste a développer

1'exponentielle dans (62) a.

Avant de dériver les régles de Feynman, nous faisons

quelques remarques.

i 20 dans (62) a génére toutes les contractions
(c'est 1'expression fonctionnelle du théoréme de Wick) la valeur

de ces contractions étant

n, (X viex' = Ly (X-x')
(63)
' l
vl vier') = Qg (X -Xx',

il suffit de développer 1'exponentielle dans 2o pour s'en

convaincre

2. Nous remarquons que les deux propagateurs J et A
contiennent un ?(" en facteur, cette remarque va nous permettre
d'écrire l'interaction sous une forme plus symétrique

(symétrisation du vertex)

I.2.4. REGLES DE FEYNMAN

L'interaction s'écrit

(64) 1= explgc‘,.&(‘\‘fh \D\‘ (\/,g{l)u()\/, /

et suivant la remarque de la fin de la section précédente
on voit qu'on peut supprimer le P : en effet, ﬁs étant
toujours contracté avec un \;3 etf contenant un P

en utilisant la formule Pl Y (P est un projecteur) on
voit que l'on obtiendra les mémes termes dans 1'expansion

en remplagant (64) par

47

(65) I’: ?X‘) ljé\g (‘ ﬂ,(\/u( 95()\/?

en intégrant (65) par partie il vient
I i
g Qx(x—(’(d’j Vi 24 (N, V4 )

I':ex(s-ijé\ﬂ v.[vo(Douﬁ,-pﬂ.Qo(l/o(],

le second terme donne une contribution nulle, en effet toutes les

contractions de v contiennent un P et 1Py = 0

soit I'Z Z)(u’&—q'jc‘e\—((\ V.l/.( Q*lﬂ, o

" 5! L. . . .
En symétrisant 1 nous écrirons finalement 1l'interaction sous

la forme

\ .
(66) 1 - exﬁk‘nlf\f!&( JZ,VIV'([D'(N'+9'HD‘:(/

on a donc la formule finale

-5 = { = =
(67) (F[n,v])zz F[ﬂt(/}Q(P-iAfﬁl\x’%\/A\/F Q.VWA/[

con trackioug
[;(\5/33'4»5&4\ ;‘g,] )

les contractions étant

 —
CRY Vi) = Sy Cx-4t)

T
Vi (1) Vd(i'l 3 A‘J (t\_t\l]
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remarquons que les graphes-que nous obtenons ont une topologie
et une combinatoire (facteurs de comptage) identique & ceux

du modéle 2 zéro dimension d'espace étudié dans la section I.1.4
(pour cela il suffit de comparer (67) avec TA.(50) pris pour

d= O : dans ce cas l'interaction était 2xp 4;/\!042" 1 77l° }s
2

Nous donnons les régles de Feynman (compte non tenu des facteurs
de comptages : ceux-ci s'obtiennent comme d'habitude en développant
1'exponentielle dans (67) et en comptant le nombre de contractions

correspondant & un graphe donné).

Les représentations diagrammatiques des contractions sont

; 1
M U =Sy (8-1') &> Ay
%L %W
Vi (L) V‘(\_{J': Ard()(~)") L. - '
% %r’J ’
(68)
le vertex est donné par
Y
= ‘;gl[gv(lgﬁf"’go()/;(“}f&!\i )
« B la dérivée
agissant sur la ligne ondulée.
En exprimant § et & & 1'aide de SCk] et Alk)
on obtient les régles dans 1'espace LI»
5 ke
xQOaH%dutr_@(_(}g X e— :z e
!
(69) * &3% °'/vwm—)r— = Sﬂ""'(k,.{”“«(f
— s e l)(d
e & F
Ay 3 Art
« Varbes LR A @Skl )

Iy X ks/,( [&/» 5{3¥+§(s/. Sy .

(62)

Remarquons pour compléter ces régles que nos propagateurs
ont besoin d'étre régularisés en kt=0 (prescription & )

nous prendrons

4 8|{ - _EJ_Ei
T p——
u,ﬁ] &l wi + Ql]‘4+ gt

|

!
kl ﬂ((1\’

|

k\l‘a
sy .t by ~ W
hnldﬂ w-ivkterg

Ces prescriptions assurant les bonnes positions pour les

poles quand kl':0 et donc la bonne retardation pour .f’

Enfin rappelons que nous devons prendre les tadepoles

=0 |
car nous avons pris la discrétisation

Y(0) . (voir 1 1.4)

D'autre part le tagepole % est nul, cela peut se

voir en calculant { 74 >

%t s'e A -
-—<—~$,MO§

8
= (Al o MR 8K & @D S(L-L-Y)

&

+ 0CX)

(&)

ik

<k, {9 Ipr e da ]

o

At
dem™he (2) || (g hrady S d[d S

- 0 (en mettant un cut-off 4 1'intégrale)




Tout graphe comportant une chaine de S‘ se renfermant sur elle-

méme est aussi nul a cause de la retardation de gﬂ
% = 0 , ainsi que tous les graphes vide-
-5 =,
4 tout ordre ‘Z'i0,0J =4,

Nous terminons en donnant les graphes contribuant & 1'ordre

par exemple

vide ce qui assure

2 a la fonction de corrélation avec leurs bons facteurs. de

comptage

- — 2!

vivid s ‘—&M*-*'+-@wwm-—c+%‘-é~wv\0vw—>—-

I.2.5 POWER COUNTING

Nous nous proposons dans cette section d'appliquer 1'argument
habituel du Power couting (voiri3l] par exemple) 4 notre théorie

de perturbation pour examiner son comportement ultraviolet.

Nous considérons un graphe connexe quelconque ayant N vertex

et L lignes internes, le nombre de boucles de ce graphe est
B2 L-tv+A.,

Notre point de départ est 1'ensemble des régles (69) ou l'on

supprime 1l'intégrale sur les pattes externes ainsi que le facteur
-tk ) . .

e ~ A , le graphe est alors fonction des impulsions de ces

pattes externes.

N-1 des fonctions ;r associées aux vertex sont éliminées par
intégration, la fonction restante a pour argument les impulsions

des pattes du graphe et assure la conservation de 1'impulsion

passant par le graphe.

(71)

L-wWil: =@

d'intégration, nous avons les nouvelles régles.

I1 reste donc en fait variables

On donne une impulsion & chaque ligne interne en conservant

1'impulsion & chaque vertex

ko>
pattes e S
e (k)
lignes internes
@« —7
T anes SCK)
— Bk

L&

de
\E/; f\ﬁ' A (2 'kj/[&/sl,w( Ippdav]
boucles —(4\";

1
facteur global S [Z k pattes ]
~

vertex

Notons que l'on passe de (69) a (71) simplement en

effectuant les intégrations triviales.

Nous supposons que notre graphe a l'allure suivante

soit ﬁ(( noeuds externes
A, noeuds externes <

“n  n noeuds internes ,f<

4




9]
n

53

alors le nombre de lignes internes est la puissance de ) est donc

Dw = —(vu..?el) -Z(‘%w‘(@z) + ‘% ¢

(71) n+ ey M (77) Dw = —%V\ sley wlfeg 4. « i
’z{(Zy\+lfe\+ Z?eL)__(nge‘); %4—@@1 |
(72) %+ Ce, ) ‘
Pour avoir la puissance de ki1 faut remarquer que
le nombre de vertex est \ 1'on effectue premiérement les intégrales sur w et que chacune
{ de ces intégrales apporte un facteur k* supplémentaire
- . d =
(73) (VA V1+-€£‘!- 027_, car en effet fAWd kf(w'k):fddkf(h) |
- |
et le nombre de boucles ot [‘_f (k)] 5 th[f(klz |
\
Be LNtz 2 (3n+ et 2dei) - n-Le ~feq +- . |
car [W‘S =, [\)L I ( [_3(1 = dimension de X )
(74) B: 4dnsA |
/ .
z il faut donc ajouter 2 B pour tenir compte de ce qu'on a !
intégré sur [ premiérement.
on suppose pour l'agitation il vient
5 n
(75) A v kT K Dz (wtlefe) ¥ (B +€e)er (a8 ew +hectley + o (§+1) 4
-7 & , A
’ (e (.z + l)
on compte les puissances de W et de k arrivant dans 1'intégrale [
o A wl ket @ Diex Y (A-F-4)-Le _Be8)le, v deT .
-1 l‘—(‘f“’é—)
S ¥,
(76)
o k 1 . ; — .
® ~n W Cette équation nous montre que la théorie doit €tre




superrenormalisable pour A ¢ by é—

renormalisable pour (J 2 44 J-

non renormalisable pour 0{ S (‘,+ ,3‘
[

Nous donnons maintenant une liste des graphes les plus

simples, non nuls par ailleurs ainsi que de leurs degrés de divergence,

si le degré est nul, le graphe est logarithmiquement divergent.

’\/\/\-/‘O\/\/\/V‘ Dw- _3 , Dl Ad-& _ 15
Y N Dws 2 Ok. d-2-75

LA S O TR,
/ 5 DL\):-L(’, Dl:: A-g—ZS

2N\ Nw: -8, D= 4337,

(2]

Enfin nous terminons par une remarque sur le développement en

boucle.

Si nous avions dans 1l'équation (20) remplagé

l 7> == 72 =
J( (t)%°) = iy ][ (+,7) . . et en méme temps
s S -
fait le changement de variables 1 —> V] = L1 '] ltaction
Lﬂ:\ dans (31) donnerait (Jct - 4 ‘ﬂ_ de sorte qu'il

viendrait un facteurv dans les pr‘opag;!ceurs et un facteur 17 -
dans le vertex, les puissances de 7 dans un graphe compteraient
le nombre de boucles. 7 jouerait alors un rdle analogue a celui
de B 2n T.Q.Cce qui peut se voir dans le formalisme opérateur

4 ce que la relation de commutation serait

fvi,ngl-= i Y jgf‘i1;7).




(1)

II.1 L'EQUATION DE LANGEVIN MODIFIEE ET L'EQUATION

DE FOKKER-PLANCK ASSOCIEE

Nous considérons le processus stochastique non Markovien

défini par 1'équation de Langevin modifiée [ 4 q,]
q+ A(q, mr)) = +(t),

ol A est une fonction en général non linéaire, WA (l’) est un

processus Markovien & valeurs discrétes défini indépendamment de q.

mik)=v VA --- MV

la matrice de transition de M étant H/u vV ,c'est a dire que la

probabilité conditionnelle d'avoir IM(H—(') =V
M (") 2/(/ est

sachant que

(\]l/"‘}!} :(“(P-IMS}/\\) ettf“‘) est un bruit blanc

gaussien : de moyenne nulle et de corrélation

ffe fv)g = e ICt-t),
Remarquons qu'une équation apparemment plus générale du type

§+ A qrg(nen))) = fet),

ol 3 est une fonction quelconque et n un processus gaussien discret

prenant ses valeurs dans une famille finie ? d'indices :

fcZ2 |, card(F) =V

4 une équation du type (1) en posant, M une bijection de ?
dans [/(’ [\/3/\ ™

mcn)e (4, VInN , neF

se raméne facilement

Aq,mm)) = A(a, g),

56

(10)

57

v/
et pour la matrice de transition : si ‘M;(j est la matrice

de transition du processus w ( B

-~

MMU),U’\(J) = My ]

cyj eF
lh/uu est alors la matrice de transition du processus \MU/\(."”
= wm(h)
le processus décrit par 1'équation (1) avec A donnée par (6)
et Myp par (7) étant alors équivalent & (5) (méme équation de
Langevin et méme matrice de transition). L'extension & un nombre

=2\ 4 ;
quelconque de degrés de liberté (‘1 —>q ) étant directe, nous

resterons & un degré de liberté pour ne pas surcharger la notation.

Des équations du type (5) se rencontrent en physique statistique,

voir ["‘1] pour un exemple physiquement motivé ainsi que [20]

Le processus combiné (C[(H, M(\L) est Markovien, ce que

nous pouvons justifier en discrétisant 1'équation (1) nous

posons

thz ot ng /neﬂ\/, ¢ eR?

et nous divisons l'axe réel (espace de q) en cellules

[J‘?’(JH)‘?[

et nous définissons

) je2 p 4=l

Cl(m); Cl(|‘v“

V"\(M,: \M“‘V\)
£ 4 (ta),




d'aprés la remarque suivant l'équation (13) on a

On obtient alors la version dicrétisée de 1'équation (1)

en posant

(11) 5 \M) { (KH) (M) ] il vient alors (V) A ( 5(\” 4+ _O)) )
3 (16) PJl( = 2 U L
" (CE (n-t)) = m-1)
901 4 A (q ’,m )= f
soit
v \"3}
(u-1) ¢ . ol P(| est défini comme VDd lc mais
= - -1 n -
(12) C‘M) = Ct 4% ( fw\ 4 - A (‘10/‘ )' w ) ), t n'aglssant pas. Nous remplagons dans (12) ,q(q\lﬂ V"LM))
par A(} Y ™) ce qui est loisible dans la
limite € =0 ; en remarquant que :

et (4) donne
'
(13) {f“'f@‘ ]} - Z-C—JM'

2] :
et nous pouvons remplacer ft ) par une variable alléatoire prenant

zﬁ(”,v)[: 'H(”/u)l E —yo

9 o

quand ¢ —>y O

W)

les valeurs = h% avec la probabilité -Al2  1ieffet de nous voyons que si A(]9 Vo) S0 (si H(J Y1 v) L0

(n-v) dans (12) étant alors de changer C’(M) de € chu_ il l'argument est similaire) le terme € A(J Y, v)

=% g U'g‘ = & '7 c'est a dire de faire fait changer q de la cellule ol a la cellule J» | si
passer q dans une de ses deux cellules voisines avec la cl( H & [c{ ‘/)/ J,7+ ¢ H((/‘7/ ‘j)j
probabilité A(2 (c'est la motivation d'avoir pris b= Jec ) ‘ o R et ne-cause
(12) donnant C‘lm) en fonction uniquement de Gl(m‘l) et pas de changement de cellule si

w-1) t comme, d'autr t1 babilité de t i ti
" et comme, e part la probabilité de transition

% +
M- M) v est (equation (3)) Q(HG]MHA(M, Jidcn ‘)£ et donc
= > W = q s
en supposant g uniformément distribué sur la cellule
~
(14) (\;,/4;{):(//\;—51)1/\;
on voit que (12) et (14) définissent une chaine de Markov [ 117 ~W) %) v)
Frvp— e SRR IO B V)T LU TILIIP J
avec la probabilité de transition (17) d lc -—T———— J l/) J !
) . - ) ) 1
(15) b*u,Lu'- VDJt( (va—fd"lu\))
W)
ou VDJ e est la probabilité d'avoir et en utilisant (16) il vient
qlt+c)efgkvlietn)[ si
qur)e [ |




[H— iH((;%V)J(JM-(MJ,uH) +5_‘4_(J1711_"_)x

X(IJL' + Jdlﬂ»z)j
/

or gk . |
la probabilité conditionnelle (L(,V h n l 0) de la chaine

de Markov obéit a 1'équation de Schmoluchowski

(k,v'-ntilo) = j% V’dv,uu' (Jv;nlo)

/
soit, avec (18) et (15)
(L&,v‘;mu lo) = ‘i‘(} (Fvvi ~€ Huuvt) %[(4-("4—[1‘7’»'—”—) )
x(l{,.h..+5l,|k+‘)+fe_(%l‘—v)(%h+Jd,l:+1 ]}i
(J,u/-c/\]t))
. %‘ (Evvr - oy )4 (G-, v mio)r (L), vy nlo)
" NEJC;‘-')"’)(\:—:,v;nlu) ¢ QLCQVL)V_“_’,'L) (L, vynlo)

By (kxr),v)

g ﬁgﬁf_ﬁj (kyv,al0) +¢

,7 (IC{»ZI\)/'V\'U)]

Soit, en ne gardant que les termes d'ordre & et en di-

visant par &

'E_'[(\;,\)’; n+\[0)_(k,\)‘;v\ l0>]:

"

_%‘ Hy v g{(kr:)\%n)())qk (LcH,\); nlo) J+
2[(k—:/v’imlo)_Z(k,W;tAI())+
+(1:H,v”-wl0)]
(20) +’-§%[ﬁ(”/”:v')(“v‘7';“‘0) —A(ylk-1), V)«
x(\:—l,u’;mlo)]+
. 4 %(} LCGORBICRI 1 10)=B(yleer),v)s

C(urt, Vo) ]k

o (®),

On voit que dans la limite £~—~> D si nous définissons




avec la condition initiale

W(q’u’boicla"}o:‘_o) = 5\’\)0 S(o'—qo)'
1) W(qvit1o) = ey (k,w;nlo) | = wg, (to=0)
9 = k’lj/

analogue & celui développé dans le chapitre I 1, qui s'applique
a4 1'équation (23).

la chaine de Markov devient un processus stochastique Markovien

et (20) nous donne dans la limite 1'équation & laquelle obéit Pour cela nous introduisons, dans sa notation habituelle
sa probabilité de transition c'est & dire 1'équation de [261 le formalisme de mécanique quantique pour une particule

Nous construisons maintenant le formalisme opérateur, ‘
\
\
Fokker-Planck ‘ avec spin. ‘

¥ Soit -ﬁ’(4 1'espace de Hilbert habituel dans lequel
w (q . U‘; f. '0) ~ o % H\) P 74 ( 4 V. ¥ |0 ) ' agissent les opérateurs E?) ) (3‘1 vérifiant la relation de
(22) / ‘ commutation
) e € O ) | A 2 ‘
"’6’61 (ﬁ(q/\))‘f' ZO—C[ ) W(Ol‘l)/- tIO). (23) Y.Ch,v".‘] = C dans W“f nous avons les
bases | Cl Y et l P S vérifiant
II.2 CONSTRUCTION DU FORMALISME OPERATEUR

Notre point de départ est que, malgré que le processus
’ . . 2 . = I
q(t) défini par les équations (1) —> (4) soit non Markovien, < 6] l OII > B J( OI "4 )
le processus combiné (q( F), mc4) ) est Markovien, et [ (24) < q 'W > =

sa probabilité de transition : 1 < \P ‘ ‘p‘ > s ‘)‘( P- VD')

.1

i

W(C{I\)NL/' ﬂo,lﬂol+g ) obéit & l'équation de '
Fokker-Planck
nous introduisons aussi 1'espace ﬂl correspondant en

mécanique quantique aux degrés de liberté de spin pour une

\ 3 i
3%’ w(t{,\),f‘; 610,\Jolfo) 2 é‘_v"]\),v U(/(Lllwrfi qoluﬁ,}p)'F ‘ particule de spin N. Dansﬁlonaune base [/05
vérifiant, n
M€ {4,v1n
*‘[

>

T

mc,,u)} W(g,0, b, q,. V)

oS

DZ
?

b

1




|
| A - - -
(29) LV = I pv P | q= qoe A4, P P64, |
projections Pz‘; = |vO<LV| p 1721/ = P " ‘
2 (29)
vérifiant > |
V3 ’”ﬁ,(, & QV / ‘
(8] L o0
g = v .
() Vv |y S| >/%lz,;,/f|%z |
= | = & |D\)
1'espace de Hilbert dans lequel nous allons travailler C{V v 4 GI" 2
est le produit tensoriel de w,‘ et Wl A ‘
G093 -+ R o ® Ov |
f-\) - v P - P-{ 2 I} ‘
(27) H - %4 @ wl . |
Dans M nous avons les bases
l‘{r vy - |‘{> ® l\)> vérifiant les relations
(27){
p,v> = [p> 06 W), ‘ . F A A A
q = i\‘, 9v (P; Zv‘ Po
s s . (31)
vérifiant les relations
=5 = . >
[qv'Pfl = ‘5/“’ .
(q g, v> 2 Svvr J(q-9")
L'action de ces opérateurs sur les bases étant donnée par
(28) L' PV s &vv'f(vs—lp’)
A
JERTY Wl gp> = o 4l
!
Lol Py = duvt L e (32)
(Ag

£, LIPS = Tpo Pl >

nous définissons dans ‘ff( les opérateurs




(35)

(36)

R

f?lq:/> = ﬁllc"/>
Ble o= PLEAS,

Pv g, S = Spv g,

v e, Yy 2 Spv 1P flY,

et les projecteurs P\) vérifient
>! o ‘
% = Py g Py o= Ay,
Vv
Nous disposons maintenant de tout le nécessaire pour
introduire le formalisme opérateur de (23).
Nous définissons 1'Hamiltonien (non Hermitien)

“1 =

. ( “ .
H;_L%P —%VAVH(C(,\)J -(i\/l,
ot M est 1'opérateur

(
M= G Wap IpDL|

des indices )

(noter l'inversion

et 1'opérateur d'évolution

v ROh - B
L((l“/f‘l) = &
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Nous avons la

Proposition II 1 : \,(/(ql\jf f~; 9 ,\)o,{o ) s

= <%,Q\M(f‘f0)'qo,\)a>

Preuve :

1. pour t = to on a bien
V/((»flxj,‘“d) (101"0,“0) <

‘y"\’o ‘;(cf'(’lo) ‘
{q,v [u(to, to) gy Vo>

»

"

car u(\‘OIFO):'/{‘W

(ci,\)lu(",fo) 'C{o,lyo>

2. calculons 2
)

t.

= (C{lul(“H)U‘(l‘nh’)|qo'\)°>

1Al

,%“%’ Lo v -ilgql 3 el pluch fo) fag Vo,

évaluons < é}/\) ,~ (H ‘C(’,/J S =

< AP IED[-isFl g g, A« -

gﬁ Hap AT ] L) o>
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on a

1

<q'ul‘§;7 EVIDE %gc’z (C{,JIC(’/*>,

Lol E R Ng py = 4 atg, vy Lq,olqlp>

wl-z M f
<A 0{3/3 ap 1P q fy

2 - /\)451'5!’>/

soit en reportant dans (29) et en utilisant [q'\)'q(l/u> = J/-‘d J(C{-C{'}

9% {q,vIiwck to)ld, Vo
: [c”‘:::z«\;C(H(q,t))](q,vlu“;b)]°(0;')0 >
—/21 m/\/ <‘| ,/«(M({“, *0)\‘70’00»,

C'est la méme équation que (23), obéissant & la méme

équation et avec les mémes conditions initiales, les grandeurs

de la proposition 1 sont égales C.Q.F.D.

(41){

(42)

(43)

(44)
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Nous poursuivons la construction du formalisme opérateur

en introduisant les opérateurs de Heisenberg

VHY A
2

"

A N s O
c,(l-) Z

(l‘{’\"/\ \\“‘*'
4

ﬁm-.e :

ainsi que les vecteurs

(Hfo

Y
(1.5 B )= 2 1400 VoD

L i T
<Cf/‘7:T, -'—<Cl")le /
L _ R
ona {40, Tlq, Vo to ) <dq 01U, t0) 19, 20,

nous définissons aussi le vecteur

L] -

Preuve : on a d'aprés (42)

2 s (d | (~vH) -
< Ly = , N
9('( ' vf q{q v g

calculons 5‘( f&‘é( 4('{ ) v ‘ -+
A




(45)

A
tous les termes de H qui contiennent un P a gauche ont

une contribution nulle car

' (d N

§j q VI @jo?c,o!f <q2 1pp54p p1 P

28 (dadpdop. £
1 v e

v /f f' f /l’l ?ﬁ?

n

SN

! o

O cav (PJ((P)-'

(A

il reste, voir (36), le terme
5 [dqqvl (D) & Map [p¢)

= -ifdg <q|2 MgplA|
or la matrice de tran51tlon vérifie ﬁ UTV/ = 0

c'est une conséquence de la conservation de la probabilité

- & uv
P(p—>v;, €) =€ /A;/{_{m/\).;o(s‘)

(ol P est la probabilité de transition de "M (t))

etondoitavoirﬁ‘ P(/«-)V,‘Z);/f

donc Z'jdq <C(,\7|H 0 ¢c®RFY

d L ‘ s'écrit donc

(Ul £ (g Lyl

et nous avons finalement la

Propesitien I1 3

Les fonctions de corrélation du processus non Markovien

q(t) sont données par

Cath) o qtb)> = LLITEH) - ALt 1 gy Y0 b D

Yp Vo
Preuve : pour alléger la notation, nous supposons

sinon il suffit de

tavtyr7-- i En

faire une permutation (voir la démonstration analogue

de la proposition I 2).

alors

<C((h)-"(1(f‘v|)>qo Vo = {L—] €

H Y AHfw i H o
& che P lqo")0>/

VR aHK GHE o iHR
4 2, q ¢

(nous avons utilisé (41) et (42)) avec (38) il vient

= dL) u(T,’r.)?(‘uH.,h)cT--- UCtuor, Fu) 4 UCtn, b ) g, Vo ),

en insérant n relations de fermeture

%:fO(C(l '({i'\p"><q( Vil o= # )




II 3. THEORIE DE PERTURBATION DANS LE FORMALISME OPERATEUR

Rappelons que 1'Hamiltonien de notre systéme s'écrit

. (o 2 4 - -1 .

il vient en utilisant la proposition 1. Ho=- "% )D ~ ‘&;}7 IDV lPqu \ ‘}) -1 M ) !

pour faire la théorie de perturbation, nous séparons un terme

- 3 i ! — diagonal et quadratique |

‘V‘Z",.VV‘ fd({"'(/:qn %fdcf W(Cf,\?,l/ql \7‘ +()X ‘

. 2 - t
(46) Ho -i & ﬁ - q c IR
A SVl § ) '

X l'0((‘((1)&/’7; q]"jl lh) W(C{ v/’ Vu :+-4 f f{,, ,Ua,fo) il ‘
\
|
|

et considérons le reste comme 1'interaction, explicitement
4 q e ‘ A" J = - «
“ C(“/ (47) H\::/{“(—g]f‘vﬁ(‘{“’)*'m/

ce qui en utilisant of 2

jdqé W(C{,\),l,'CIM,V\A,"m) = est
bien 1l'expression de la fonction de corrélation d'ordre n

(48) H < Ho"‘H:,

du processus q(t). CQFD |
Faisons le changement de notations

Remarquons que le processus n'est pas Markovien car on somme A e 5

A
sur V--- Vu et la fonction de corrélation pour un processus (45 ({4 - 61 ! ql - P ’

Markovien devrait pouvoir s'écrire sous la forme de
Nous cherchons & établir une expression perturbative

(développement en puissances de HS ) pour les grandeurs

[dq, - dq, Wiq b, q, k) Wiqytui 9, to) 9% n
G- ZL\T%H.)--- C]L.w({‘u) 14, , to >R

ce qui n'est pas le cas ici.
dans la limite \“o —> - ea (perturbations stationnaires)

Bien slir si on se donne a *‘o une distribution b (6[0, l)a} 7 [

g f(ﬁﬁv bb ( Go1 Vo) = o ‘ oll nous avons posé
: [y
— Iqo ] +O >(R & /(- il‘ l C‘U ' \)0 . i.O >

Vo /

pour avoir les fonctions de corrélations correspondantes & cette

2

distribution des conditions initiales, il faut remplacer

Mu.\ﬂ.,,m‘o'ﬂ N gfo!% beq,, v ) )qv,o‘,,f,,;‘.




c'est & dire que nous prenons une condition initiale & to

symétrique en V, .

Nous définissons les opérateurs de la représentation

d'interaction

N\H?‘ \\HD“—

U(H: e L(o("): €

!

{Hot _ . H&F -1

U 2 e 2 - Uy L{ )

s 4T @ e = w4 e ()

A4 L _
les q_ (F ) sont des champs libres.
L
Nous définissons aussi

(52) Uy (b, 1) = U, LH) LL[‘(*o)

cet opérateur obéit a 1'équation

D _ 9 1 Ho f = \F‘* <\
5} ul(+|f0) = 5}_(£ £ U. (fo))
F_oaoHY o
= lHoe\Hog ' u;‘('rolJ,
\*.Jt -\ H t -
~€‘ (~\H)€ ll“’f?)
(Hot —aHE
T -t e ’ (\4 - D) < \ ul '(ro)

(53)

(54)

1
1
e
(=)
o
A
-
<
S~—r
®

soit

er Ue Lk bo) = -y e (g ") Wk to)

la solution de (53) avec condition initiale L(l( fe, fo) < ’1

est

Wi(k te) = T.ax\p{—\‘f:dc H;(Z{""P[C));.




(s5) észlTZ{LJ(h) e 4

G

G =

- R
o Wl b)) U 1, e Y

62 LLIUEE) G P ) U (hayby) -

W) G U ) g, (R) e

Nous calculons maintenant

R
\(f.,,) l C{o'T°> J

L

¢z¢u] T gy Ql‘fm) ¢

UL (9, 1e) Uil bo) Tetg o S

v
nous supposons €, > 6] e D tjw , sinon il suffit
/

de faire une permutation.

Alors,

A R
RSN PRaliie C“““w)\qo{hﬁ> / it bilisant les définitions de Ui A ¢, 1 >R
{ S01 en utilisan €s efinitions (S t o! (o)

|
et en utilisant les définitions (50), (51)

|

|

6= LLITZ  H) A&]M: (Fu)

1 Ui (=, f‘a)U;I“"o)(f—%‘lC‘DID>)/

2

en prenant la limite to —~ =oa , et en utilisant le fait que

|
|
en utilisant éL][/{(I‘) e [,(,(}‘) s Uo(F) :ZL’ '
[

1

\ ya (,(.(‘, L 4 { &
Wi Chay be) 407 () Wb o) Wik 1, 8, Y, L Mele) D% 14 Y 5 = RS

fw —_> — o

(56) ?

-4 (' 7 ¢
B>= 5L (114 ¢ lq, v,

il vient

et, mettant un T-produit puis faisant des permutations sous le

signe T




A

6s (LIT g, (k) - olllf(n\) SRS

(57)
S = U (O\)"'OQ).
En regroupant (54) (55) et (57) on a la formule
o R
9 TG
+L;‘4~3-°Q<L, { qM({‘\) ql\&I‘m) JC'O,‘"0> =
(58)

= (LITQh) - q ) (bl Texg {“f;} (3 ) 1Ry,

Pour procéder a la réduction des T produits, il nous faut
maintenant un théoréme de Wick généralisé car il apparait des
T produits non définis (opérateurs ne commutant pas pris au

méme temps).
Remarquons que la T-exponentielle est bien définie (comme

solution de 1'équation (53)) et qu'il en se présente pas

13 d'ambiguité :

Tup-:’jdz “:654{'(“)(()) J_f{

=a : U°
= Z _(:—)qfoel.t - dTy T[ HI\ (Ty) ==~ HIW,(Z"‘) J)

W0

L}

(T, ) commutant entre eux quand

le T produit est bien défini, si l'on pose

t‘:t s
P W WP W 2
(59) T[H;' (t\) Hg ul)}: H. zy) H (T ; HI”D(c) 5 HI(CL'P(”).

Les seules ambiguités dans (58) correspondent donc aux
;,‘Qw’(f) (fonctions de réponses) ; cependant nous
ne pouvons directement utiliser un théoréme de Wick non défini
pour les contractions & temps égaux, car il apparaitrait alors
dans la série de perturbation des termes non définis correspondant
aux contractions d'opérateurs pris dans un méme H;‘PL td )

c'est & dire graphiquement aux tadepoles.

Nous procédons maintenant & la définition du théoréme de
Wick généralisé, les références et les démonstrations des formules

utilisées se trouvent dans 1l'appendice A.

Pour commencer, définissons ( F, Z]\ nos opérateurs
vérifiant [(’1\/‘; ] = ¢ ) la fonction
. . A A
%(4—20()Xj L(X\O‘f’dcf)
o Dylty)= e ¢ .

A la fonction de 1'espace des phases (p, q sont des nombres -

c).




(62) - 2 wel . C‘”(?QP%‘{ VAR g
{H(P? B(q) 3‘( = A(p + .‘d(ﬁ ) B¢q) . (67) «(p,9) = S .

80 }
A (p,q) nous faisons correspondre 1'opérateur o ~ ordonné
soit {QU(‘P,CI]S :ﬁ(lﬁ,q’,
(7]

‘ soit, d'aprés (62) ‘
|
(61) {A(P,Q)f ;ﬁ(iQ,f@)Dd{x g) ’ |
MG A | LPULACT,E) g \
7:0 (66) a\/ClP/‘!) - ‘P Vo)cf Of ’ ‘
<yl a> |
\
La correspondance est linéaire et on peut montrer |
(voir Appendice A formule 18) [ et donc on a ‘
|
\
\

4 5 5 Aa A 5 , .
Maintenant, étant donné un opérateur A( P, C{ ), nous Remarquons que les opérateurs de la représentation
définissons le scalaire 4& {hbl C[) qui lui est associé par [ interaction C, “?(F] s'expriment en terme des opérateurs de
]
la formule ‘ Schrodinger explicitement, avec notre Hamiltonien (46) on
trouve

(63) 5“““’"”50( = AP, §) -

On peut montrer (voir Appendice A formule 22)

Fwsu_]; d—a\e”
"’(QD?Q— '
T e th) q'" - CAle—/Mk- Lo (e/‘“_e'/“f)\ﬁ\

(64) a&(\f’ﬂ); e
& z/,‘

ou Ay ( ()/ q ) est défini par

‘ (c'est la solution des équations de mouvements pour les

(65) av(uo/c’) T O, (‘P’OI) | champs libres).




Cette définition s'étendant comme d'habitude par linéarité.

Nous définissons, par abus de notation
A A M A AP
- | \
(69) {H(V’,(‘()go( = {[A((ﬂ/‘[)jd J } Remarquons qu'en général T&[F\(q(wJ] %{bq(c!‘ )jb(’
(remarquons qu'avec cet abus de notation, on doit traiter avec cette définition on a alors

les opérateurs sous le signe { g comme des grandeurs
<
tant . . . - A M
commutantes, comme c'est le cas pour le T-produit). (72) l*[q*(q‘w"(”]] = A(q.p(i’)) .

On a alors que ar linéarité ité ; y . .
que, p linéarité, des quantités comme Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour donner

le théoréme de Wick généralisé

(ACAY (), 40 () ]
4 WP

T,(Ig}:f“‘!) 0{1‘4[{-”)] =

. 0 J
SRR EASE RS S

o

bien définies.
|

Nous définissons maintenant le Tg produit de wa

opérateurs k- ;lt() ‘b’i}d 6{4,7"\)””\/

AP = | avec (1'exponentielle générant toutes les contractions)
Ta CACCE P (R)) o R (9,0 () ]

(70)

= I\'P T 2
= Tx IH\HH)(C{! U’n(«;))J ‘o{Yﬁm“" (q‘m”m(wl)}/
‘ 74 2° : <X -4 & Vde de!
‘\ . “'[.7] P _Z(J bdcrﬁc X

avec Enety ) Chaay - > tm(m)
W N ]
* | c8fm qla e g an ]

\
o o

Hot tHot

(71) TO\EA;(OTIW(H)] ‘fu{e‘ SIA;(E[')L(ﬁ




ou

qw(t) S{J'P(t') = Tx[”l,mff) C{d'"o('(')I_.
L 1

78 -y «!

- {2’:’%) Zjdlwm) go(' ’

A 1'aide de ce théoréme, nous pouvons réduire la matr'ice_! .

En effet, en utilisant (72) et (70), voir aussi la remarque

qui suit 1l'équation (58), nous pouvons réécrire (58) comme

2 R

i <L‘\TC’(‘|—|““‘,) C‘lm(‘_“) ‘C'o’h) =

fo —S -2

A

= LTy zl,'f“')~-- ‘1.1“”) 2xp [ - ;f_tfx

ey (4°) ] LRD

Et en appliquant le théoréme de Wick généralisé pris pour

‘,(‘ 0 , on remarque que le second terme du membre de droite

de (75) s'annule entre (L\ ef \R D sauf dans le cas ol les
A A

deux qi‘F sont des q'P , auquel cas il cancelle juste la

valeur des termes 44 non contractés dans (74) pris entre

L) 2k | on voit que les régles de Feynman s'obtiennent

en @

- lisant les vertex dans \'\1 " ( c1|l‘o( \”l ) ;
L) T4 q‘wmq"*’m)wq

- prenant pour propogateur :

AP
soit (L1 Ta PCT) ?1"0(6‘) 1RS> = A
1P
L) T4 4Ty q'fcc) 1By =
le propagateur pp  étant nul ([LI‘E = 0 f 5"0: vz\e,uf‘ )
calculons 1'expression de ces propagateurs.

si T#¢ ! d'aprés les définitions (70) et (71)

(1T B G TRy < LITEY ) 4 e RS

si t=t'

(1Te PP Py s cele ™I Ed, IR,

soit, comme /L] Q‘HOf = /Ll

MRy = Ry

(‘R> est un état stationnaire de My) et {lP q g - fc' +1d
of




(78)

86

?

p 0T 4y 1R> [ TET,

En calculant de méme on trouve

& I,' = LT %) g IR

Soit, pour résumer

le* ((:1" F ) donne les vertex, o\ —dépendants
ANy est donné par (77), les tadepoles sont ol ~dépendants
est donné par (78), -~ indépendant ,

Le résultat devant bien slir étre | - indépendant, nous
concluons qu'il doit y avoir un mécanisme de cancellation entre

les tadepoles et les termes of-dépendants de h; o

Nous nous trouvons dans un cas semblable a celui étudié dans le
chapitre I 1.4, ce qui est normal étant donné que si |y est
diagonal, le modéle que nous traitons se réduit a celui du chapitre

I.1.4.

Remarquons pour terminer que quand on réduit (76), on ne se
débarasse pas complétement du T produit : en effet les hs ( 6(.“»)
sont des matrices qui ne commutent pas entre elles pour des
temps différents, il reste donc dans les régles de Feynman un T
qui indique que les matrices arrivant & chaque vertex doivent &tre

prises dans 1'ordre chronologique.
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II.4. CONSTRUCTION DU FORMALISME FONCTIONNEL

ET THEORIE DE PERTURBATION

Dans ce paragraphe, les intégrales fonctionnelles sont
toutes discrétisées en Y(U) , pour alléger la notation,
nous n'écrirons pas explicitement le symbole b’{g) .
Les discussions du chapitre I.1.3 et I.1.4. nous montrent que le
résultat final ne dépend pas de ce choix, pourvu que 1'on prenne

dans la théorie de perturbation les tadepoles = O.

Suivant le paragraphe précédent, et aussi suivant I.3,
nous avons vu que cela revient &4 exprimer 1'Hamiltonien dans
l‘ordre{ 3‘ pour = @ , c'est a dire avec les ‘Z‘ a
gauche ; notre Hamiltonien (36) étant dans ce cas, nous procédons
directement & la construction du formalisme fonctionnel en dé-

terminant la représentation fonctionnelle de

Wiqv b gy v fo) s {quv [UCE o) [0 Ve 2

- . {
en insérant n relations de fermeture - = \% Ioqu IC’J ,UJ (¢ C{J 'JJ l

aux temps rJ:J{++o . Jé[#,ﬂ]ﬂf\\/’(:i;fo

w + |

(aussi 1~V\<\-| - t ) il vient




dqg,viult to) g, Vo> =
‘ " r N
= & (dgq 7] O TR = o
/“:“/(.«l—‘ i) <C|J/dl J J )]cr(d/}"}’

ona Uk b)) = A1t H(p,q) to(e)

et le calcul de <Cf‘,/-'d[H(|}?1E(‘){‘{J_’r/4I_‘ >

s'effectue exactement comme au chapitre I.1.3 équation (30),

il vient

61 . < U"‘ﬁl do. el P, ;

(82) L\/(,(\/ % J/\)(—[:Eoﬂz—-@ﬁ(o[’\)))—;M\}/a'

A
En appelant W  1la matrice d'élément IA/,\ v 1l vient

(83)
U+t U+l
s J(P L X 4 1 q" _.'/\
= (Hdg L5 P = Lot (M,)”

ot le symbole P indique que le produit des matrices
doit &tre effectué de maniére chronologique, c'est a dire comme

dans (81).

Dans la limite £ =S @ nous écrivons formellement (83)

comme

W(L(,\)l(‘,-cfu,\fo,‘h;):
(84)
t . A
’ :f@ﬁ[}aﬁ?ex;@if&ti_vﬂq -%(‘;ct),q(t)] 8 (qlt)~¢)x
¥ J(cf“\")’clo) J\)Vo

On trouve en mécanique quantique des intégrales semblables
4 (84) dans le traitement de problémes avec spin (23] , elles

ont été étudiées dans ce contexte dans [2‘1—] , elles sont aussi

parfois appelées intégrales produits.
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90
Notre définition pour une intégrale produit est donc Nous introduisons maintenant la fonctionnelle génératrice
(voir (83) et (84)) pour des conditions initiales C(“‘o) = 9p ) Mo = Vo
Nl
P 1
(85) Pax\]a —[j deh(t) = €y P exhb[—li(A(Ld,,)I
\'0 i -> 0 ‘i 3 | ! [

N Y : LT . &
ou le P dans le membre de droite indique que le produit (88) Zi‘J'J;&I < IDC( D['O P‘p’(vﬂl'j*d( [ V3 C{ _.'/] /(P{Z) C{(f)}-\‘

des matrices doit &tre pris chronologiquement.

On démontre dans 1'appendice B des formules relatives | + J 6( + d *PJ J (6{(‘.) - C{O) /

a ces intégrales, ainsi que le fait qu'elles admettent une \
R ! ott il est compris qu'en discrétisant (88) il vient une
matrice d'indices _# w1 /uo et que l'on doit (suivant
la définition de éL[ ) sommer sur M url et mettre/(., = Vo .

R F o 6’( (-E)M f A
(86) Pé(‘}) \ljdt L‘[C’ ) é o da' o Oqc‘m IF[ L‘(cl ) T Proposition II.4
to nzo Wl to ~ STOpOSIoR o
oo h ( c M.)l ) Dans le cas ot le membre de gauche est défini, on a

ol le symbole P de Dyson ordonne chronologiquement les matrices.

A
Il est d'autre part évident, d'aprés (85), que si L\o

o A R
est une matrice diagonale [ Z (-1 | qu”‘() o = CllV\ (fu) |q‘>lv0 1-0 > =

(89)

5

—_—

UBJX(P ‘(!AZ (/‘\/\O +TA; ) = : d‘(h)

V]

A

AV (8

oA

2 (Pep-i[dzhrte)) 2xp-i (b, de , ho <o Q
ol on a posé ;

"
=)
=
~

1"
-
-
0

[ —

e
~

"
-
>

Ces formules seront utiles pour établir la théorie de

perturbation.
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Preuve :

En utilisant (87) on voit que l'on peut sortir 1l'intégrale

sur J, et Jl de 1a 1P exponentielle

TR
ZU"JZI:fDqDlo_e,!M ? 12 )

T
« Pexpifdeq pq - Ulpce) q(c)) ] J(altsq,)

en calculant les dérivées fonctionnelles il vient

G (B == 9. ¢ fp|’ que 1l'on peut placer,
car ils commutent avec les matrices,dans la P exponentielle :

i_F’oL@J:—— I C‘ln(«)(bm(.) ) [u%(w f;\n(!) K o

2143 ’fnh)

1)

Fru)
e e [Pone [ s cqqa ],
to
Or, en utilisant la définition des champs de Heisenberg
dans le membre de gauche de (89) et en procédant alors comme
nous l'avions fait pour construire la représentation fonctionnelle

de (C(-‘/"lbt(hfo)(qavo> , on arrive a

la méme expression.
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Proposition II.5

. N "
Les fonctions {L‘Tﬁu“‘\J - ‘C/(“M(‘l‘m) lq(} Vo {'O>

sont les fonctions de corrélation et de réponse du processus

non Markovien q(t).

Preuve : nous procédons comme pour la proposition I.4.

On ajoute dans 1l'équation de Langevin une force exterieure

ﬁ (F) , cela a pour effet de modifier 1'Hamiltonien
"

u - 1k = 1; + P g

ce qui>a pour effet d'ajouter = ﬂ au Lagrangien dans (88)

et donc

J 7

Jﬂ li -0 - éi*’ ¢ l s* =0 ‘

de sorte que, par exemple, pour la fonction de réponse

$ ! ) L d 4 r
58%4 q“)ﬂi”—o Tqe) <] P

-

»

cnA

)
St ;JJ(*‘) 2£J'J*] [J 0

N

ST LLIT peR) 40H) 1o vs fo X




le méme raisonnement s'étendant quand plusieurs p et q sont

présents C.Q.F.D.

La théorie de perturbation se construit comme d'habitude :

on avait pour la fonctionnelle génératrice 1'expression
200" )= [0q0p Perp i [de[pg ~Ulpq) 4
HEOT TR S (gt -e, )

N A A
en écrivant L\ = l/\u * L\: , avec I"O diagonale,

on voit en utilisant (87) et en remarquant que Pc"’ —

'-'TAo 'J‘I‘ d* P est diagonale.
2L Y= [0 0p (Penpifdehecpiq) ]
Koexp ifiz[(‘bc;-lao$dc1 +J*y02 5(5,(%0)—6“}

L107T  foq0p L Pesei e (17, 47

]

AL RN B EACICE NS

e

soit

) 2DEJ,J*]

x 1,
\

4 ié,&*l; \Pexu&~\(5d2"[j\\j(?g( f

Sy

2oy 4] = fDﬂQP exy Lj de(pg - botpea) +)9q +J“u3] X
rJ(q(to) —c,(,)/

(89) et (90) forment la théorie de perturbations en développant

la (\e X\P de (90) en série de Dyson suivant (86).

On peut également regrouper ces formules en utilisant aussi

qui a été démontrée dans le chapitre IT (1) (calcul précédant

1'équation (47), on peut effectuer les commutations car Zo

est diagonal)
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[\l

) ]«

~ 1A
Sy
B

CFlpal gy,

<,
-

<[ Fte.al pesp-ifbhatoan) [,
q =0

: (91) est une matrice

\)-‘-Vc

ott la méme remarque que pour Z s'applique

d'élément M VvV , on doit sommer sur et mettre
Le développement de Dyson de la G*\\P donne la théorie

des perturbations.

i Dans la limite Fo =S =o= 2o est donné par la

méme expression que I.4 (54) et (55) (comparer II (46) et

1'équation (46) de ce chapitre, les Hamiltoniens libres sont

les mémes, simplement multipliés par la matrice identité ici).

Nous pouvons donc lire les régles de Feynman sur (91)

dans la limite stationnaire,?oil IJ* ] génére les contractions

~ a
W.»,_:(Bu) qlo) = Sk =L Tplt)qeo)lRD =TF(1 4 )

H‘lHo ZZT 00-\/«
- A
—— = q(h q0) = A(t) =<LITq(t)qlo)IRS ;\'w(i 4
Ay vp'l_/ﬁl

HzHo
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A
‘ Le vertex d'interaction se-lit sur L‘I , c'est une matrice
|
\ et dans un graphe de Feynman d'ordre n, il reste un produit P
1 ordonnant chronologiquement les vertex dis au développement de

Dyson de la P exponentielle.

Ce sont bien les mémes régles que celles dérivées au
chapitre précédent dans le formalisme opérateur pour L=
correspondant au fait que nous avons construit le formalisme

fonctionnel dans la discrétisation 3’167) .

)
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III. O INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous utilisons la technique de 1'intégration
sur les variables de Grassman ['15] pour réduire les intégrales
fonctionnelles produit du chapitre II & des intégrales fonctionnelles
standard, dans le cas ol le processus discret m(¢) peut prendre

deux valeurs.

Dans le premier paragraphe, nous montrons comment exprimer la
P-exponentielle comme une intégrale sur les variables de Grassman,
1'expression obtenue différe d'une gaussienne standard : elle contient

des facteurs anticommutants ordonnés par un produit P.

Le second paragraphe est consacré a4 1'évaluation d'une intégrale
quelconque de ce type (intégrale P-gaussienne), nous obtenons une

formule générale pour la valeur d'une telle intégrale.

Dans le troisiéme paragraphe, nous appliquons cette formule

au résultat du premier paragraphe.

Enfin, dans le dernier paragraphe, nous simplifions les expressions

obtenues, cette simplification étant dlie & 1'expression spéciale de

la forme quadratique apparaissant dans 1'intégrale du premier paragraphe.

Remarquons que la formule obtenue dans le paragraphe 2 est plus générale

que les résultats finaux de ce chapitre qui n'en sont qu'une application
et qui peuvent aussi &tre obtenus par d'autres techniques (voir

le chapitre V).
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IIT. 1. LA P-EXPONENTIELLE ET LES VARTABLES DE GRASSMAN

Dans le chapitre II, nous avons vu que le processus stochastique

non Markovien décrit par 1'équation de Langevin modifiée

Lef4,minliv UJ¥ est une matrice constante.
'

f B

G400+ A (e, ) T PO,

ol i—ﬁ(’f ) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle,

et de corrélation

al fRee) g = 570 sce-n,

et M1(F) est un processus Markovien défini indépendamment

de matrice de transition
M) = Véf_v{,y\/j n w

Mpw,

avait pour fonctionnelle génératrice de ses fonctions de corrélation

et de réponse 1l'expression

w

2,0 (57 T%] ( p0p pecpi [ TATLFP -1+
/uo‘: Vo

TP TS (P e ),

(3) étant défini comme la limite ¥ —> o= de l'intégrale




(-k-\'o —_Lm'\)i ) Q%:?&'?k-«)

N1 — _
M expre lP& g _
&

Lo (Prag
¢! (2R>M =

ou

Notons que nous avons procédé a la généralisation triviale
des formules du chapitre II correspondant & o WelR —
— gu)e (Pl

du début de 1l'alphabet grec pour les indices du processus q(t)

, et que nous utilisons des lettres
et de la fin pour les indices du processus m(4).

En posant dans (4) /‘lmi = /LL , on voit d'aprés (3) et (4)

que nous pouvons écrire

Evoz 2 ?—/L Yo si b (V°>est la probabilité
que m (ko) = ¥o alors la fonctionnelle génératrice correspondant

a3 cette condition initiale est

Z- /%., S(v) 4 0,

100

(5)
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et donc

5 5 2 5L 5
si nous connaissons les N quantités Z/l,; , nous connaissons

Z . Chaque 2/“, est 1'élément (/w) de (4) ol on a supprimé

la somme sur /‘anl . Eﬂ, peut donc s'écrire

ol nous avons incorporé les sources dans H.

Nous nous proposons, & l'aide des variables de Grassman

d'effectuer dans (5) la somme sur fZy... /T, et donc de

réduire (5) a une intégrale fonctionnelle standard.

Nous traitons ici le cas A=z (le cas N>z peut &tre
traité de fagon similaire) et nous considérons un H complétement
général c'est a dire que : (nous prenons les indices de m{-{)
dans Lo, ‘j/i /N plutét que dans E4.2_7n N , voir

la remarque du chapitre II suivant 1'équation (4)

Soient Z et H les matrices ( 2x 2) d'éléments
A
Zﬁy et H/“; et 7l la matrice identité, a*, d.\

les opérateurs fermioniques de création et d'annihilation

habituels vérifiant

[&,8%],-1




explicitement

/&,'.LOO /&+=‘o|
t O FolEs)

(6)
Loy - )_‘1’] \4>:[0‘J
/
nous pOSOI’lS
WP ) -3 (F )L alf F4) &*2 - bl(7F, DA
(7)
- £ (F:‘?-’QCIQ /
alors, d'aprés (4)
%; {o-\de
® %’Sn &g 1 wpie 3o [ A%, d
e 3=* (2x) §= €

(11)

ol on a posé

oy = alFy gy o)
bis bCEy Ty 4y
¢ c(%. %.»,{6-4)

SUREIRATR

Nous allons donc dans ce chapitre calculer explicitement

[~2
o .
1

la P-exponentielle de la matrice ( 2x2 ) la plus générale et

réduire ainsi (8) & une intégrale fonctionnelle standard.
Dans ce but, nous introduisons les notations et formules
relatives aux variables de Grassman que nous allons utiliser,

ces formules sont expliquées dans 1l'appendice C.

Nous nous plagons dans une algébre de Grassman correspondant

au nombre de générateurs que nous écrivons.

A une matrice ( 2x2 ) quelconque

AN = A A 1
B 12""):0 K/“J a‘—‘/tav ) }T"o‘%}v )/L><U)

voir (6)

Nous faisons correspondre, (a'.a sont des variables de

L F— * %
Grassman indépendantes vérifiant La .a‘]* - L“k. a :L = T.GMAL:L: o)

son symbole normal

Bus (a'.a) .3, K/“) a”‘av
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|
| On a alors que :
et son Kernel
i ‘ i AB:¢ , le Kernel de C est donné la formul
; si = ¢ , le Kernel de C est donné par la formule
(12) Blak a): 2. ‘3/“» atka? ‘
/cu:o
o Yot
érifiant la relation ‘ =
vérifi (16) C(a*,a)=j da'*dx e A(&*.x}%(x‘,c\),
ata 2 (oA | Ay a,*a.)
(6 T 2 n!
A=0 :
ot X¥et X sont de nouvelles variables de Grassman vérifiant
x
aa _ns ! les relations analogues a (14) et (15)
et o): e B a',a .
e B(af o) (a.@) .
{ La P-exponentielle figurant dans (8) peut s'écrire
A nia &
. DA+ A A A
(17) A:Pnexf Lt\_c\()a a+\naa*+C a]
On pose les régles d'intégration suivantes (voir la remarque ()=' (\ )
suivant 1'équation (18) de 1'appendice C)
soit
S Sda4=5 do*4=\daa*= \da*a=0,
(14) (18) A A A P e
l & &+ A s B s 0 A,‘ = vl Ad’ y
0 G = data* = 4., g

avec

Les régles s'étendent par linéarité, les intégrales multiples

sont définies par itération, aussi on a les relations .
A

Aé: Qx‘)Lf,Y_aa ot

~

Q+Bd&*+cda1= 1L+'\£Ia<}c:*&+ g
0-lada], = La.dat I, - La®, dal, = " poyat +galrole)

(15) = Lot da? J+ - Lda,da'], - [ da, da’, =

5 I da‘ Aa] Nous négligeons les termes en ﬁ" car arrivant n¥1 fois
dans le produit (18) et comme n+t ™ £ ils y contribuent

3 llordre €'€7': € , la P-exponentielle étant définie dans

la limite &-7© , leur contribution est nulle (a, b et ¢

étant suffisamment réguliers).




106

En appliquant (10) et (11) a (19) on a

(20) NS

A e Lrielop gy« e g,

©
et en utilisant que € - A+ si 62; ")

et qu'une quantité comme 0(6' a(a_A commute avec tout

A(\ (o(d‘ \ )— exp LQY_% ) a 4+\><} 54(64&-4],

en utilisant (13) on a pour le Kernel de Aé'

Aa (dg : old.A)= ke -‘ex‘: xa‘_aa'{xd‘ oty 3 5604(; ! ol(\j-A]/

soit

(A4CE a&)o{ o

- Aa (c(‘%, d(y!\): QXQD&E [‘o o( 4 Caola ]-

En utilisant n fois la relation (16) on a pour le

~
Kernel de A 1'expression

u'm:"'): gt - (4+(€a&)o(d‘uld_.

. ex‘:\iﬁ U::(\) o((\; 3 C(\ d%_;‘)} ,

soit, en sortant du produit P tout ce qui commute

& &

A(q&.f)): J mr\'\éa(l dot ¢ exp z (o(\_o(>+

nas na
b2 Ay lﬂueid(t “re )]
i Be' X ‘) 3% AN
Q AxQ
ol nous avons utilisé Q,A e = ¢ si LAJ&} =0
et posé
(23) /Aa= A-\ii&é
Nous procédons maintenant & quelques transformations qui
laissent 1'intégrale invariante dans la limite €20
La premiére exponentielle de (22) peut s'écrire
\ ‘ n ( "
= L &
exp |- 20 o Baayr 20 Ledp Ve d Y X
(24) ¢ \_ Eags 374 i-, (3( 5( (\)

ol on a posé

By = g'& i ‘r'.}JH

N

. v
(25) J1_ 417'(}?,0 pegz,m1In

A* Auwey® ,J‘;: 0 Cef4, 11V,
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Dans la limite €=9° A= AA LEQT =1 Az 1+i€apmi—=>1

et donc on peut mettre, sans changer la valeur de 1'intégrale

dans la limite &=»0

=l 5("‘0 , Le L2njom

Azzq* _ é€=° , e Lana)nnN

la seconde exponentielle de (22) veut s'écrire

exp e (oaye 0% + Caun AN \% exp L€ K_\uasl&* 3

S C& 0(&-1] exp el oty i ‘]]

les termes a gauche et a droite de la P exponentielle tendent
vers 1 quand €29 et donc dans cette limite, on peut
remplacer 1'expression par
0 %
PN exp iEY_‘o& d() + C& d(\-‘-)
é:l

D'autre part on a C(\.A: &_ & %.'é_&:—‘—

et donc si c est suffisamment régulier, on a

C&-A: Ca-b Q(ﬁ)

et on peut remplacer 1'expression

par

221 e vt Loy
Sﬂe() Ci\céo(d -»Ca_l da_‘}
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On démontre dans le chapitre-suivant, Proposition 1 que

s i bi R o
?l"leeh'\je“‘ = §°-° iPi_Z_.eil
4= Ceo (A} {=1

olt dans le second membre le symbole P ordonne chronologiquement

’

les ©: (Lo, Qal* =0 ) clest adire P(®y,... 9[,\\ = emu)u-ecmn)

avec () YEMD)> -2 imn)
c'est 1'équivalent pour les varaibles anticommutantes de la

formule de Dyson.

Dans la limite continue, notre P exponentielle tend vers :
Pexp i Sec LoD (@) + ¢ a@)]

Le P produit n'est pas défini pour des temps égaux, nous
verrons plus loin que cette non définition du P produit pour des

temps égaux ne joue aucun role, dans la mesure ol nous préférons

rester avec des indices discrets, nous remplagons la P exponentielle

par 1'expression donnant la méme limite continue (voir la remarque

au début du paragraphe 3).

n
&
(27) PN e 'Cl\o'd + ¢ oy
fepee Loyt oy ]

En regroupant les formules, nous avons donc & calculer

dans la limite ¢€-®©

AP § ) o8 i enp oy 3, By ¢

4 ;2“; (¢ yet ét‘ d(\)ypex?it 5&_‘ (bt + CeXe )

(28)




(29)
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ot la P exponentielle est définie par (27) et on a

BC&= gua ~A¢ Sc,au y Ac= ardtal

<\«=‘] , A_Q:O Qe[z.n] nm

Xn:‘?’- 52=0 e L4, 0-1)N M

Nous appellerons, pour des raisons évidentes, (28) une intégrale

P-gaussienne ; remarquons que dans (28) V&.e(;',&;,é\-’ sont des

4

III.2, LE ‘?4 - PRODUIT ET L'INTEGRALE P-GAUSSIENNE

quantités anticommutantes alors que b, et (d sont des nombres.

Nous développons dans ce chapitre les techniques necessaires

pour évaluer (28), remarquons premiérement que (28) peut s'écrire

W{S*-g,]: ’\)fo L& QZ—;J‘ IC( %’Z - \Oe D@_L]
x S Ddou dati exel L tL():_.o( Blau& t
¥ 2—" (0('2(3(*31 0(13],

ot les dérivées sont des dérivées a gauche (ce qui explique le
signe ~ pour BQ ) ; l'intégrale figurant dans (30) est une

gaussienne standard et sa valeur est [‘15]

Sr‘ida dd(ufi Z ot %6 3*5"("({3“5‘“0}

=1

o

(;1) @6"’ B\ yr

3 B 3t

de sorte que nous pouvons écrire (30) sous la forme

Nous avons maintenant besoin de la

soit ©i , i€La,nlif) ™

des variables de Grassman, alors :

PN ee.L a:eg Pexe in 0

[T [ admet

Proposition III.1 :

le développement de Dyson :

Y '>— - S, apls e
«p 0 g:‘o a‘.‘&im 3
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ou le produit chronologique est défini par : Pour appliquer la proposition 1 & (32) nous rencontrons

un probléme que nous discutons ici en détail :

?Y_ei\--' e&f] = eiM(-) eiM(F)

de la somme sont tous nuls car il arrive au

avec ; ) 5 2 " ’ s
M) S Em (Z) e id i M(P) On a besoin d'une généralisation de la proposition 1 pour une
-0 B " P-exponentielle du type : O, 9‘;* variables de Grassamn indépendantes.
Preuve : calculons | ‘ﬂ e’ = P (as 9i>
=i U=t *
o . :
D eet+et on pense tout de suite & écrire
= (449'\3(/\46“"\"' % (A49z_>(l\+«943 [ |
\
= A + %— @\ + .2_! 9(4 9‘2 ! S__\ 964 eLz wexai ® QL'(\ & 9 9.{ P} [4 a |
‘ L5 (> Gy .0 TAH = #
‘ LY. %in (33) ‘P \L| e N & = 2 -’é—"\j ‘_ 5—' (9(+9c 3] ’
K % N e]n L2 Q=0 . Lz
Calculons %_Jo el ‘. Z(:. + , les termes L%n

. . A z -
moins deux fois le méme ©, et ef=0 . mais il apparait dans le membre de droite de (33) des monomes non
nuls ayant le méme indice répété sur lesquels l'action du P produit \

n'est pas défini.

=A*7z9t+ i—P--Z-l etie\.z*’""-":"’?z'l eéq 9L‘g-¢vgiq " |
TN nlGg.la ' , 0408 5 2
r Comme e = A+ 6+ 0+ (0:s 9?) =
= A4t o la situation dans (33) est
l claire : pour que (33) soit exacte, il faut étendre la définition
) or, dans la somme 4 E—l ?(O .-QC?3 chaque monome
| : Pl G VUV a du P produit en posant que le P produit d'un monome avec indices
By.... Oip avec &yyip...- 74 arrive @l fois répétés est nul car ces monomes ne sont pas présents dans le
‘ ‘ dans tous les oxfdr-es possibles et est remis en ordre par le membre de gauche de (33).
| P- produit
et done Cependant, dans la mesure ol nous sommes intéressés a la
4 >, 7 Y_eq._. 9&?] - 5_, 6;4'__‘ 9‘? ; limite continue( &-—2o ) des formules et que dans cette
?‘. Lgoedp Wi limite les termes qui ont besoin d'une définition du P produit

pour des temps égaux pour &tre définis ne contribuent pas

(ce que nous vérifierons dans le résultat de nos calculs)

les deux expressions ayant le méme développement sont donc nous préférons laisser la définition du P produit pour

égales.CQFD des temps (indices) égaux indéterminés et nous introduisons
le symbole = dont le sens est que A =8 veut
dire A =%+ T ol T représente des termes faisant

intervenir le P produit pour des temps égaux.




(34)

Pour résumer, nous écrivons

éma:‘ s

'\'D\":le =£ ?Y_Z_,(@L-\—e )]
e<o .

=

Dans le sens que l'on peut transformer cette relation

en égalité en définissant le P produit de maniére ad-hoc pour

des indices égaux, ici en le prenant nul, mais que ce n'est pas

nécessaire de le faire car cette extension du P produit a une

contribution nulle quand € —>o©

A 1l'aide de (34), (32) peut s'écrire

Lgul}]l_ (de*ﬁ) ’pexr (w3 Z..J (_C{_&_ __\3(

x exp Z’ BKQ ée,

ol la P exponentielle représente son expansion de Dyson

o ) K
APl (G2 —b 2
2—:0 K" Y- Len ( Q g&t e' 96(3] [

el
3&(

}-

2

Pour continuer, nous avons-besoin d'introduire la

notation de Pa- produit : (nous utilisons le mot temps dans

le sens indice).

Définition 1.III Soient des quantités (nombres ou variables de

Grassman) définies & des temps différents Ay..... Lp

Aa(ia.... e Af (".f)

produits comme :

nous définissons leurs

w\u\ St (P)
?‘[A‘(u\ AI’(”’B] wrf A«(H).--- Af(ir) ;
...lp
ol {4 . est le tenseur complétement antisymétrique
42...7 et est la permutation telle que
€ M p
A .--p = i

LMY M) .. ’7LM(P).

La définition s'étend comme d'habitude par linéarité

2 des combinaisons linéaires de monomes.

Remarquons que le P« produit n'est pas défini pour des

temps égaux.
Nous avons la

Proposition III.2 : si les Ay (Ch) sont des quantités

anticommutantes, soit

‘_Ak(‘d&) \Vl‘ﬁQ.e [4-?:\!}-"\1

Ae (ia]+

alors
LA . Ap G )= BT A () Ac Cp)]




Preuve :

Preuve : soit T une permutation de [ 4.p (¥ M alors
‘ Par définition du P produit en utilisant la définition du ¥,. produit.
PLAa). A (‘ﬂ} Aoy U"‘”’)‘ - Amee) (wm\) ALY - M)

I , | UG - Al ] s & Agtaa)--- Ag iy)

(M) Y AmE) > - > tm )
et comme ) - ‘ et
MG) - - M
AM({) (LM(L)) AM(F) (\:M(P3>: E,‘” A' (l'.)_. AP(‘V) | ) M'(P(‘\))--'M'(P(P))

i
P Uy (ip)) - Ageey (& mﬂ] R Roco (C o) - A piy [ €PP)

(car les At(ig) étant anticommutants, en les permutant pour

1 passer de 1l'ordre M) - M(p)é l'ordre 4.... P\ s on)r'écupére 1 N (PR WTIO),
| le signe de la permutation, c'est & dire  _M(4)...m(P ). - . :
1& r ‘ = E(’('\)"’ ocr) A,\(u\)... A{(t‘:)/
|

La derniére expression est juste la définition du ?1. produit

CQFD.

Proposition III.3

|
| 2 5 S
Comme conséquence de la proposition 2 nous avons la ‘
|
|

Sous le symbole 'P‘ des quantités anticommutantes définies

a4 des temps différents commutent.

ol nous avons utilisé la commutativité des At(u) , or,
Preuve : d'aprés la proposition 2, dans ce cas le P, produit. B | par définition du P, produit les permutations M et M'
peut &tre remplacé par un P-produit, d'aprés la définition du sont telles que
P produit, il est trivial que 1'on peut effectuer sous le signe
P une permutation quelconque sans changer la valeur du P-produit, i.M(\\) N iM(Z) v (M(?)

ensuite en utilisant encore la proposition 2 on peut revenir

au  Pa produit. .
Lwe) Y M@ y.... im (F(f))/

Proposition IITI.4

‘ Sous le symbole P, des quantités commutantes définies a des

temps différents anticommutent.




c'est a dire que M= Pom' ( o est le produit de composition

des permutations)

et donc S_M' (P(Q) M|(Nn) M - e
1) ple) = &?(u)... 1HO)
M) - M(P) 2. ..p(P)
=€ et
(le signe de la permu-—
tation PO - fL€) = MU)... M(p) = P oM
est le produit des signes des permutations A": - Mh) M[?)

et ap— v(.)“.e\e)>

en regroupant nos équations il vient

Py ... eLe)
?41 A‘f“) ((gu\) Ag(p) (Q(U’))\k = E4...f %
Mmiq)... M(P)
xE.;\....q: A\(H)‘-"Afki(’>
soit
{OP D))

’p1 T.A?h) ((‘,p(\\) AF(?) ‘ieu)i: é"\-"'f rP\IAi(‘A\-‘ Af(lr))

CQFD

A 1'aide de la proposition 2 nous pouvons réécrire (35)

comme{.(cg 32(\2 - L’C %{\

est anticommutant] .

(36)

(37)
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- . e} 7 e ¢ S V 2__ 9_ .
\I\Y B'é’]:(d*’bv-?erte %_:‘ \_Cﬁaaz I’Jegae]

n »* -
tex" Z—l Ah Bue AQ_ y

KL=

ol la P.‘ exponentielle est définie par son expansion de Dyson,

obtenue en appliquant la proposition 2 & 1'expansion de Dyson de
la P exponentielle.

Nous définissons maintenant :

Définition 2.III

?4 exe 3 z._\__) (a: FiE Ck) B:“e (A( \—CQ‘DL)%

K=

I rs Y-
e.’PW_Z F.\ILE 2 Cp P—.] 2. ﬁ{-tée.L’QQAQ-)

le symbole ?1 s'appliquant aux Cyg X t{ .
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C'est & dire que cette P4 exponentielle est définie

de la fagon suivante :

N ko -1 .
on développe €x¢ \( cht (AK t L€ CK» BK@ (a(_'\"-e b[)g
L=t
en série de (g et b( autour de a, a* et on applique un
Py- produit sur les Cq et b

On a alors la

Proposition III 5

W\_‘é*'é 12 (ded®) Rresp ‘l%:. (5: rigcu) By (Jo 4t bﬁ} ‘

Preuve : en utilisant dans (36) la proposition 3 on peut écrire

\I\”_Aaj (dp)(B\PIexrxﬁ ZiCQ ex(siei—‘om?_]x

(}e me Dém

¢ e"f} i é: Bk(:. ée%}

K=

en développant les exponentielles dans cette expression, on

obtient juste la définition 2. CQFD

En regroupant les équations (28), (30) et la proposition 5

nous voyons que nous avons finalement montré dans ce paragraphe

que

S I'! d o dog expi AZ ;Z;;' O(x‘*Bc& D(d’f Z“‘ (D(gég +

.\.&o@] exp At QZ (beay + Cpo ) 2

2 (da ®) 7, Qxfsl S, (yrece 0 B, &Mb(y%,

le membre de droite de (38) étant défini par (37).

III.3 APPLICATION AU CALCUL DE LA P EXPONENTIELLE

Remarquons que si nous n'avions pas, au chapitre 1 fait le

remplacement

n
’PA\—lex‘: b'&i_‘:s&o(*g\—cé_ (] 7?; €xv LE Lb& &-Hi&o(%l

(équation (27)) cela aurait eu pour effet de remplacer dans 1'équation

(30)

\e,\,\aLLce? b2 ] o Popic 20e,, 2 b 2 ),
ét. :% Eﬁﬁ




1a seule modification dans la limite $=o portant alors sur

les produits chronologiques pour des temps égaux, toutes les formules
du paragraphe 2 étant établies modulo 1la définition de ces produits,
on voit que le remplacement était valide dans ce cadre. Nous allons
maintenant calculer explicitement A(‘a‘ .‘a) dans la limite €= ©

et nous pourrons vérifier que la non définition des P produits pour
les temps égaux n'entraine pas d'ambiguités dans la limite continue.

-1

Nous avons besoin de def® et de B , d'aprés (29)

'Bca; gt& - Ad gc.bﬂ

En développant le déterminant suivant la 1é&re ligne il ne

vient qu'un terme, et en continuant ainsi il vient finalement

"

1
de{B:‘_goq\ L detmadl,

Les cas n=, et n=3 suggérent pour ™' la forme suivante

Eé*‘ = g&&'\' 9&()"‘) A AkAz-‘-A&

Q(on L &0
- t>0,

nous vérifions que (40) est correct en calculant g,

(41)

(42)

11 vient

DN

'B\%‘-‘ = %4(&5-/“ gi.éﬂ} (S;ak:,e (A—K) )AK“ x

* Akaz .. /Ké)

= glv\ﬁ Ot -) Ayyy-e Ai= S¢ gc-(,h,"

- A G(i-i-k) AK+4. - Ai-a

mais

O(e-1-) Aust -oor Acar Adi + A Skea, w2001 Ay i

et donc -4
B tn = §¢K Ow.,

Faisons le changement de notation

Aa,\~. TS\(;K—. gak+ 9(6"“) Aesi Arrz .- /36

]

nous cherchons la limite continue de O , c'est & dire la
limite quand &=o , N0 Elns 4) = Q-{o,
de

§ E-to &
2. k-t - €,

A(;k\,kz): Qé{m /)"“ LZ

-2 0

on voit que le terme gé\‘ dans (41) n' a pas de contribution &

la limite pour donner SUtl-{:z) il faudrait %Sav; de sorte

que la limite de (42) est donnée par




L
A(‘n,kz}: tém © (h_kg 0 Ae
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)
Q= L4

soit, en rappelant que (23) /&& = AL eo.(} et en posant

(43) G‘é, = aly)

on a pour kys,

L\ (.Jc\) k2,3= Q‘i""\

&0

soit en prenant le Log,

pour EJ: L&-£o>)

{a
1 Casce Go) ’

’L:EZU

4

LO% b(_‘h.tz): 'Qs\vm Z__l \-03 (4*(66(6)

=20 e: ':'L'“

4y

:Qim Z_l _\._(ECLQ-\O(-EI)] ’

£=20 Q:LZ4|

_— Skl d& a (&),

de sorte que

t,

(45)

Albt)s 6 (bt exp i [ dt aly),
Ttz

Nous appliquons maintenant (38) a (28) et (24) il vient,
en utilisant (39)

A(ét'é) L P exp SL 5{.-4 (5: +<5C‘<,)Ake %C*"“‘Q)B

ou 81: \a., AQ:O Q¢ Y_‘Z,n]ﬂn\)

A:=3*, Ye'=0 Qe [4,0-4](](1\1/

en utilisant (37) il vient é:; th“=ér“ ; éi*(a\ﬂ:(\' £s30
A3

( onsomme sur les indices répétés)

A(\é*‘?}) 2 R }‘JC" Buq by + |q Dre telog +ECBiqy, +

KA

!

le symbole 'P,{
(\:‘ et (\o d'aprés la proposition III 4 b et c, et (V et &,
anticommutent entre eux sous le signe Pfi , alors que é* et b

agissant sur b et ¢ et n'agissant pas sur

ou c, % et b ou ¢ commutent ; on voit alors que chaque terme

de la Py exponentielle commute avec les autres et donc que 1'on

peut écrire




IN K\a*“d\= v Y_exe [- €k e by &"P[(\n‘ Dne “"e]‘

* Qxp S_iﬁck AK{&.] v tip ié*n L\MAA]J ’

soit, en développant les exponentielles

A(‘&', ‘E}\: ?1 Y-EXV (‘EZC\‘ A e \oe\] i
+ ‘6* v’c \:ex‘: (‘Qz Ck AKQ\DQ\) &ne (E—bf_] +
' \%PA ‘_exf (- € cn AK(\DcX (E-CKAK\] 5
’ 2# 1 b [e‘f (-6 G Brebog) « E

[ /_.\m-UAn&La Ci /_\51]} 2

dans la limite £ -5 o en définissant

(,(_{-3; Cx ) € = t-to
\Q(tj= \DQ \ &Qf:{'ko
D +
en utilisant 2. & — S dz
° to

il vient, en utilisant la proposition III 4 pour faire des

commutations,

Ay ). Boesp [ | de,dz, CODB ) beo]

1,3* P {-L gjéz'/_\(k,z‘) b(T) «

. S* 1, 3, @) ) \o(zg” .

*to

&
.\_\(\'\% XL %:clt (@) A(t.kb exp SZ- Stoéz‘ Ao

¢ C2) B (T, ) wa” '

+ ‘%’\% P, “MHQ % B JTdz' ) b (14s) DY) L\z‘)}

4

s exp \t\ S 42, dz, c(z) (2, T) b (h)%
+ )

°

i
avee Q(Z..‘(l): 8] (C|~Cz> erfi 81 dc a(t)/




(48)

(49)

le symbole D. agissant sur b et ¢ dans (47).

Nous avons donc déterminé explicitement A(T" “l) a 1'aide

du P{ produit.

III.4. REDUCTION DES p. PRODUITS AUX Pa_ PRODUITS

Dans le chapitre précédent on a dérivé des expressions

explicites pour

B+ A Ats Ryt Ay Y

Nous allons voir que ces expressions peuvent se simplifier

énormément.

Remarquons, en se rappelant les équations (6), (7), (8),

que nous pouvons définir la transformation

+ A ~ A - -
@ 8@ a - o’ 10> =447, 14> \0>,

ces nouveaux objets ont les bonnes relations

a'16y=177 | Z13)-=0

~Ay\= S -
ar*\av:=0 &\A7;\O>!
; n = A &+

et donc, si nous remplagons dans (7) a—a , o —
et en méme temps nous remplagons V0% — lsy WAy VA2

nous ne changeons rien.

(51)

= A
Autrement dit, en transformant dans (7) A=

on doit avoir 4‘;\%\3):

et (’1\,"—7 Gtita'

(voir (8)) en transformant (7) on trouve

\:\\:-a’h-&&o’y—b&~c&+
~ (1-&%])-ca*-bd
H = —A/.U.”o\ 1 U\.CL> /

~

~
on obtient donc H et donc Z en faisant la transformation

d = dta
o, ) ~ &
b e
L — b ,
et sous (50) <L\E\<'\f>——7<:\i']§) .
et donc, d'aprés (8) 5 Q;Shd dz 4 eL)“ (dm)uﬁ-

on doit avoir

t&: LeLS*°QAt} Aia b c

[
a =<4 ;
soit, en utilisant (45)
e Lates) | o {70
b 1‘6 =4
G -—5-4 °

/




Cette propriété n'est pas du-tout évidente sur les
expressions (47), mais nous vérifierons tout de méme (51)
sur les expressions finales obtenues & la fin de ce paragraphe.

Nous commengons par l'expression la plus simple : Aoo

Réduction de ABO

D'aprés (47) et (48) on a

L3
(52)
Aoo = ?4\ Qx‘J [— S{ éZA dt1v (;(Z1)A(Z1,t1') \0(11')])
1} T,
v iS dzale)
avec A(T )= © (ti-z\.) e W ;

nous posons

(53) A(2),5): ©(u-t) AT,

ou
[

(54) 8 (21, &) exp LS alv) &7 .
T2

Remarquons que A vérifie la relation de groupe
(56) A(thf)A(tZ,Zzl): L\(Z4.Tz'> 5 (Zzlt»") ,

car

[y T

1)

dzaly) exp i St.za(t)z efoS .

' S oS &

]
. ( !
> j ¥ 3 /

en effet, si A est une primitive de a

_é A(‘(_); o () on a
dT

exp lag) l:‘ + A(z)): ]=ex(JLIAm\: A \z ] ,

c'est la relation (56) qui va nous permettre de réduire les

expressions des A;(} .

Le terme d'ordre n de Aoo s'écrit, d'aprés (52)

3
&t1 dtf»..-. Azr\azn' *

ol
(57) . P, Y_ c(t)B (2, C«') b (zg) .......

e ) B (Tn To) b() ]

Nous allons construire une représentation graphique pour
(57). Remarquons premiérement que la fonction /_\(Z{, Cg-)
contenant un 9('((_(_{.) on a toujours dans (57) -k;}z“

L'idée est de séparer tous les ordres chronologiques des
Te,Te par des fonctions © , de multiplier chaque

expression par le signe di & l'action du - P

, produit et

ensuite d'en faire la somme.




(59)

[
(&)
no

Nous illustrons la méthode en calculant les premiers

termes, on a Ai? =4 et
A) t
/l‘oo == S él1 ét.,- PA T_& LQ) A (ti. 11’) \D (tﬂ\)}
to /

et d'aprés la définition du Py — produit

<
A;? = - S A2, dzq' 2] QKPL-)L(Z‘) VA (2’_’1, t1»> b(tg)-
to

_ St dz, 4z, (-4) 8 (Zwa) c (1) A (Tay a-)b(a)/

to

ol le signe === dans la seconde intégrale correspond a l'action
du produit P1 , voir la définition 1 III, ici le produit Pa

agit sur les "indices” T4 et "(,'1

La seconde intégrale est nulle car (T4, zp) contient
un e(z1_‘(_1,) et donc

[

k
o gda 8Ty c(T) B(T, o) L,(‘g.)
+

(s}

Calculons maintenant

(60)

A(‘L) t
v Ll g dza, dte 4z, 9% % Le (2) B (70,80 =
2!

o

« b(T) £(T2) A(Te,T20) B(Zz'\],

2 cause des 9(?1’- C&-) contenus dans les FAN nous

n'avons qu'a considérer les ordres ou
Th > z1’ N zz 7 CZ'

ils sont indiqués dans les tables suivantes, les indices les plus

4 gauche correspondant aux temps les plus grands.

. 0 — —
A4 22 22" A A
— N\ v
12 2—\ et 2 4 2.1 A0
ey RREar———n
A 2 =24 Z 1 4 &
=y
les traits reliant e A indiquent A(Z«,C‘-)

l'ordre correspondant & une ligne est assuré en mettant des facteurs 2]
le signe correspondant & 1'action du 'P1_ produit est celui

de la permutation qui passe de l'ordre A 4! 3 2!

4 l'ordre de la table.




par exemple la premiére ligne de la premiére table correspond

a4 l'expression

Sét1 dZ1'le AZZ' © (,tI‘C’\’) 6 (\61"CZ>9 (C- tz') *
* LLIOA (Z', K1'3b(21)C(12>A(11'Z2') '0(.Z2'> 5

Remarquons qu'une expression de la seconde table (qui est
simplement la premi&re ol on a effectué les transpositions
Ae— 72 A'e—s 2! ) est égale a l'expression correspondante
de la premiére table ; en effet : le signe d@ & l'acion du (2
produit est le méme (on passe d'un ordre a l'autre par deux
transpositions) et en faisant le changement de variable

L=y Ca2 Tt = T L Th L'y

on récupére les facteurs © de 1'expression de la premiére table
et comme les c Ao cAh sont symétriques en A2 ona

la méme intégrale.

I1 suffit donc d'écrire les facteurs correspondant a la

premiére table, ou T1> Zp', et d'enlever le -é—-I

venant de 1l'exponentielle.

Tenant compte de tout cela, nous avons

€
Aooﬂ = S dz,dzy d, a7, B(Z\-I|'> ©(t,- (7_> (‘)C(z-tz‘) .

s CC) B () b(2y) ets) B (22, blea) -

- Sdt‘ d2,'de. dz, 6 (- &) @(zz-h) 9(2,‘41) %

r €T B oy, 2a) b(T) € (2) B (22, 220) b (W)

% S dt dz, dv, 4%, © (Ui-Te)e (Ze-720) © (zauz‘.),

" C(L) L‘X (7.1| C1') b (C1'> CCZ2>/3CZ;, Cz') lo(tz'>

ol nous avons écrit des A\ au lieu de & car l'ordre C4 >Z1'
étant garanti par les fonctions © 1le 6 figurant dans A

est inutile. (voir (53), (54))

Nous montrons maintenant que les deux derniéres intégrales

se cancellent.

En effet, en utilisant (56) dans la derniére intégrale, on

peut remplacer

A(zhti‘) & (Zz.zz) ‘)ar B (21,Tzl> /S (z Z1'>

et en faisant ensuite le changement de variable Ci' — T,
Ly — Gy on récupére les A les b et les ¢
avec leurs arguments habituels mais dans les fonctions ©
on a fait la substitution C4' = Co!' 5 Ca'—9 Tqt
or ce sont alors juste les fonctions © de 1'intégrale précédente,

le signe étant différent, ces intégrales se cancellent.

Donc
Ao Sdz.ézudzz 4220 (21-T)e (T1-12) 8(tz-Ta1)

r (2 BT T) B(20) clr) A% 22) b(2),




Nous généralisons maintenant ce que nous venons de faire

z 2 S
pour o\,) a A'oo
)

Régles pour calculer Ao

1. construire la table T; de tous les ordres possibles de

‘ 44 22'.... na' tels que

1 soit & gauche de 2
2 soit a gauche de 3

N4 soit & gauche de N

et que
1 soit a gauche de 1'

2 soit a gauche de 2!

n soit & gauche de 0’

2. 4 chaque ligne de la table

e b

oy ét\:Qtu?_‘

on fait correspondre l'intégrale

WM

G Jdradt 3z dze T8 (g ) el

(62)

e B () b(@e) oo (T B(Ta-Tn) b(m)

ot P est la parité de la permutation qui fait passer de
1l'ordre

A ... nn'

4 l'ordre 64... ézﬂ
W ;
0o est donné par la somme des termes correspondant

a4 chaque ligne de la table.
5 () ‘
Que ces régles donnent Aoe peut se voir en deux temps.

1. on a séparé chaque terme correspondant aux ordres indiqués
par les lignes de la table par les fonctions © et ce terme
est bien multiplié par (-A)Q correspondant & l'action du f4-
produit. On a donc correctement tous les termes correspondant
a4 1"ordre de la table Tp (en remarquant que les fonctions ©

assurent Z;7‘Z4’ et donc qu'on peut remplacer les

B(Ti, i) pardes K (zg, 7i0) )

2. tous les ordres possibles s'obtiennent en faisant les nl
permutations de T, qui consistent a permuter ensembles
(4N)-.« oy (nn') , c'est a dire si M est une permutation

IS

de A... n a effectuer dans chaque ligne de la table

A=) A2 nU) . oo N s na)

Mais chacune de ces n! permutations est paire car
elle peut s'effectuer comme une suite de produit de deux
transpositions ( & et 2 4 la fois) et donc le signe
de 1'intégrale correspondante n'est pas changé ; en effectuant
sur cette intégrale le changement de variables correspondant

4 1'inverse de la permutation M , on revient & 1'intégrale

correspondant & la ligne considérée de Tn

137




Donc, en considérant tous les ordres possibles, on obtient
n) fois le méme résultat, nous avons cancellé le n!
avec le A de 1'exponentielle.
o
Nous donnons maintenant une méthode générale pour construire la

table Tn & partir de la table Ty,

Commengons par calculer le nombre de lignes de Tn , on a que

(63) Card ()= 20! _ = G,
2(’\

»
n

| En effet, il y a 2n! ordres possibles de 44'.....an'

on ne garde que ceux ol 1 est & gauche de 1'......
I ou n est & gauche de n' et il faut donc diviser par
| 2,n fois, on a alors les nl permutations de Tp

d'ou (63).

En calculant on trouve

! Ciz= 1

‘ o3
Cs: 15
Cq = A0S

&= 945

remarquons que

C e = Cans2)! - asd) (2ns2) 20!
2™ Casnd! 2(ner) . 2% a)

1]

\

(2n4n) 20! ‘
YA

|

|

soit
Qn+4= (2“40 Cn )
(64)
la méthode pour obtenir Tn+a en partant de Tq est comme suit :
soit une ligne de Tn , premiérement on effectue dedans "2
A=>2 A=2 . ..0 n= nsa s (nea)'
7

soit alors 54 Cee é?n la ligne obtenue, on a alors 2n+q

lignes de Ta+n par le mécanisme

.A_'_‘;_é'i ézn
4!,4¥““4m
4$ﬁ24#““qh
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et en appliquant le mécanisme & chaque ligne,la premiére étant a gauche,

. 2a o
est clair que deux de ces A llgnes ne peuvent bti

Ty= 44" 22" 33

&tre égales et que l'on ne peut obtenir par ce mécanisme deux

lignes égales si on est parti de deux lignes différentes de Ta

= [ e Y e b
AN 2D 23 &5 aa'233 2
1 i ! | Vs ¢ P .
Comme on a obtenu C2a34) Cand CTQ) lignes différentes A2 4'2'" 33 A2 A32 3 5 A 24332
et que Card (Tnsa)z C(2n+a) Cacd (TnY) on a obtenu Tagq - — N L —_— y
) |}
tss] Ay L A3 %3 4253 5 42343 ‘
65
Nous illustrons ces considérations en construisant Tz e} Ty — p— — |
) 1 4 g
3 partir de T4 . | A2 2y 4t A2 3 2 A3 en 4233242
I
Evidemment | 1 2 2I 3 BIAI A2 .5 2- 3(/\‘ s A 23 3‘2‘/\' )
'
Ty = 4 A d'aprés le mécanisme indiqué, on construitT,
s
en prenant 2 2 Pour illustrer la régle de correspondance, nous écrivons
le terme correspondant & la 2&me ligne premiére colonne, la permu-
= tation est impaire (une transposition) et donc P=n
Tee 4 A 2727 |
A 2 4' 2! |
—_—
A o2 2 Al 5 t (_qz (-Q‘ S&L 47 d1; 47,0 d%d Ty B(24-T2) © LZz-C')‘
ce qui est bien la table considéré précédemment. -
87y T) 8- 1) 0 -Ts) ¢ (20) B (1, t) blw').
Pour obtenir V3 on transforme Ty en
e (%) B (%, %) b)) ¢ (1) A, &) b(za) |
22 > 3
2z % 2 3 Nous avons maintenant la
) \ !
s Proposition IIT 6

/

Les intégrales correspondant & deux lignes de Tn ne différant

que par la transposition de deux indices primés se cancellent.
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Preuve : premiérement les deux lignes différant d'une transposition,

le signe des intégrales correspondantes est différent.

Ensuite soit

\ I
31.. .. AKQ‘ ()kﬂ 2 ...(}((z J{“ o i Jzn la premiére ligne

1 ' x
51_,, A“ QZ AL ?’IJUI by a5 % % B th la seconde ligne

(éventuellement K= et Q’.‘ et Q'z sont consécutifs)
dans l'integrale correspondant a la seconde ligne il y a les

facteurs

R (e, 1) B(Te, 2g;) c(Te,) b(Te,) ¢ (Tey) b@ek)

que l'on peut réécrire en utilisant la propriété de groupe (56)

Bz, &) BT, 18y) ¢(G,) b(ze,) ¢ (te,) blzey)

en faisant alors le ch i
i angement de variables ZC«“7 Ty, Gy — %,

on récupére les bons facteurs € Ob.... CAb , et on a les

fonctions © correspondant 2 la premiére ligne, donc l'intégralge

correspondant & la premiére ligne, avec un changement de signe. CQFD

Remarquons que cette proposition entraine que toutes les lignes

de Ta ont la méme valeur, au signe pres.
Cette proposition va nous permettre de prouver par récurrence
que tous les termes de Ty se cancellent sauf le premier,

c'est & dire A 4' ----. nn'’

En effet, supposons que Tn soit arrangée de telle sorte

que sa lére ligne soit Aa'....an' et que les lignes suivantes
se cancellent, la Aiime ligne avec la {+unieme ligne
( L nombre pair).

(ctest le cas pour Tz )

Alors construisons Vmnaa par le mécanisme habituel,
2 lignes de Thaa correspondant & la méme insertion
;_j' sur deux lignes de Ta se cancellant ne différent
entre elles que d'une transposition Q'1 Q'z et donc se cancellent

d'aprés la proposition III 6.

Donc il ne reste que les 2n+4 lignes de Tn+4

correspondant au mécanisme agissant sur la premiére ligne de Ta

soit
1
A’ 2 2 - S (nﬁ&) (n+/\)
——
Q/\ 2 A P! = (n-\u\\ (nwx)'
| e e |
A 2 3 3" L L L (neR) (nw\y
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144 145

ce que nous notons symboliquement (on peut remplacer A par A

' . 4 cause de la présence des © ).

A2 203yt L (k) A (nen)

&
1 (68) Bosa Pzexf S{_ S c () B(7, T2) b(tzﬂs ,
A2 2y oy .._.(ma)(\nw\\‘J\' to
le sens de Pz étant de mettre des fonctions 6 dans 1'ordre

chronologique, autrement dit le terme d'ordre n de (68) est (67).
On voit que par la proposition III 6 ces lignes se cancellent

par groupe de deux en partant du bas et il ne reste donc que la Réduction de /_\‘M ot A«o

lére ligne

En réarrangeant Tns4 de sorte que les lignes se cancellant ‘ L

- ~ —_— 2 P !

soient l'une aprés l'autre, on retrouve pour Tnsi la propriété AAD= P‘ S_i' S 4z A(,{‘-,ZI) b(l') exp S‘ Sézl&L, C(‘Z.)b(L,Zﬂ)B(Zq')}]
supposée pour T . Comme cette propriété est vraie pour n=2 “to l

elle est vraie pour tout n.

(69)
Nous avons illustré cette récurrence en indiquant (65)

sur Ty , les lignes se cancellant en les joignant par des fléches. | A‘M:(& ‘_&f Sl- Sdz‘ AZ1- c(Ty) A(L,Zy)\g(l,‘) }ljdz ce) Q(Z.ko)] )
I1 résulte de ce qui précéde que

() £y ™ : 3
(66) P8 = AA ¢ iy mow o s ww DR soit, en faisant

i chepgement s varidbly Tie Zu-i ) G Gy Nous obtenons les régles pour calculer Appet Aoa en
Ll vienn agalyviqnenst généralisant de maniére évidente les régles pour Ao,

) " b g o n _ A _ - 5
Aoo - K‘*} 1 dza | etza_ td“) M c (ZZ(-D A (zz(-”zu)\a(-(a) Pour Ao on construit la table Ta correspondant i la
ey = L= table Tn , ol dans chaque ligne on a mis tous les ordres possi-

o q g P
bles de &' par exemple a la ligne AAN ces R
de Tn correspondent les Znas 4 lignes de T'a

(67)
L —

“
San
~ | >
48
24 D
22 3
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ar A 2'...... no'
A A! . Unn!
CA R Ak &
A A -an't',

les régles de correspondance sont les mémes que pour Aeo

sauf qu'il faut ajouter pour chaque z

i la 1i t
si la ligne es (\4,_”3“{ AKH“” &zn
0 (7 -2") B(2'- Tyuss)
et L .
L S dz' A (4, T) b ()
to
et que dans (‘AP le P est maintenant la parité de la

permutation qui passe de

A ... an a 51

I z‘JK“... dan

Maintenant la proposition III 6 étant toujours valable,
il est clair que toutes les lignes de Ta' correspondant i des
lignes de Tn se cancellant se cancellent encore entre elles de sorte qu'il
ne nous reste que la ligne de Tn' correspondant & la 1&re
ligne de Tn , c'est a dire (70).

D'autre part, nous avons 1'équivalent de la proposition
IIT 6 pour &' , comme T' est accompagné du facteur
A, ¢) b(v)

de la proposition III 6 que deux lignes différant par la transposition

il est clair, en répétant le raisonnement

de T' et d'un Q' se cancellent ; en observant (70) on remarque

que les lignes se cancellent par groupe de deux en partant du

bas et donc

()
A‘o g Z,J\/\'.-. nn'

soit analytiquement

+ Tn
AL N S d¢' T dz B (4.2 b(2Y) 0(2'-7y)
*0 i:l

Q-1

% Q 9(-((!- Zau) i‘i‘ c (‘(2(4) Z QZZ(.“Z?‘-) b(.(Zi) ’

(on peut remplacer les Z par des A & cause de la présence des 8 )

ce que nous notons symboliquement
t L
Ao =P [‘S 42’ (6 T) b(r) exp S{_ 3 3245 ¢ (2) B(1, ;) L(zz)k ;
to %o

le sens de (73) étant (72).
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pour Aos les régles sont :

[ad
1
On construit la table T n correspondant & ajouter & chaque ligne
de Taq les ordres possibles de

~
par exemple la lére ligne de T, est

C T A A 22" .. nn'
A T A 272", an'

CA A'2 2" ... Ton'
A A 22 .... nTn
A A" 21! - oL an'T

On a les mémes facteurs que pour Aco sauf qu'il faut ajouter

pour chaque <
si la ligne est <\ Y e A T B
1 % Jwas za

Q(ZAK- l) © (z- ZAKa-«)

et n
iS&zc(a A (z,40) |
et que dans (-«)p le ¢ est maintenant la parité de la permu-—

tation qui fait passer de
AA e ol & 61.‘.3“'{5“’... ()2 .
n

Maintenant la proposition de III 6 étant toujours valable
les lignes de Ty se cancellant entre elles entrainent des
lignes de T se cancellant entre elles de sorte qu'il ne

nous reste que les lignes (74).

D'autre part, nous avons 1l'équivalent de la proposition
III 6 en remarquant que ( est accompagné de € () & (Z,'h)

de sorte que la propriété de groupe & utiliser maintenant est :

/1 (_z‘*c) —A (?,Q» tﬁf‘) = B (Z( ,H‘\‘.o) 5 &Zl Ze') )

de sorte qu'en répétant le raisonnement de la proposition III 6

avec maintenant le changement de variables Z""'?e , e 5T .

On voit que deux lignes différant par la permutation de C
et.d'un ZQ se cancellent, de sorte qu'en inspectant (74),
on voit que les lignes se cancellent deux par deux en partant

du haut et que donc

A“\ = TA'... an' T

o1 = ’

soit analytiquement

B A Iney
A = G e 1 e n 0 (7-2.1) 8 (G- ).

=)
to

(75)

*

e (T O (Taeen, W b(Tai) (L) «

* (_(7—) A(Z.‘Eo) )




(76)

ce que nous notons symboliquement

Doy - PZ[“" Sl" y 32,47, ¢ (2 A (20, 22) \oczz)} .

to

* LSAZ (D) L\(Z.Jc.,‘)] .

Nous vérifions maintenant que (51) s'applique bien.

On doit avoir

AL_ = [ As(*|*;)] Al' bsc
3 a <«

- Q = -A&
nous aurons besoin de

B(ZL,Z&)\ = B(Z'ar,lc\) ,

:adl> . |

T
¢ (a)

Nous partons maintenant de 1'expression (72) de A,o

G=-a
- 1
ce qui est évident (A:cxf i S

en lui appliquant la transformation (51) et en utilisant (77)

il vient

[ple]ad|ey =
a - -a

= o £ ) -
< D) (Y S & j‘_llézac(z') B (@, ¢) 8 (2-2).

to

t=)

., . |
e 7)) M b(Taa) B(Ta Taed) ¢ Ta)
o '

B4 Bled = A(24)

soit, en utilisant

= ()¢ S,' dt & A7, (2 A2 +0) F1 d7 6(7-'—2.>,
& 3= C) I 3= 6

T 0(gy- 7)) Pl () B (G, ted bl
%:' L=

et tzn

en utilisant la propriété de groupe pour échanger z!

dans les @

il vient
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) XN -
o S dz' N éza c(2) B(T' &) B (Tn-T0) «

ta b:l
W=

! a'-j e (Za- z&*‘> Q(Z'lﬁA'z‘) & CT C (ZZ() *

% 5 (_ZZC) tz(-) b&zzi-i> ,

et en faisant les changements de variables (permutation circulaire

sur les C: )

lzr\ - z‘

Ca - z()ﬂ A L O ainsi que 7'z

= =1

to
. ﬁ c(Taan) O (TGien, T b(T) = A
soit
= P (a)
LA(&.&Q)] A:D‘ b ¢ = AOI OK .
c=ab
(79) a —) -4

= (Y SL do éza &%.‘ S (za- Za“) 0 (Zzn-z> b(T L) c(z),

Réduction de AM

4

An- 7 1% A (L) X 4242’ c() B(Tko) B (,27) b(z')} .
to

. exp SL_Baz. 3z, ¢ (1) B (2, Tr) b(zv)}],

. ()
Nous obtenons les régles pour calculer A de la

maniére habituelle.

On construit la table Tn-s obtenue en faisant correspondre
a chaque ligne de Tan., les lignes obtenues en mettant tous les

ordres de T et T' possibles.

Si la lignes obtenue est

5«'-'3“ T dhan

(on peut avoir aussi bien T'7T)

Je © Jen Jaomn
on fait correspondre, en plus des régles pour Aco , les facteurs :
Sézéz' c (%) I (x, %) A &hl')\;(z‘\)
B(()K- 2) 0 (t- A“*‘) g(a(_ Z‘) (s} ““éw)

P est la parité de la permutation qui passe de 1l'ordre

2z aal... nn'

a 1'ordre
o

ac <! (}(Jl éz(nﬂ) ,

-~()KZAK“




cela pour le terme dépendant de <, T', on doit aussi ajouter

A (k) A
correspondant au premier

terme de la (80).

Nous remarquons que comme d'habitude des lignes qui correspondent ,
avec la méme insertion de T et ' ., & des lignes qui se cancellaient
dans TVTwn., se cancellent toujours, de sorte qu'il suffit de

considérer les lignes générées par la lére ligne de Tpn., .

D'aprés notre expérience avec Aoy et A,y , nous voyons que
la généralisation de la proposition III 6 est ici que des lignes
qui différent par une tranposition (e ou z'e¢s &'

se cancellent & cause de la propriété de groupe.

On a donc graphiquement

N
A( = AL"C\*O I L nn'

11

+ 2 2 aat o (- (n-a)’

ordrec de T

+ D ratal o ey

+ Z:‘J . rARP I L AR (\'\U\\(n-/«\‘ g
ordres

Z_x o /\‘. .« - - (r\-A\Z_.(_Y\-A).

Osdees T

y 29 24 A (n-2)(n-a)'T' 5

ordraz

A cause de la généralisation de la proposition III 6 relative

N -1 . s
a T les termes reliés par une fléche se cancellent nous laissant
(n) "
A“ = A(%,(‘o) A AL ... ﬂﬂ'
3 i
b1 2T A A’ (n-a\(h—/\\‘

Ocdres T

£ B(Jc.‘l:a) AA' L (n-«\(n-/\y

+ 22 4 A o (n-d) (hen)y!
+ T A A e Tty (h-a)’
+2'a T A (0 (e
. |

$T A4 A Tlaa) (noa)
s 4 (n-) T (naa)

yTa A o () (n-d)'T




A cause de la généralisation de la proposition III 6 relative
a T les termes reliés par une fléche se cancellent de sorte qu'il

nous reste

AAE“\T- A(#.‘ko) AA . nn
(n-\) (n-r\\'
(e iy

(81) 4 Z,Z'J\/\'...
AN N A

Nous montrons maintenant que les deux premiers termes de

(81) se cancellent.

D'aprés les régles de correspondances, le second terme s'écrit

. Séz de \'_:7‘ dz; dep € (2-7Y) 9(1'4.}9(7.-20,

L=t

<87 T) oot B (Toy- Lay) (D B (Tt

« N (’c.z‘) \rg(,l‘) -\:]‘ c (Z\\) -ﬁ (Z\. 51') b(z't‘)I

ou en utilisant

B (4o,t) = D ()",

=- D)) [ deder T de, 8z, B2,

« 8(¢-2) ng\-g«)

O (They - z(n-q-) .

e (D B(r, ) k() _ﬁ c(r) B(zh, Ty) b(z;}

= - AL‘E.‘:O) Ao:q’ Q Voir (U?—))

ot done

(82) i 1 1(\'\\ = Z.. A )\' % &ﬁ‘)h (f\-A\‘ d )

soit analytiquement, la permutation est impaire.

n)

C=

to

(83) @ (Znn C z‘(n«)'} @ (,t(n-m\' = z,> C(Z) Z\_ (_ C.'to> & (.'E\?,I)x

* ‘o(t’) ‘lﬂ:l. () B(Z«,Q‘) \0(21') )

ou encore

& Ay
Bow = E5 (- S dr d2' 11 dz, dg' e (BhT)eu-Ty) ... .




L n-y
AN = DL (;«\“S de de’ 11 dz, 4z 0 (242) 0(z-2.)...

to

9 kzr\.l\-ztn\,)') @(‘Z’(nd\"‘ t,> F 1(1323 (Z,Z'),

(84)
Qs _
~ bQZ’) ] C(.z!) A (Z1,t1‘> \O(Z1'> i
()
Nous voulons vérifier que (51) s'applique bien, c'est & dire
que 1l'on doit avoir
A Lacas) VAo
(85) b-s¢
=
a—=) -G
(&
..\ b=c
calculons Aog b en utilisant (67) et (77)

6~ -4
il vient

(€D . L n

A‘)v boc ) K-X S t AZ’ ét‘l © (7-1‘7‘1') © (Z'\' - Zz)- o
b f .
o

AR

0 (Tn-Tw) \"1 b (2 Azy, v c(‘c1'>

o (A Y M dz 45 0(1-T) 8 (L T) o OZn- Tw),

L=

to

« T ety) Alu zi) b ()

soit, en faisant le changement de variables
Gy TP TV T

& n
" (-A\“\ 0 42,47 6 (4-2) O (4 G) - © (Tt cn) i}

L=
to

s cCzd) B (T, &) b(w)

iz,

Dans cette intégrale, on peut comme d'habitude, en utilisant
la propriété de groupe suivie d'un changement de variables, permuter
3 volonté dans les fonctions © les ZQ avec les T, , pour
tout &w ainsi que les Tg' avec les T+ pour tout L', x'

sans changer la valeur de 1'intégrale.
Les fonctions © correspondent & 1'ordre
! 1
A A 22 3y nn
En effectuant successivement les permutations
|
A e 2! 5 2 92 (ﬂ_,\\ &

on fait une permutation circulaire sur les indices primés qui les

fait monter d'un cran, et on arrive a l'ordre




\

2la A2 2 3 .. (na) N

qui correspond aux fonctions ©

1) kzn‘- Zt\ 6 (T,- C«') © (T, - -(27 o (- zz') ... © Cc(n.m‘ ‘Cn)'

on a donc

L
A(o? hac = Q"‘\)“ 3
[

a—-a to

O dudre 8 @)y

t=)

* e(L'- Z.z> 9 k\(.z- T.z‘) © (znd - -(.(.nu\') x

<O (Leny - Tn) 1 €(T) B (&, t) blee) Clea).

¢ BT, Tw) b (T)

/

et en faisant le changement de variables

o T y [ &
LN

¢ " S de; dgge dz de' B(ZLZ«)Q(Z\‘Z{') g [,

C>-0 *o

[

A \w

Zz)

- e 8 (Tar = Tenedy') © (e ) e) B (T, bz,

l‘\i‘ e () I (T, Cc‘) 5@«“).
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En comparant (86) et (84) on voit que (85) est bien

vérifiée.

Nous avons donc réduit les A( 6 a des ‘é- produits et

vérifié explicitement les relations

b
Q= -6

(51)

‘5 LA, my\ké \\,

Nous regroupons maintenant les résultats de ce paragraphe.

(86) Aoo est donné par (68) et (67)

&
Y3 b 2
A P, exp SL_ Sto ) A (2,W) (z)S :

dans le sens que

AL |y dar.‘. 6 (y-

et (73)

au\) \2} c ((zm) A (i ,tu) ‘o(zzi) ;

est donné par (72)

A- 'Pz\-L S;az’ 8¢ 2)b(r) ey ﬂz g* 32, 4% ¢ (1) B(Ce-1) b( fz)},

to




dans le sens que

b
-G

A“ est donné par O Uc;h) Aoco \ch

-1\ |

> ) > N soi
A .t GO S de' 11 dz Alt,2)b) e (-g) 1 ﬂad-cdﬂ) | ¢
fD L ":q
A0 A\":\ = (‘A\\S H d ‘%‘.l 0 (ZA-Z6+‘> ‘—n_] C(IZD A (ru‘, (u‘-n)y
] }_1 C(Zu.) B (tz(ﬂ’ '(_-“3 \g(lzcv . Lo &=' (=
L=
* H(Taced) x B(F o)
AO,\ est donné par A(_k,"co\ Dol ¢y
ou par (75) (76) Lbse ou
G- _ 4
A (Zh (.‘L): QXf e S (lé a(,&)
€]

Boi= 02 ﬁ_ex? 2‘- 3 42,387, (&) A (T, &) b(h)} iSéZ cA (‘(njto):l . ’ A(x %)= © C(‘-IQ —QCZ«,‘CD .

En revenant au paragraphe (1) nous voyons que nous avons

dans le sens que
résolu notre probléme dans la mesure ol, en remplacant les expressions

4 2n s [ (86) dans (8) (voir (17)), nous avons maintenant 1l'intégrale fonction-
( n
A;\ = (€D \ N c\Z; il Q(Id_ (du> © &(zn‘l) I3 nelle produit (8) comme la somme d'une série d'intégrales fonctionnelles
R e 9= standard , en particulier en traitant les termes provenant de (86)

comme des interactions, on va avoir une série de perturbations
ne faisant plus intervenir de matrices non commutantes & chaque

vertex.

% \El C(‘N-\) B((u‘-“ Cu) 5(@&) C c(‘()b(l.’to\) "

Lz
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IV 1. LE MODELE DANS LE FORMALISME OPERATEUR

Nous considérons le modéle [4‘)] consistant en un oscillateur
harmonique amorti forcé par un bruit blanc dont la fréquence
est un processus markovien bivalué «V\(t) indépendamment défini

de matrice de transition.

15434
el pe

(1) M-

mle

L'équation de Langevin est donc

(2) .‘i_+>\q_+(.oz(ﬂa_=¥(t>

ou

W (1) = Ws (A1+em @)) me) =t 4

1l'équation (2) peut s'écrire sous la forme
Qi+ ;& = ()
(3) _fo - = 0
SRR
W +A ¥ ()

ol <F(-l-) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de

corrélation

(4) Sz ¥(’c), -?U:') % = /Cg(’tJC’) .

Nous introduisons maintenant le formalisme opérateur
correspondant & ce modéle en utilisant librement les résultats du

chapitre III.

Le systéme est décrit par les opérateurs de Heisenberg.

w) (Bt (Bt
< ('&); e q(‘(v) et

’P1LV) (_{'\) B e&ut a{\,) e_l, wt

nous introduisons aussi les opérateurs
= w) = W)
= = 2— i
Cl( 2;'(1‘ 1 T; v ?1 )

ainsi que les projecteurs

W V4 o @ fo o] |
P :\-a Ol ' T = X_O 4‘& 7 ﬂ:P-H»?z )

on a, bien sir,

S q‘k\,\ . ‘;(\D .

L

l P‘LM= o % -

L'hamiltonien correspondant & (3) et (4) s'écrit
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et vaﬁ\(’lg«a sont des matrices de Pauli, explicitement

Y P BRI S8

Notons que :

-

/tnvé‘»et (Pz agissent sur les indices latins (espaces de 3 )
T(")'?(“et les matrices de Pauli agissent sur les indices grecs

(espace de ™M &) ).

on veut obtenir les équations de mouvement pour les opérateurs

P (), 409

Pour un opérateur & quelconque

. LHt —cnt Ries —tuk iHE . _qut
0y = i(e Os e_~ >= iHe 05eL .\_et 0,¢é" (-tH)'

OH - ke (\'\ 0“1 3 , et i1 nous faut donc calculer
iy Ry W)
S ’P-‘ \z L\_ \",f\)(

(10) l (it\’)=1(\'\»qi_wj]-

Nous avons besoin de H exprimé directement en fonction des

?{quk- , en utilisant (8) et (9) il vient

freg:=1""%] Lj:“h) X:‘z] Lo &-'?z

~(\>4qz YW P ﬁi" 2P aa

Feg-tanyy o] (¥]=cehs,

—l
5
—+9]

"

et donc

Htbiet + 7 9y- @ hg1- Mg, - +2]4-

(11)
z .
-Ws €Tz 94 G,a & Lyz 6x
comme GB= c\;(ﬂ_ ?(D et = ~\>(0 ;1 ?(2\
nous écrivons finalement WA sous la forme
. 2 2 .
H - {_— L%(Pz +(P4a2' W, ’qu’\‘ ’Af)z%'l" < %]@
(12)

® (PP ) withqs @ [P 7P+
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On a aussi les relations de commutations

(13) E‘E\i)?é]=L§L8 et

Y.%z ) ?z ]= 9{2?2?2 - ?z?zQZ

2R (5R) - Wanas
(14) = Lgg

N A PR A
nous calculons maintenant les {\’\, quQ] et {\"\, »-\)LUQ ]

<
les opérateurs étant des opérateurs de Schriddinger.

I1 vient

‘.\-\, q:ﬂ]= \—\?“\9‘1-%4 r\)(D‘H
=q'z’\>(n Y_")nq‘\] t L‘%gm (6"?(0* A\D(DG‘L}

&) . .
T o9, (6, 4(8y)]

€))

[H.q‘f“] =-i%a" v w g, Sy

M, q.0)- uttg, -9, 7x

P g% 9 ()R 02 ge) G o

ri39, {6, %(MG}))}

; ,\,cﬂ ‘_(,L%)K-'ZL'\%) ¥ (—w: (/H'E)q,\— "\‘5[7.) (.L)].\.

'+7L"i ngé

T0,0) ep® s 0l () g0 e g 13 9,6y

En procédant de m&me il vient sans difficulté

«

Y.\'\,qz(a)=-c?:ﬂﬁdw:(/\-&)%fﬂ.-ﬂuqu -2 9\26\&

On a

w2 ]e e P- P M

« T ‘(— w; (ar€) ?z?‘o,'ﬂ}-‘. ceR[ 6,4 ()HG'é)J

X\-\,'Pfh] «-iw? (A1 €) ?,m-u%?‘ 6\& ,
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»
[h ). ves, -9y
POl g, R v R L6 4 (0
+63))

‘.H.'sz - L\)‘m _ 'Xk&m_\_ 2% 6_\&

de méme il vient facilement

L2 ] st g e,y

B A A

Nk
En multipliant toutes ces équations par e

o tHt

a gauche

et par 4 droite, et en posant

-LHL

(15) Gak'k) = QLHtGa e
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il vient finalement les formules
Y W) .
IR N AR

47097 - 29,9 6

(16)
N o YO
R A ARLNEEE REEEE RBE
o () . (z @ N
o q»2 = -LC 2 .,(,Q (A f_)q '\3( -L% az (‘t) 6-6(-\:3
ainsi que
S €))
6*“
’FA = Wo (Aiﬁ) \z % L*J L{S
é(ﬂ
(17) o= u) (A &)? —Lv'PL-Q atﬂ

5 G) R
CARR 1Y HL2RW 6 W

ﬁP(ﬂ (ﬂ

s >?‘1’-Wﬂ> W6 &)




(18)

(19)

(20)

Nous voulons déduire des équations (16) les équations

d'évolution pour les valeurs moyennes

(T3 R
3. W 7‘10%,(0 - LT, kY

“

ol

<L\ = 29039 <3, ») ot
\q o by = et \§o ot

On remarque que les derniers termes de (16) risquent de poser

des problémes, 1'idée est la suivante : en définissant

(€O LHE o) vt
E (*3'-' € 3 e y

wrtiant [ (9] POW . PO 04PC W1

(21)
ainsi que

<Lt l= <LIP™ W

on a les relations

at@ (Q w(e& ('Q ) q‘ ) ‘\,u\ (t) V(«\ ('t) B} %:A L‘tw

et donc les valeurs moyennes

< \_ \ %(Aa()({w \ q; 'olo }&o >Q
CL, 2 90w q‘o,uokc,?v‘

5 Py : (%
(la méme propriété étant vraie pour les \)\ )

peuvent s'écrire

et, en procédant ainsi, les derniers termes de (16) vont se

simplifier en étant projetés sur <\_'el,'k,\

Nous calculons 9. L& %
2 (LK)

3 (Lo k)= 2 RO = 2 L) Mt xp@ _iMt
r Chs \ 5% ¢\ & £ €

or <LIH =0 (conservation de la probabilité)
it

D ¢Lotk)s 2 <L\ ?¥e

=4 _:_é_ \_0( -CHt
ot (Lile

= y

ol on a posé
CLwls (43 <g ol

il vient donc
. -iWt
5'924\_‘0(&\:(\_,&\(-&\-\3& ,
<\.\Pt =0 et le seul terme
de ¥\  ne contenant pas de - ? 4 gauche est (voir (11)) —aX (‘\-S,g)
C 2

on a la propriété habituelle

donc

e_u—\-t

D Lokl v gL o\ (6ot
5t ¢ > ¢ )

or 6';(_ o\ et donc
A 0




<L,4\€x= CL,Q\

L, 2 65 e 41 83

soit en posant

=2, 2si _
Lo k)s <L\ et®e

et en utilisant
2 = Xk \- Lk .
(22) §_t<L,D<‘4:\ 2 CLF A= (L \]

Les valeurs moyennes s'écrivant
- R
¢q@ @y = <Lt g O\ § ey
o0
%( <<—:\-f 5 = Sl% (L,oUL\\S q“f:‘ M\i u°k°§ +

L) g2 O\g sty

soit, en utilisant (22) ainsi que

P(ﬂQ WPC&} =

<\_o‘<£\qm &) =0 car
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(23)

il vient

éft <:Cizd\ (£) :> = <: L‘ « *' \ K qiitdi' %é <i,§dj ] \ é;; Clo'koj;? °

Pour pouvoir replacer (16) dans (23) il nous reste a évaluer

<'\'°< *'\ g}; Q*\> é;a (t)
= <~\_C( *Z\ éfé ({) Cq( Qt}

= <\.o(\€~“—‘t eLHt G\& e:L“tq}(L_Q

= <Latl 6y SAEWO
alsy- Dol |2 7)< to. -
(2\&6= Lo, 1]} \? ’ol =L, 0]/
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i
soit <°<\G‘6= (-\\&L(o_(\
I
: et donc A O ) 7 = R
| S 40y <L Rlg0- 20| qe )
ol 6 €™M g = Ll Ll g -
< ~ R
+ 2L Alq,0\g oty
LN LR,k gl
- W, e 2 < .
a i(qz, Yo Lot | [ote R wo (A- R E)q_:\_
. = | _‘e( <\_,~ '&. i . o 3 R ~
(24) Lk 1966 = L) oL k1ol -Xq:\]\qoudﬁ-% <La<k\q:"‘(t)\qoo<oh)&+
= R R
+2 b tAlgwlg wdy
nous réécrivons (16) sous la forme
soit
Lyl g (Y 2 o o E :
4.0« g L1 () L g, D 0% AP = <A WY- 2 <9, (D) %431‘“%*»
’ (25)
¢ ) (26) ) o (D (5
! 807 = e - (- )90 2 1Ty g, ) | £ {; Weensy L= 0 JR N, TTE - Al LRLP=
En reportant (25) dans (23) et en utilisant (24) il vient - -E-(O_\(:S (-\:)> + _\Zi < q:;q (-t)> )
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Notre modéle est soluble dans la mesure ol les équations
pour les moments d'ordre n ne font pas intervenir de moments
d'ordre >N (ici n=4 ) (26) est un systéme fermé d'équations

différentielles. Cela est essentiellement di & ce que l'interaction
est linéaire ; si on ajoutait & 1'Hamiltonien un terme T“al
ce ne serait plus vrai.
(27)
Remarquons aussi que le caractére non markovien du processus 3(&)

se manifeste ici par le fait que pour avoir 1'évolution de

<E_‘\(Q>= E: <3 WYy
il ne suffit pas de

se donner les <§; (03> : il faut les (q("\ (o)) .

IV 2. FORMULATION PROBALISTE

(28)

Nous commengons par dériver 1'équation de Fokker-Planck ; suivant
les résultats du chapitre II la probabilité conditionnelle est

donnée par

WG, v, 458, v, 40) = < ollitt) ] g, 5%

et

D W) = -t MW (1, &
= ) )
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1'équation de Fokker-Planck est donc

2 w(g, SIS A —L\-\\

9{ \/\Y(‘Q‘\ \)'t.)q'o")o'-{"’)

soit en posant

W@, 085 g v ) - W(F %)

S0o) o s

et en utilisant

ainsi que (11)

:} 1= - c 2
2 G (25 390 (0029002 4.1y).

Mg ) vz WT(FA)

\/\Y (q Q K l'aqz %‘Q\z y @(A-E)%z% s g% qz-%]*
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1

» en intégrant par partie il vient
WP ) r 2 W (g,
. (A) Ca) ) €)]
9,"0= <9, ") - 2¢qy+ 2 <9y,

) ¢ (o) > ¢ Sormd
Par ailleurs, Q“ est donne par ce qui est bien 1'équation (26) pour =4

«@ =) Nous terminons ce paragraphe en dérivant par cette méthode
-1
(30) < q‘ > = S Aq g‘\ \/\Y (§\ t) . les équations d'évolution pour les moments d'ordre deux pris au

méme temps.

Nous voyons maintenant comment (29) et (30) permettent de
retrouver directement les équations pour les <qi“‘\ &_Q):

on a d'aprés (30)
(€ ® = & -
<4 §93 2 WG, L1970 9T 01wy S § dgg.

(31)
I1 suffit de remplacer dans cette équation la valeur de

)
D (= 2 ’ i S i -
g-t W (g{ ,-k_) donnée par (29) puis d'intégrer par ) « 3% w (q .'k» :
| partie pour obtenir 1'équation désirée ; nous illustrons la procédure
pour ¢y , ona
A4
et donc

<9y~ SA§ Q, \d% %_;;_ %4 9, + W (4+£)§§231 X d%-c Cha ‘3\8&)): gc\ﬁ A+ 94 W (3)

en utilisant 1'équation de Fokker-Planck et en intégrant par

S © artie il vien
3 kg?_ézc_lz- _\7%] W (q,i) +2 W (q,t)} i partie il vient




(32)

(33)

(A 20 =
ek I
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d (n;) oy, ‘Tl S
SR A (g [s g e

- w? (/HE)'Q g\ _%gﬁq\}\,\y‘(q‘,tv_

) ) Q) 4
-2 9Py 2 <Al 9Dy,

)

< (23
en écrivant la méme équation pour <q > et en faisant

agir les dérivées il vient le systéme

d <q:(“>= 5 (a‘ C—\zm>" <32U\> + \) (c_\zm

Ak

N5 (Ave) 49, 9.9 - 2)(%2('\

2 (23

<q}.(/\\> iV <qz

m>_ 2(‘3\ a(7.)>_._ <qz(ﬂ\ + Y <qzu\\

4‘%“’) W22 (1) 49,92 )- (G -2 (€ V> 2¢g

(34)

_d__ <q‘©-\2 > <g‘ u\> (-Oo (/HE) <q2(0> r>\<a q‘(«\

-3¢9,9Py v 2 9,87

d a0 <P - 0l (19 (gD M (g0
k : 2

- "'49\ e\zﬂ> + V <%M Q\z(l‘\> )

Sw“’ {93 W@
[ we Vg W (G,

et donc

Remarquons que l'on peut [ 10,2 l]fair-e 1'étude de la
stabilité & 1'ordre deux (stabilité énergétique) du processus

sur le systéme (33).

!
IV 3. SOMMATION DE LA SERIE DE PERTURBATION DEI

Suivant les résultats du chapitre II, que nous utilisons librement,

la fonctionnelle génératrice peut s'écrire




(36)

184

>

A A A
ol \N = \\o ¥ \\: est 1'Hamiltonien, M est une

o

matrice diagonale et Z, est donné par

ZJS‘.X‘]: Sb‘i Oy e_x\u;y At {Fﬁ-\\o(q‘}?jJr

)
VTR 5619)

d'aprés (8) nous prenons

b=t e FRF-F AT

e

Nous nous interessons a4 la théorie des perturbations

stationnaires, et donc nous prenons la limite 'ko _ = <0

On veut donc calculer

(38)

-\-Si‘-&?}"‘?],

nous suivons la méme méthode que pour les calculs analogues

du chapitre I.

Zo[}&*} Sba D ex?LSd‘(KF{_éi_-\-/ch 4%(\32 §>']+

Le lemme d'intégration fonctionnelle par partie nous dit que

Sbﬁ Oy ;L\-?Jf/r:ff’r}] exp .. =0

soit




(41)

(42)

Nous cherchons Zg sous la forme

LT ee- (Jdndnf @SCrLT),

+ 1 (dudnja)a(a-u)y @y,

ot 1l'on suppose

A W) -

C\_ (-{) correspondant a4 la propriété

D () w <9 () 1) > = <q(a) § () > w Aa (4-14)

en utilisant (41) il vient

= LSAI s(u)gco %17.3"]

- LSAI [5T((-’ﬂ)g‘@*M*'Qg@)}z"[;'y})

(44)

(45)

et en portant (42)@ dans (39)a il vient

[-L(_g_t _/2,,7> Sdz 6({-1) g(z) J,S(t)J 20[5,5‘]:0)

ce qui nous donne

L(’_B_ _/J) SU) = Sk).

ot

Nous résolvons (43) en posant
5&) =.S éf e—LPt S(p)

AG) - 54? &g A,

il vient ocpap”T 5( s A
(_ F flﬂ ) \3> 2K soit
A - : P}
S¢)= @r)” (P' "F°T) ]
En portant maintenant (42) dans (39) il vient

B 1§ [T T2 (090)
- chjAZ S(&-C)S(t} +3'(t)l§ o [;,;}“ko,




(46)

L(;aajL

= Sér (-1) (nf_ F°) (27‘)_' (F‘ i lroT)_
= Séf K—)(f—i{zo) (?K)" (f—ipo)" e

= -(28)" S de e'f Wz Sx-7)

N
® . -
nous remarquons que le terme en & disparait car

-\-/L> 6T(t-z>

2 +[co) Sclf e_-?({_o ST(V)

et il nous reste donc 1'équation

‘(&

.\-FU)AQ%): ,C?z 6(‘&))

TP 2)
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(48)

ou, en prenant la T.F.

i k_m»f/(o) M) V2 5(p),

soit, avec (45)

(psifte) DCp) = < (2r)" Vs (\""‘F"T>-1 )

et donc

D ()= (27<)"c ([’+i}'(o>" Vs (?-&FOT)_‘)

C=141

en posant

EORCONIUCT N

| ap- Gy (prip) Grip)

En calculant explicitement les matrices 5 et O

des expressions

on trouve finalement

3 1l'aide
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5(¢)- ()"

P(p- Ac)- w2 LoE

(49) - A P
D 6): _Gn)
2 2 o 2
(f‘_ u)0>~\— A ‘:z Lo ?
Ok avee [26] ,
D'aprés (37) et (8) nous voyons que l'interaction s'écrit
N
z = P~ . .
=-Ww & G. i¥Gx -ty
(80 t P =35+t z
le dernier terme de (50) peut &tre absorbé en remplagant Zo
par
e \(5 [_. - ]
2 2" ®
(51) € o« &‘& ol % et (5

sont les bornes d'intégration dans le série de perturbation ;
avec (51) l'Hamiltonien d'interaction s'écrit finalement
AN
2 = —
L\ = = w é 6- i Y 6;
5 & © ? (3{ 3 ¥ 5

et nous avons la théorie de perturbation stationnaire sous la forme

(53)

oli il est compris que la limfte o —2 = o0 doit &tre prise
a4 la fin des calculs, est un temps plus grand que les temps
intervenant dans F ; le % est di 4 l'action de <Z L]
et le L 2, tient compte que
z 0
Vig
- R 12
Q'\m S Aﬂ \ .V, '{:o = 'y "
0 b /
to—s -0 z

De (52), et avec (49) (44) et (40), nous lisons les -

Régles de Feynman

¢
% Vertex ¥ = yz-GxS (:;Z

# propagateurs % X

x facteurs globaux




Pour obtenir ces régles, on a développé la P exponentielle dans

(52) sous la forme

e na = nb
?exf (A-\-B):flz A A S 2D

na=0 ﬂa\. nbzo bl

le facteur ’:-—" se cancellant avec les Na! numérotations
a

. T
possibles des vertex Amwg— (il vient £ car le vertex —m@wr
est pris dans 1'ordre 'é(' T; au lieu de F % dans (52)).

Nous calculons maintenant & 1'aide des régles (53) 5' (-t-{‘)

la fonction de réponse stationnaire définie par

(54) S (’t'f)\ {”= <P W) % SR

En posant

(55) 5‘ ({): AR e 2
2

on a graphiquement

. T ¢ (2 5
2= | MW= MWV AWBRVWSTVWS-

) IZZ
g i 1;‘_ 1y ¥ +:;__! 5 +]

(56)

soit

. + 4 o <! 4
6 - Y v z
o= [/\/vv—a— + AWS-BAVMS 4+ VWAS-EAMS-TAANS- 4

v‘rzn T 7T
+ ]i—Y/\/W—?--\—/\/'VV—‘H_Eé‘-’VW—T + MWV TEAVNS- 4
- ' Zi 2
&l »C, T *#02
¥ ] +A\l s> + o &
2

En appelant I"’P 1'intégrant du p-iéme terme de la-
n-iéme ligne de (56) on voit queé (I"r = lf)

avec

I.-7 [su-z‘,) tal 6 gTS(z.‘-z;> ..... Lol .

L £5(%-Y)).




(59)
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Soit le produit ? portant sur les matrices G

T

IT= (iu)t)? PI(S})Z‘\ (6-}36‘)] 50’.-1;)%—_...

il vient donc, I = Zl Inr

I- i (mﬁ)P t:_)_n ?{_(G"\)Z‘---' (&an (&Qz;....

=0 o

L8] ST g8 (1),

nous avons maintenant besoin du

Lemme IIT 1 :

Si A(‘h) s B(Jtd)) sont tels que
51 ALk) ALy)] [»(&) B({é)] -0

“Mﬁ} %("'3)];0
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alors

PLAZ) A (W) B(2)).. B(T}) ]

-0 0N e (-7 )AL A (1) BT )R (),
&:\

i=t

o EW)=1, t>o , E()=-1. tco .

Preuve : on passe de 1'ordre chronologique & 1'ordre

A(T)- A(T) B(Z,)... B(Tn)
commutation entre A(z;) et ‘\‘.5(('- ) si et seulement si Zé_ >

> T¢ , d'ou le produit des & dans (61), les autres commutations

en effectuant une

n'apportant pas de changement de signe d'aprés (60).

D'aprés les propriétés bien connues des matrices de Pauli,

le lemme s'applique & (59) en donnant

T. 5. -l (€)1 0 €G- () (W),
np=v . L=y Ag.
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soit comme \ _ = . { z: ‘—\ Zn
2 “l-?w S {21 dﬂé (}—Enr
=3 2 P v non P . '
5.0 Sﬂc\z‘ 0 éz“i (3 (&) § S}g(z\-z&)‘
Toegee Jia al s, Tt

? [ T \ \
6 ) o (6-2) €N ETS (G-t
en effectuant la somme sur n il vient

s'. 2. (L@)FSAE\‘AZS exp [%@Sdz g’:l‘&(z-zé)],

- P=o

X (6-5)? 5 (t' Z‘«) §_T" 43 g:\"s (Z“: 't‘> .

Pour calculer 6 nous avons besoin du

Lemme IIT 2

P2 LN ).

(63)
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2
Preuve : ' on.a les relations (g*) - (6\6)2= (6_3«)2 = 1 et
Ox (B= —'LGB
L5 = 4. 2,60 - AT = -
264455 1550, 12,01

(©)= 4(4+ (D7) L (2- ())&
(&)= () 43 (-G

en utilisant ces relations il vient

2 (@) (6))s A (A x ) (14 )4 2.
= (&) 5>> 2 )( ")

a

- (- (—4)“)(‘\* (-«)") s %QA+(_\)">

1
2

CQFD.

En utilisant (55) (62) et le lemme 2 il vient

o (¢ = 62 é
6,:6—3#\“ Qz:o(mg)lj ‘—Qlazéexr[fia.

L d=t

N eeg)]) 567 ) T €5 @ert).
(’[:'




La fonction 5('&’) vérifie 5("‘:): ° , { 20
(retardation) et on a donc {'> Z‘z( S Z;e_i > Ea ZL > e

BN AN I A

ces relations entrainent

3 2 ; ¢ Z\ze z‘ze_|
S dz N E(Z-%):-&Z)‘—Z)‘ a7,
3 aﬂ (€Y Ty Z'z(’.-‘).

2y Ty 2, 7,
Lwge = 'C‘ . 4 -C +
G z2 % o

¢ P14 2t

SC\C :\—1 &Kt-63)= p-ot -2 ZI(-x)&c(‘-’ :

et donc (63) donne

v 6 (5 2 \’(G-f’() 2t
\ -Y4 ! z
5. e L (7_,0 3.4 \;l Azé e exp [")%.(") 4
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soit finalement Z’ 5 Z

¢

(5 _v(_')§ Z;\

q' . i g\‘zle dz e

R\ .
Lo L 4 (iw:) S (t-2)E..

(65)

B S (g t).

en appelant D l'ensemble des Z{ vérifiant P)Zze >72e_l....>2|>o(

on a, d'aprés la retardation de 6

\ 2 2f -v(-i)&z‘ 2l T
- 2.0 14y & a)'s (2
Q:o D <\]='

€ 5(% -Jt') ,

en exprimant 6 UT‘) a4 l'aide de 6(1’) il vient

| -2 2( -v(—-)h' tet -
S - 2 S MNdz e &J FI "\f15(f*)£| .....
Q:O D A:I (&

¢
816 (R,) (G )Z x




(66)

(67)
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P s, t 2 -LZA(Py.-Q3

on a donc

* 2 _ip:k + Py {‘ e 14
S. 2 fap ™ &t

[

—~

2€+1)

* %(?"> _E_T §-T S(K)uu\ -\_( (P\-"

ol

PENE (B RY Y
- 4 T
Ie.(?""'?zw)_ SD E‘ AZ(\ .
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Nous calculons maintenant JQ_ , d'aprés la définition
de . D on peut écrire
Zze
¢ -Tae (v'*L(P?Q'\‘—??@)) d0-1
:)'(i: S Azze € :
” <
® Lu®-9)
-2 Vi ‘)3~ 2
-Cz0. : P
.6 20-4 (_\)-y k(‘)zﬁ - \Ze_‘)) 3 &Zz e 2
ok
- T (-ori (7-0)))
- = L =
r g AZ1 e ' ‘ )
oL
calculons J'1

. o t, (ot ?z)) [ 2T (v i (-9
L S d J dz, e )

3 €
* <
. [£3
()) _-Cz (U+ &-(93- ?2) ‘Z'l (_\)-\*( ((’Z"P1)
= S dg; e e P
) voi(P-®)
_ x(s ‘Zz(i(%'&» A
= . —
o v-i(5-.9, )
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| dans la limite o —9 -0 | (5_7 + o0 j2= A A A 2
V-L(Pt\- PA) -((()3-94)-’(6 \)—i(‘)-z-(),,)
b @)
‘ - 3i- 285 (R 0)) . . g 3T, €
|[ \)—-L ((’z—PA) oK
!
! d'autre part, d'aprés (68)
‘ )
- [4 _ (e ,9) 1
(l _Z(V'\'k(‘)s-PA) 4 "'-(3( V+L(q 3 soit dan imite -5 -0 =

| Jz=5c\24e ) dis e . e 18 Lnfhe gy -w e
; % &
|
L [ j _ A A A 7—8(? P)
I AR % 2= —_—— <A 5-Y4) ,
J ‘ \ Q_Zz(x\a 4)) \ (70) v_;((’q_ﬂ) -;(pa_P‘)*g v..&(?z-(a)

4

~t L0 - B v-i(6-0)

En faisant une récurrence, on trouve

en prenant la prescription \3‘ - ?,‘ -if,, {>0 la borne

ne contribue plus et il vient

j(: n '4 4 A .

(71) J=2 v-i\?,a-P.) -sza_‘-a)w Vo i (%o 0)
8z, (vri(Ps-fa)

J,- _A ) S At e y
|

~UG-P)AE v-i(R-@) % X2KS(QZQ+\'P4>

G(-vri (Ga-f) \Z"’
' & «

v-i(fa-04)
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Nous reportons (71) dans (66) il vient

" b 204y _ipct (m{{'
5.5 p_.g 0 dp ™ ™ se) .
Q:l

izl

2{
 S@)ET ETS (Bpad) (k02) 28RS (B - )

\&\ 4 A 1
"y v-a(i’za-h) -a(?,é_.-\i)ﬁ_ V-i (- )

(Mg

2k & _t
g 0 a0 o se)em

L=t

~
"

1

¢ ¢
LESE) () O A
=2 V"‘(?z(')—'\)«)

1 )

‘L(Pza-\—PA\)-\-& v-’k(?z—PA)

*

soit encore pour la TF

\ g 20 T _
S'()-Se)- QL S N dp wSEIE (%) €75,

€ ¢
3 4
Yoz v-i(R;-0) -L-(e,a_\-P.)fs V-i(-0)

En effectuant les intégrales sur d?, sur le contour C

les poles de & étant dans le 1/2 plan T, (p) >0

./

on trouve =2R¢R ot R est le résidu des fractions,

(voir (49)).

les poles étant

(P:;i: ?‘-'\\) ) F\%A_’=91-'\f_.




il vient donc ({ ~>0 )

S'(e)- 5(¢)-= zﬁ (27&)2Q S(R)ET S(e-iv) TS (%).....
€50 )

' (0)- (#) - Q?i Se) | (wmiat) e S(P-au)gTs(e)]e

soit

3(¢)- S(?)g_\ {('Zm wZ)zéTS(r-wKTS(fﬂe

S(r). 50 l)\- (2riw) € 5 (e-in)e’ 5 (?)}-i

soit finalement

3'(¢): 5() X'H (?mpi)z £ 5(p-n)E" S (9)]—|

(72)

on a donc sommé la série de perturbations et obtenu une

. 2 1
expression fermée pour 5

V 1. FONCTION DE PARTITION POUR UN SYSTEME DE SPIN 1/2

Soit, en mécanique quantique, un systéme de spin 1/2 ;
A
1'Hamiltonien du systéme W Fa q, ) est une matrice (2x2)

en général non diagonale, si un champ magnétique est présent [ 2€ :f

La fonction de partition du systéme est donné par [’Z;J "

%
(1) Z: T e__(’%
~n ! —y = T ~ —
et en séparant T“A: AQ‘, <9r\ \'A\ﬁ_>
c'est a dire t—’& = Z A"x on a
<

On peut construire une représentation fonctionnelle de cette
derniére quantité exactement comme pour 1'opérateur d'évolution

dans le chapitre II, il vient

ol le symbole P agit sur le 'temps" AL , cette formule s'obtient

de celle relative a 1'opérateur d'évolution pour les substitutions

(18]
(bt — (”

! X S 4t _— Sdu et le point dans (3) indique
la dérivée par rapport a (7>

0o

~




(6)
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Nous donnons maintenant une nouvelle dérivation des formules finales

du chapitre IIT,

ces formules vont nous permettre de réduire (3) 2

une intégrale Tonctionnelle standard.

Notre point de départ est la formule (19) de l'appendice B,

d'aprés la remarque qui la suit, on a

ou

avec

Nous appliquons cette formule au cas

A

h,s-ald)a’a

A

b= - Lol &+c) @],

S a

>

A
‘o

|

All
Ao

|

A ©

0

AIO
Ao

(e]

A

) 5w

o A

o O

lod = c:]

"ol A +t

AxPexp | d2[aa*d +b@)d s c@d],

o
et d'aprés (5)
(7) Ao ¢ _ A n
Az\ex?‘LSAZLL\o+\’1:].
Calculons A

T

?exr—LSASh - Pexp 4 S&gésa(s)fc‘&z
= Pex Lg*ds a(s)[A o] ,

ce qui donne, en utilisant

(a.+ a,)“z a+2L i n>/.‘_

2
£ N (Y ds ac
?exr H S d5 a(s) ara = ext LSto ®)
to o

soit, avec les notations du chapitre III

209




210

- €
A (x, 'k°)= exp LS{ ds a (s) :
(B(2,4)) = &(4.7)
! Pexp-if dsh j&um o} .

To L 0 .1.

en utilisant (4), (7) et (8) il vient

- J( -
£=1M{‘{°\) 0} ?exf( dz[/_\(&n,z) OJ ‘
/,cu

0 i o d.

i 0 Lb(t)] [ 5 (l' ko) O }
X ® )
£(@) 0 (o} i

soit,

*

SRS
o 1 %o .

LC (?_) 2&(2 .{c> 0

LA (%, 1) b (@)

Développons la P - exponentielle en série de Dyson, avec

[ I REED R 4N

&zj‘i(“*") °} 5 0 a

L o i N=0 =

~ﬂ o (- ZA*‘)

PT“ X 0 \“A({D,Z;)\o(z‘}

e L Lc(@) A (o t0) o

Nous calculons premiérement le terme

n= 2p de la série,
le dernier produit de (10) s'écrit alors
2¢ 0O LB({O,Z.) b(z)
P ] ) .
S L LC(Z.)A(’CQ'{D\) Is)
- ? ‘il [ 0 L B(tDIZZJ-l) E(zzéu) 0 i5 ({‘0 .ZZ&> B(z:d,)
bor Lieqty) BTy it) o LC(Q(PB (QJ,{.,) 0

)




en effectuant le produit des deux matrices et en utilisant la propriét

de groupe 5(?«.(2)&(‘(2,?3>= /-_l(z|,(3)

on trouve

2 r o B 4o, T)b(T)
P X ) )
Lic(z)a(zi4) O

:‘?\E] {-cmam(zz&, )\g(tza_.) o ‘\
3= (o) 'C(Zza-l)l_l(-Cza-A) tz())\g(ZZa)

ces matrices commutant il vient

4 ("1 Q(IZ)A(Zz , G2 D b (T o) o]
" (_0 S‘ & dr Ry §!
(o]

n ¢ (Gay-) B, b (G

En reportant ce résultat dans (10) on a

é

5.

“(ZP)
= ”\38 I"I dg; r.l e(z(\‘ &4&\)"

(11) % ,

ACZ\:-H)

- 3 -
B E) T < () B Ry, 2y ) b(Ty) 0

P _ -
0 &D C((ea-l> A(zza-l ,Zza)‘o(_cgé)

Pour il vient

A (ZPH)

W p{X}
AT L Y S N dz; Azéu] © (g~ 2y1)® (tzp- )

< [A(’C.’co)é& C(zz})ﬁ (zz&-.)\a(zza-.) o

e -
0 AD c ((,()_,)A(Z .,.zzd)L(rz&')

0 LA, 2) b (1)
w () A (Z,ko) o

x
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soit

A(z?+0= (_QP S ﬂ dz. a2 l_! @(Z

V) FNCRIINGD) \21 < ((zé, )‘A(zzb,
ye

Le(z) A (z,¢ )n ¢ (Zz(\-n) A (Zza-!. Zza)‘o(tzdl)
4=

(11) et (12) sont bien les formules finales du chapitre III.

Les termes diagonaux de (12) étant nuls, on voit que seul (11)

va contribuer a la trace ; en posant

h:-3(F.9)- «(7.9)a"&- b (F.§)a*-<(3.§)&

En définissant a_(.u) = Q (E(L\)v § (“))
(fde — @

ont maintenant les W,

et de méme pour b, ¢ et d, en modifiant (11)

le Qa)P

comme argument a cause de la redéfinition du produit P ;
- - 79
part A(ZT, ,'Cz) - A, U.z) = exp S du a (uw)

w
on obtient 1'expression modifiée de (11); qui portée dans (3) nous

est supprimé et les ©

d'autre

donne

» 2)21)© (Zp- )«

Zza-t\) 5 (sz—l)

O

P-4

¢ Bl ) b () + n € Clape) Bl wg)b leg)

ou

-

A(u.,m): efo ‘A\L CL(\JL)

(14) nous donne la fonction de partition du systéme décrit par

1'Hamiltonien (13) sous forme d'intégrales fonctionnelles standards.

V 2. APPLICATION A L'EFFETJAHN —-TELLER LINEAIRE

Nous appliquons maintenant les résultats de la section précédente
a l'effetJahn- teller linéaire qui est décrit par (référence [ 2 9j

page 309, notations de la référence).

To< %o A+ Vv IQiU +Qal,)




. 9

Soit, en changeant les notations pour les rendre semblables &
V= A en laissant

>

celles de la section précédente, et en posant

tomber Eo qui ne change la fonction de partition que d'un facteur
e~ (€o on a A
Nous pouvons donc dans (15) remplacer l(\l par
A A
~ A
L\: L\o—‘-bz L\I:)Iq‘G&J‘ ng\*] car la
transformation T P ' G}—?G} ' G—é—% -6:&
A
V (R2, 220
(15) kv=5<‘) -\—(D% \),u 5 ; 2 » ;
étant une rotation autour de 1l'axe X est représentée par une matrice

unitaire LL telle que

\ T = = % G . _-t 3
.\l-‘ A( q G‘b-\'q( ’() ’b LLG;\L: Gx ’MG%U’:G}
Remarquons que l'on peut, sans changer la fonction de partition, bt 6?) u: -6\&

P A
remplacer \r\ par W lr\ h, ; ol L est une matrice (2x2) unitaire.

En effet, on.a

X
Whw S S
Te < 2 A lprhu] | N
f e = . nl | Notre fonction de partition est donc celle du systéme

>

1(FHEE ) =he

A
o
"

L\/\a
3|

Le (lf {-(5’\\«]“[/0 . (17)
' Mgl .

"
>
i
o
—
a >
"




~

f | = he (T’.ﬁ’\) S 12‘1 du, 3_91' e(ua_ u&+4>‘

A
A N
Ecrivons \ﬁ sous la forme L\ 3 'd -Q a4a, '\Da+ -

-,c& , en utilisant

* L (\\_:]‘ K(\kza\) b(uz(\J) Y 3:\‘ € (uza-l)‘

(19) % \0(\*28)) )

)[‘qal(a-ffﬁ qz (a "a-“)]: ‘\3&4—(:& ot ¢ et b sont donnés par (18).

Nous évaluons cette intégrale par la méthode habituelle

soit

b=- )Y.o-\z- 19( 1]

L=0

ce

¢ op 2P
Z- S M du 1180y u) |

B ° o ‘= A='
dehos -4 (FHGE) | e-Algerige]. - |
° 4
{ M« (Uzé\\ﬁ(“Z(Xu)" ;:‘| IS kuz&-)\)(u?)] ;} s
£

-3
n

=9

o

‘ -
| En reportant dans (14), avec (15) A(Lh,u.z)—' 1

o

il vient

* Zo(}] \‘%‘:o

) i‘@gg{ ¢ o
2.3, Saz__\- g_ v b exp § I (¢FG-
q(o\

V:o
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q(ch:q @ Cette intégrale est calculée dans [ 2;'1 page 83 et vaut
2070 (45 (0 vF vgenr (A [
e i 5 b
i dit ° (22) Zoo\_ i.-_\= HL exp A\ dudvli Alwa)y.
) P & (ww) g
[%‘?- h(73)473]
o s ou P*Lﬁ est la fonction de partition de 1'oscillateur harmonique et
- ) )
2_0 [_&] = 20 (a 4» 20 (Az) tss é (‘ul\/‘) < ‘;To Chiw (‘M" Vl" _‘5_‘% )]
SAE co[%]
2
(21) olt \
O %G)=a F ous utilisons mai i ité i
’Zo [a.\]= géi S 'D,Pé% exr S &u {Ltq-% kg?,‘wzqz)_,ézo*}, } N til tenant sur (20) 1'identité habituelle

q(o):a o \

soit en effectuant 1'intégrale gaussienne sur P

" 9‘((%44 6
21 faa | ng eq(ouls (§aq)p)
ER ’

avec (21), (22) et (18) il vient
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‘ S . e
= ex A d&L&V .é—. é(“’ )é—- —g—- é(l“v’( g Sa Aa
S S [gqm ’ 59.) N 394 ) 9 =
s £ 2 Lo
X é_. ] ~ ll S l—\ &U'-' l——j 9 (\L&- u&ﬂ)"[ é_ = __\:,
éqz(\’) P=o o =l ¢ - &%z 99\2 2 soit avec (25)
24)
| e 2 . .S_ = L &. - <& §_.
& 1 n /\ ((12 (uzc'} )* t Ql‘ Ukz& ))<3z(hzé.|) “*‘14(“?}-')}-# fam g 5% SL SL*
A:I

D'aprés (27) la premiére exponentielle de (24) s'éerit

AN &n * (‘12 &uzﬁ—‘)“’ L'q,\ Ukza-l‘)> (aituzé)-.t(%ﬂhzé))] N )

3‘4:0
Gl = iSdudv{l é—-é) A (mwv Lé_é)
' ¢ (§L SV ) ($L sU v+
ol N = HU‘ N(l) est la fonction de partition de 1'oscillateur
harmonique 2 deux degrés de liberté. + ( é N _& é— (u‘v> ( _g- L _g‘- > J
| o SL s/, SLTsvt )/,
I On va simplifier (24) en faisant le changement de variables.
k| )
= exp .‘.jo\u dv Z[é é(u‘\oé. +
3 %2‘\"&%« =L 2 SEH W SLlw)
(25) , A( ) S
. * Y A (wn) §
z qz - \q\= L ] | SL(u) gL&L\/) ]
| ) ¥
ﬁ::z(ul-) . exrjduc\v[ S 28 (wy) &
5w §L)

(26) quﬁ Lz(\_'-\_) .




(28)

ol nous avons utilisé é (\A,I\J): é kV.M) (voir (23))

En posant

A(wy): L C‘*Iw\“'v"lzwﬁlzé(u\\/),
W oh[5wf)

et en utilisant (25), (24) peut donc s'écrire

2= exp j du dv g_gg_\}(ﬂ 8 (“'V> S_%__Lv).) ¥

2 (5 2P 3 o ¥
S (a1 e (w0 ¥ Ut
. P=0 (= ’ (\:l A d A:\ &

o

Ll +1FU G) Leg) |

V=0
et en faisant dans le second membre le changement de variables

Mag -t — U

Wae — V(.

(31)

oo
oo
w

il vient

M3

z ( S A)S EEW
< ex\jjo\u d\/kg_\-‘(bQ (\MV‘>;T(V)} 2 3 gc \;‘. Wi dV{

-
"

(o]

e [
x e (LL(-\/n') \_] 8 (V\'- \Jan) ['ﬁ )\1 L* (\\J<>L(u€>+

(= =)

RS Lot ]l
(&)

La premiére exponentielle dans (30) génére toutes les
i
contractions | () \_&V) = A (w,v)

que le premier terme de la derniére parenthése de (30) s'écrit

, remarquons

comme le dernier en échangeant L et LY , comme /\ () =
et

= A(v.m) ona \* (W) Lv) = L Cw) L (v)

et donc les deux termes donnent la méme contribution. I1 vient

donc comme formule finale

Z < exp (dud {; M) $ }‘2‘ W
© VS AR TR 2.7

Y=
(5 ? ? L)
N S M dudv; T 8 (w-vi) N e(\’i' Wig) =
tes =y [
o
? 1 2
" E-.\. & (“a LKV&) Lzo
Yoo




la fonction de partition du systéme étant

~J
Z= 2N 2 N étant la fonction de

5

partition du systéme libre (oscillateur harmonique & deux dimensions).

Nous donnons une représentation graphique de (31).

3 @)
Régles pour

MaAamneyv = O (uw)
x—->_——‘a =0 b“é)

Faire toutes les contractions /‘W‘/"‘- possibles

sur le graphe

G e
Multiplier par )\ZP S 1 éu; AV{

(o) L2

¥ (6}
Voici la liste des graphes jusqu'a Z

~ (2

39 prom

w v

()

o N i N <ot W LL/,_\:;:;\_M,“_‘»
Wy Vi W, V, i Wy vy Wy Vy

227
2 TN TN
3 /W:L;r’%
T eLkA/-/ ——
N w
V = 2
Nous terminons cette section en calculant Z , pour cela
nous commengons par faire des manipulations sur & (L'*‘V> ; d'aprés
(28) on a
Alwv) =L ch (x-1B)
[N) sh B
avec K= m\u-v\ et ’B:Lw(&
2
or

ch(x-8) . _chx chd- shxsh®
sh» X~

z-5h% 4+ chhx ch®
Sh®




-2h % + ch x +chx(ch6 _

228

')

W B
=e-‘+d\x cha- shp
sh
- -
:& .\,Chx
Shd
soit
- -3 X -
ch(x-» - e’((/\-\.%ﬁ-_)_\-ele—_ "
sh B Sh 2 shi
et donc

soit en posant

A '(%E
S AR L (14 4 e )=

(30)
- ~
} B(R)- A A e = _ AR,
w 2 sh wf 6
Z
~wlu-vl \w-vi
A\u.v):Aew“V _\_Bewuvv.
(31)
Remarquons aussi que
S ,3:((’:),\) /\'\'eﬂw()> ; (5—-7ao
(32) z ig (@) ~ E; Q)F , (5_€>°°

Nous calculons maintenant

~

(>
ZU—): ﬁ:& DY S dudv e(u-\/) A(M,V)

W v

il vient

229




~w L (P B " , (0 u
z =>\AS du ewu& dvewvi\-)\%Séue(waéve—wv

©
o o

"

0 w | L

>

% gi\u b-e—wu)_ %B_ Sféu. (A-ew“j

/
©

>~

= 4

e [erae ) e s 1]

. A-Be A
(33) Zti-ﬁ‘—;[ﬁ*'p‘(ﬁ)[éwﬁ‘j] “'B(P)[ew ""]j] .

En utilisant (32) on a

~

~ () 5
(34) Z- ~ -.A_Z.(5 g (”—;co .
w

ATA S@Ju e \‘_e‘*’“_ «] . X%Xﬁau e‘“‘(_:ﬂ 15“‘.* 1}

(35)

L'énergie du fondamental est donné par

Eo: Qim - le = Q'\ < & LN -\-L% :E(.) AE
m (5‘\ ] o -+ 0’

on a donc

B> > [b->e0
AEU = L\m - A \_0%%
P O

et (34) nous indique que

et donc

Z.N )\'\-X_ ('5{-9(}\4) Y (5_700
w?
En développant LO%E en puissances de A

Lo g_—__)_\_z_ b
32~ o5 (4 O(X)

AED SLim -a[ X al. -
' (L—aoo (l;[%(!:‘~ i_);

AE&,L\ = - /\l ce qui est 0K avec la référence IZ7] .
2
w




(3)

APPENDICE A : ORDRE DES OPERATEURS ET THEOREME DE WICK GENERALISE

Nous suivons [30_? soit § et i;

[.q.f’]’i’\

des opérateurs vérifiant

nous définissons la fonction

%(1-7-04)1‘3 L(x?a\aﬁ\
e

)

.th KX,\a)= e

4 la fonction de 1'espace des phases A (p,q) on associe 1'opérateur of=

ordonné

0] A2 g |

()
©o o

¢

~ A
4 un opérateur donné B(P. Q) on associe son ®. fonction

be‘ (qu) telle que

(helea)} = BG4

A
on étend, par abus de notation

AN = ategl

Nous remarquons que

§ . . ) c(xgwf\aq) B
Do, o)} = de }“-

\

2 & (AR A -
(33 ¥ 3) A )XY SRy
o}
=]

y

D, ("'}D |

‘,-.
o/
>
~
r-\
X
aL
-
XLWJ
i

on a que
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ce qui peut se prouver en remplagant x —> A 9: — A 23 ;
(=T \& t gq

puis en commutant les dérivées et en remplagant

1P 42
{ ()

Yo

ac
\
4D

- (=% (10)
Nous définissons (8) 'gx.x &, 3) e 3’ i x ’D'\/Z (Jh é) \
| <

alors d'aprés (2) et (6)

D e ) {0

et, utilisant (7) et (2)
on a d'aprés (2), (3), (8) et (5)

en utilisant la linéarité de 1l'opération s ‘g
ot : 5
et, remarquant que chaque g? ou Iz agissant sur

1'exponentielle donne des x , l'exponentielle -4




En invoquant encore la lindarité de l; «' , et en définissant
et ifa comme ne changeant Pas 1'ordre des opérateurs

b (1202 );a(e.g)}w.

C'est le théoréme de Wick statique, le théoréme de wick généralisé

s'obtient en le combinant avec le théoréme de wick habituel,

Nous utilisons maintenant 1a formule familiére
A+D A B -1[A8]
e = & (=4 (=4

qui nous donne,
appliquée 3 (2)

e e

j .Dx(x.é).- e_(xxé AxXp Lag)

ainsi que

2 Dx Qx.\(}).- ei(q'd)xé e_‘:\di é"?

De sorte que l'on a

g De y) = et t o 1ad

A ce qui entraine avec (2)
“f

2 D, Lx,é\): €‘L3§ e

S‘slAcmcq)} = AR By

2 L AG) 2P = 3@ AK)

N e
et, uilisant (13) pour & '=0 on trouv

22
{A@),a(m e Al B(9)

3

= Algsia2 ) n(q)

) B(q)
U0 %3

on a, d'aprés la définition (4)




BB

et en utilisant (13)

APPENDICE B : DEMONSTRATION DES FORMULES POUR L'INTEGRALE PRODUIT

Nous définissons l'intégrale produit comme

1 |
f t
P T A
en simplifiant par \l}o(‘ , 11 vient | (1) ¥ exr Sl" t S \f‘ Lt) é*‘ E . \'\ (Jf\) est une matrice
to
L 04 . A
4 i, T e §-ieh (0},
(21) (1‘,(; (f. q\ = ‘?o(u(‘ (% ég_f. | —(,—’59—> A (ftq,) : avec
3 L -t eﬂdﬂ_{} - -t
N+Aq

Nous posons

pour le cas spécial ™ =0 , k'= & B
k
2 2 (2) it ko) = P exp )l_L 3 1\&3&{%
X Jp 59
22 A (". q_): e f 2% Ao ((’.‘%) . ‘o

ainsi que

3 ule)= ulto0)

2 el S T (o.i)

on a les relations

8 M(Q‘\o) M(b.c) = u (a,c)

z M(a‘b) = (o) A0 (L)




De (1) nous tirons

(5) altae)s e,(\,Sl-;e'\:\(ﬂ?S Wlt)

de sorte que dans la limite &0

A - -2 = -4
g(umo um)_ a_{um h () L)
donc W vérifie

y W= i ) W)
ot

2 W lo) =4

de sorte que l'expansion de Dyson est valable pour 1'intégrale
produit. (en fait une T exponentielle peut toujours s'écrire comme

une intégrale produit, voir la référence [ 3 | J page 182).

Nous avons donc la formule

+

J‘ A f o
(Pex‘a K_L S dthwl= 2, & d7,.... A7, «
l + N=o n!
° = +to

() AN ACAYS

(8)

(11)
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ol T représente le produit chronologique habituel.

Calculons maintenant

P $-0( dz (1 |
exg }5 Tzl

o

dans ce but nous introduisons

j W (t4) = Pecp SL_LSQM (Rox B) d
o

)

} Wt 60) =V exp 32,; 3; 4 e (z)%

ainsi que
S W) = W (%0) 4 W' (€)= Wlot)
1 Uo(t)s Uolt,o) s W) s Lo Cot) |

de sorte que

S W) = L) W (o)

[ lote ) Lot W' )




Nous introduisons ainsi les opérateurs U_I K":.Jto) et (i (Jc>

par

- Uz 19)+ g () L
s (k) = Uatt) Lz’ o)

de sorte que

(13) W) = Lol) g (%)

~A
nous remarquons maintenant que Uo (‘{’\) vérifie 1'équation

1] % We' ()« 6" ) (+2) by &)

de sorte que (AI (k) vérifie

2 L) 2 (\L;‘ (%) k&uﬂ - Wk \fotqum 4
2t 2t

4 LL;A (-( U:e* \?\I)) \A(‘E)‘

soit

% U (4) = W' (.;ul)uuy W5 (-0) Re ) b 15 ),
2

(18)
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et donc, en posant
_ A AR
L\o« L\I_ (*\) ho = \hl' (ﬂ )

on a

PEREIR S0 ) L)
>t

\LI (O\:‘l

La solution de (17) est

% A e
LLIH):’PQX@-'\S he (2)dz

o}

et comme \k s \Ao Wx il vient

=

We P \:.;\A:aa Pag ' [P b
2 \'\'\I (Z)I?Uf S:"l\':n a/\—J de

=] K\Dexr g*-i (\:o + \:—;y éz

(si la représentation interaction avait été prise en "(,o au lieu

de 0 les bornes inférieures des intégrales dans (19) seraient

toutes to ).




243
Nous pouvons aussi obtenir une formule plus symétrique

W) s WO W R) = Lo (6 L () Uy (o) Uy (o)

hkh’to); Lko U‘) \L\&\{Q KL:)‘ L‘Eo> ce qui donne

3
(Pex(’—'\g dz (\/\24\’:1\): '_\Dexr gk-'k\:oéz )
<o °
- ° -
— « Perp &k-&uxwtﬂ Vexp LSJ:_(\:"M] "

T

(2)

APPENDICE C : INTRODUCTION DES VARIABLES DE GRASSMAN EN MECANIQUE

QUANTIQUE

Pour montrer comment les variables de Grassman peuvent s'introduire
en théorie des champs, nous considérons les champs les plus simples
possibles : des champs a zéro dimensions d'espace, c'est & dire

des systémes 4 un degré de liberté.

Pour les bosons l'oscillateur harmonique

Pour les fermions v:le spin 1/2

Nous commengons par donner sans démonstration les formules

correspondant 4 la représentation holomorphique de 1'oscillateur

harmonique [4 6 ’_]

s " . . Ax A
soit \a?Y les états propres de 1'Hamiltonien h= a, 5
,a,‘\’ et O vérifiant les relations habituelles \:ct ,&*:\:1, [ZG] .

La représentation holomorphique consiste & faire correspondre

aux états du systéme des fonctions analytiques.

8y 5 R(af)= L& dalyy gfe @

\nt

A A %
les opérateurs Q& et & sont représentés par




(4)

A-R(ar.a)

( a est une variable indépendante)

4 un opérateur , on fait correspondre

son symbole normal
NS k
A% (o, &)= QKa,&\)

et son kernel

Alao): 2o a™ a"  £n\Alm)
"MoVAL Tt

reliés par

*
oA NS «
*
A\ (C& ; C£> = & A LCX \ CK\ )
le produit interne est représenté par

() | (40 W (@) €% darda

cette formule et les suivantes se comprennent comme

ot - S

o = x-&vl
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%
AOL é-Cu = éxéj
AR "

le * supplémentaire dans (6)

est la conjugaison complexe

1'état ;&\\V>

est représenté par

)

Awler) - S A (e, o) § (<) & dutdu
2L

N A A
enfin le produit C= A a pour kernel

C (o a) = j A (a*.o() B (o*, a)éxm do*d
2R {

Les formules (1) ——> (8) résument la représentation holomorphique,
nous allons voir ce que nous pouvons obtenir des expressions presque

identiques pour le spin 1/2 grice aux variables de Grassman.

Pour une exposition détaillée du sujet, voir le livre de

Berezin L15] qui en est 1'inventeur. (aitfsi I 7J).

Nous nous contenterons ici de montrer quelques formules qui

sont utilisées dans le chapitre III.

Une algébre de Grassman & n générateurs ©4 -« -:- ©n
} vérifiant les relations %9 Ly 95.3 + =0 est 1l'espace des combinaisons

linéaires & coefficients dans des monomes formés par les

produits des © ¢
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Un élément général de 1'algébre peut s'écrire

Qo t 2 QBT 20 Qiyg, Oy Oy + -0 +

Y Lidiz
-\-»Z_‘C‘-‘uxz.. in Oy O ... Oy
We Li~aiy
Notons que des produits de nombre pair de générateurs commutent
avec tout mais ne sont pas des nombres car leur carré est nul.

Nous définissons la dérivée & gauche :

3 7o :
%1 61 9%2 9%?13 %;34 962969—

_ 93‘ §¢82 933‘9&? Kot i

+ (— )\3\‘-\ e&« 9%\&-\ g( %K egwf\ 93\’

e
| Y k-\) 93\.“ 939_\ g&a‘, j
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La définition s'étendant par linéarité, par exemple on a

E
’3—9-1 (@291-\- 91 @35:—92—\—@; )

pour que cette définition soit consistante, il faut prendre

5 . )
L3 %]), =%

et aussi \ié ‘ :é_] =0
26¢ D(—)'& *
2 ] 35
noter que comme 9( -0 i 2 -0,
286 26¢

Nous introduisons maintenant la représentation du spin 1/2 par

des variables de Grassman.
. 5 . ) t\ Ay A
Soit \L> les états propres de l'Hamiltonien =G QG ,
A
G vérifiant, [26_]
C o~ A*) -
]_CL ) n 1 /

explicitement L=0,1

Ay o ~ yo o
Ct’\_oo) a'\_« OX ’




(11)

(12)

soit a} et o des générateurs d'une algébre de Grassman,
+ ~ s 2
LO"Q].;'O adun état | €@>

"fonction de o* m

on fait correspondre la

R(a*). = o carey,

A A
les opérateurs QY et sont représentés par

AL ¥
S o —s A
>
loa — =2
0¥
(qui ont les bonnes relations d'anticommutation, voir plus haut)
A AL A
A= S?(c\*, &)

a un opérateur on fait correspondre son

symbole normal
A (a%a) - B (a*,a),
et son kernel

A o
Alan ) 3 ot ad <L\'A\8> ,

Lla:D

reliés par

¥
Ala" &)+ A (o )

(eo&a S: _;\_\_‘_Qa*cqn: /\'}CL*O\}’
N=o '

le produit interne est représenté par

(\“V)-‘S ( UOL*)Y% (a*) e-a*a da* da

(14)
[(ﬁo*&a*)*: $04§4Q]
1'état ;\(U{> est représenté par
*
Ry (a)- et 0§ () dut b,
ou oL et ™% sont de nouveaux générateurs
L) =0 Lacta], = [wrar] - LeoadTat),
A AN
enfin le produit C=AbY a pour kernel
* % * 5« %
C(m@;&l\(a,x}%(u,a)e du*d e .
(16)

(comparer (1) —— (8) avec (9) —> (16)).




(14)
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Pour que (9) — (16) ait un sens, il faut définir le sens

des intégrales, c'est ce que nous faisons.

Les régles d'intégration sont

Sda*a“:i 50\@"\:0,

l'intégrale est linéaire, les intégrales multiples sont définies par

itération, les symboles da s da* etc, vérifient
& " aF xl _
la.da*], = La" da’ |, =0
Autrement dit 1l'intégration est équivalente & la dérivation

So\a\’* Q(a“)_- 2 Q(a"‘).

ot

a gauche

: “dat- 1
(remarquons que Berezin prend la définition @ a =

et qu'il y a donc un changement de signe par rapport & la nfitre).

Remarquons aussi qu'on peut intégrer par partie car
gé&‘ o Q(G\’O: _9_ o ;g(a,,> =0
oa* oa* 2a*

I1 est facile et instructif de vérifier, simplement en calculant

> (16).

avec les régles (17) les relations (13)

10.

11

12.

13
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