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R&urn& Les solutions stationnaires stables et instables (de nuclkation) de l’kquation de 
Schriidinger non linkaire, dkivant l’kcoulement superfluide autour d’un disque, sont 
calculkes numkriquement. La branche stable et la branche instable sont connect&es par 
une bifurcation nceud-col. La branche instable donne naissance, au travers d’une 
bifurcation fourche, k des solutions non symktriques par rapport au diambtre du disque. 
Les solutions de nuclkation symkriques et non symktriques contiennent respectivement 
deux ou un tourbillons qui kmergent du disque A des vitesses sous-critiques. 

Mots cl& : superfluidit / tourbillon / nuclkation / vitesse critique / bifurcation nceud- 
co1 

Vertical nucleation solutions in a model of superflow 

Abstract. Stable and unstable (nucleation) stationary solutions of the non-linear Schriidinger 
equation, describing super-flow around a disc, are numerically computed. The stabie 
branch and the unstable branch are connected through a saddle-node bifurcation. The 
unstable branch generates, through a pitchfork bifurcation, solutions that are asym- 
metric with respect to the diameter of the disc. The symmetric and asymmetric 
nucleation solutions contain, respectively, two or one vortices that emerge from the disc 
at sub-critical velocities. 

Keywords: superjuidity / vortex /nucleation /critical velocity /saddle-node bifurca- 
tion 

A bridged English Version 

The purpose of this Note is to numerically compute and study the stationary stable and unstable 
(nucleation) solutions of the non-linear Schradinger equation (NLSE) describing the superflow around 
a cylinder. 

Note prksentke par Yves POMEAU. 
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We study the effect of a moving disc of diameter d in a two-dimensional superfluid at rest described 
by the action (l), where w  is a complex field, v its conjugate and 9 is the energy. The coherence 
length 5 and the speed of sound c (for a mean fluid density p. = 1) are the physical parameters of 

the superfluid. We impose a velocity c for the disc by defining 9 (2) with 8 (3) and 9 (4), where 
V(r)=(V,/2)tanh [4(r-d/2)/d] is a potential representing the disc. The NLSE (5) is the 

Euler-Lagrange equation corresponding to (l), where 52(x’ ) = 1 - V( x’ ). Madelung’s .transfor- 

mation: w  = $ exp( @I%‘? cc > an d ; = ? @ (where p and ; are the fluid density and velocity, 
respectively) maps the NLSE into the continuity equation (6) and the Bernoulli equation (7) (with 
a supplementary ‘quantum pressure’ term). Stationary solutions of equation (5) must extremize 
8 by construction, which yields: d&id.Yi = Ui and dS/dUi = - gi. 

The stable stationary states of equation (5) (with minimal 9) are reached by integrating forward 
the real Ginzburg-Landau equation (RGLE) (8) with time stepping scheme (9), whose fixed points 
are independent of the time step 0. We developed another numerical tool to find unstable stationary 
solutions by Newton’s method (Seydel, 1988). Rather than looking for zeros of equation, (5) we 
search for fixed points of equation (9) (Mamun and Tucker-man, 1995). Calling ‘ycj, the value of the 
field w  over the jth collocation point, this is equivalent to finding w* such that 
~j,( w”) = vTj)( t+ cr) - ‘yij)( t) = 0. Every Newton step requires the solution for SW(~) of 
Ck[d!j) lW~k)lJy/(,) z-&j+? w>~ which is realized by an iterative bi-conjugate gradient 
method (Press et al., 1994). This method uses the direct application of [ dfcj, idly(k)] given in 
equation (11) over an arbitrary field 9. Here, Q is a free parameter that controls the preconditioning 
(Mamun and Tuckerman, 1995). 

The functional d and energy 9 of the stationary solutions are shown inJigure 1 as a function of 

the Mach number (A4 = 16 I/c). The stable branch (a) disappears with the unstable solution (c) at 
a saddle-node bifurcation when M = MC = 0.4286. The energy 9 has a cusp at the bifurcation 
point, which is the generic behaviour for a saddle-node. There are no stationary solutions beyond 
this point. When M = 0.4282 the unstable symmetric branch (c) bifurcates at a pitchfork to a pair 
of asymmetric branches (b). These branches have not yet been considered in the literature. Their 
nucleation energy barrier is given by (Fb’ - 9, !), which is roughly half of the barrier for the 
symmetric branch (F=’ - pa ,). 

We now relate branches in figure 1 to the presence vortices in the solution. When 
M, I M I MC, solutions are irrotational (M, N 0.405 as indicated in Jig. I). For M I M,, the stable 
branch (a) remains irrotational (fig. 2A) while the unstable branch (b) corresponds to a on’e vortex 
solution (fig. 2B) and the unstable branch (c), to a two vortex solution (fig. 20 The distance between 
the vortices and the obstacle in branches (b) and (c) increases when M is decreased. Branch (c) is 
precisely the situation described by Pomeau and Rica (1993). Furthermore, the value 
MC = 0.4286 is close to their predicted m. However, the existence of a vortex-less interval 
M,, I M I MC was not predicted. Figure 20 shows the result of integrating the NLSE forward in 
time with, as initial condition, a slightly perturbed unstable symmetric stationary state (fig. ;?C). The 
perturbation drives the system over the nucleation barrier and cycles it, after the emission of two 
vortices, back to a stationary stable solution. This shows that the branch (c) corresponds to hyperbolic 
fixed points of NLSE. 

Figure 2E and F shows the phase of the field at the surface of the disc (Y = d and 8 E [0, 2711) for 
four different flow speeds. In both unstable branches, 2;rc-discontinuities, a diagnostic of vortex 
crossing, appear between M = 0.40 and M = 0.41. 
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Solutions de nucleation dans un koulement superfluide 

In summary, the numeric study of the NLSE unstable stationary solutions has allowed us to compute 
the symmetric nucleation solutions proposed by Pomeau and Rica (1993) and new asymmetric 
solutions, with a lower nucleation barrier. The point where vortices emerge from the cylinder was 
determined on the bifurcation diagram. 

1. Introduction 

Les ecoulements superfluides autour d’un obstacle presentent une transition vers un regime dissipatif 
au-de18 d’une vitesse critique. L’equation de Schrodinger non lineaire (ESNL) decrit la dynamique des 
superfluides a des temperatures assez basses pour negliger le fluide normal (Gross, 1963, Ginzburg et 
Pitaerskii, 1958). Frisch, Pomeau et Rica ont observe cette transition dans l’ecoulement autour d’un 
cylindre en integrant numeriquement 1’ESNL. 11s ont interprete leur resultat en terme d’une bifurcation 
nceud-col entre la branche de solutions stationnaires stables et une branche de solutions stationnaires 
instables comportant deux vortex attaches au cylindre (Frisch et al., 1992, Pomeau et Rica, 1993). Plus 
recemment, Hakim a considere des ecoulements d&tits par 1’ESNL sur des obstacles unidimensionnels 
represent& par des potentiels. I1 a obtenu des expressions analytiques pour les solutions stables et 
instables et a CtudiC la transition a la vitesse critique (Hakim, 1997). 

L’objectif de cette note est de trouver et d’etudier numeriquement les solutions stationnaires stables 
et instables (de nucleation) du systeme considere par Frisch, Pomeau et Rica. 

2. DCfinition du systhme 

Nous Ctudions l’effet du deplacement a vitesse 6 d’un disque de diametre d dans un superfluide 
bidimensionnel au repos d&it par 1’ESNL. L’action correspondante s’kcrit : 

oh r,u est un champ complexe, $ son conjugue et 9 l’energie du systeme. La longueur de coherence 
< et la vitesse du son c (pour une densite moyenne pa = 1) sont les parametres physiques du 

superfluide. La vitesse de dkplacement 6 du disque est imposte en ajoutant un terme - 9 #l? a 
l’energie : 

(2) 

(3) 

(4) 
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Le facteur V(r) = (VOLT?) tanh [4( r - d/2)/A] est un potentiel repulsif qui repksente le 
disque. L’ESNL est l’equation d’Euler-Lagrange correspondant a (1) : 

oti Q( x’ ) = 1 - V( x’ ). La transformation de Madelung : (// = 6 exp( i@/fi cl ) et v’ = ? C#J (oti 

p et 2 sont la densite et la vitesse du superfluide), fait correspondre a (5) un systeme d’equations de 
type hydrodynamique : 

Q+$[p(;-G)] = 0 
at (6) 

(7) 

Dans un systeme de coordonnees suivant le deplacement du disque, ces equations correspondent a 
l’tquation de continuite et a l’equation de Bernoulli (avec un terme supplementaire de << pression 

quantique >>). Les variables p et 2 permettent d’interpreter 5 comme l’impulsion du fluide emraW 
par le disque. Les solutions stationnaires de (5) extremisent 9 par construction, ce qui imp.lique les 
relations : db/dPi = Ui et d~/dUi = - Bi (i = indice de coordonnee). 

3. Mbthodes numkiques 

Nos codes utilisent des methodes pseudo-spectrales de Fourier (Gottlieb et Orszag, 1977). Les Ctats 
stationnaires de (5) correspondant a des minima de l’energie 9 sont obtenus par integration jusqu’a 
convergence de l’equation de Ginzburg-Landau reelle : 

Elle est integree en utilisant le schema : 

y(t+g)=C1 (1-io6. 6)y(t)+o 
[ g-pmw(t)- Iv(t)l’rirH] (9) 

avec 

o= 1-Q 
[ 

dq2 1 (10) 

L’avantage de cette methode est que les points fixes de (9) sont des zeros de (8) independamment du 
pas de temps U. 
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Solutions de nucleation dans un koulement superfluide 

NOW avons dtveloppe un outil numtrique supplementaire qui permet de trouver les solutions 
stationnaires instables de (8) (Seydel, 1988) par la methode de Newton. Plutot qu’annuler le membre de 
droite de (5), on recherche les points fixes de (9) (Mamun et Tuckerman, 1995). En discretisant le 
systeme et en notant w(,) la valeur du champ y sur le j-i&me point de collocation, cela revient a 
determiner un champ w* tel que : fcj,( I,V* ) = VT,,{ t + cr ) - I,u;,,( t ) = 0. Chaque iteration de la 
methode de Newton r&essite la resolution de l’expression C [ dfcj, /dyi/(kI] &Y(,,) 
= -fcj,( I+v), ce qui est realise de fagon iterative par la methode du gradientk biconjugue (Press et 

al., 1994). Cette methode utilise l’application directe de la matrice [ d~~j, /dV/(k)] sur un champ 
quelconque v, qui est calcule sous la forme : 

2 [df,j)ldy/(/c)l (I 
k 

= 0-l (1-i(7$. G)(o+a 
-c [ 

&(Q(lslk v2i9-2 IYI’P)] -v}(j) (11) 

Le parametre libre c perrnet de preconditionner le systeme et d’optimiser la convergence de 
l’inversion (Mamun et Tuckerman, 1995). 

L’ESNL est integree en utilisant une methode de pas de temps alterne (Klein et Majda, 1991). Les 
resultats present& ci-apres ont Cte calcules en resolution 128 x 64 avec une maille de 
Ax = 0,8 5. Le diametre du disque a CtC fixC a d = 10 5. Les parametres du potentiel V. et A ont 
ete choisis pour que le champ w  s’annule a l’interieur du disque sur une longueur de l’ordre 
de r. 

4. RCsultats 

La fonctionelle d et l’energie 9 des champs stationnaires sont representees sur la figure .I en 

fonction du nombre de Mach (M = I.!? I/c). Le comportement de d montre que la branche stable 
(a) disparait avec la solution instable (c) dans une bifurcation naud<ol a M = Al, = 0,4:286. 
L’Cnergie 9 des solutions stable (a? et instable symetrique (c’j presente un point de rebroussement, 
situation generique pour l’energie d’une bifurcation nceud-col. Au-de12 de ce point, il n’existe plus 
de solution stationnaire. A un nombre de Mach M = 0,4282, la branche symttrique instable (c) 
bifurque en fourche vers une nouvelle branche non symetrique (b) qui n’avait pas ete: consider&e 
dans la litterature. Cette branche est troude, en pratique, en construisant une condition initiale par 
juxtaposition d’une moitie de solution stable et d’une moitie de solution instable. Sa ban-i&e 
d’energie de nucleation est donnte par F-b, - Y-o*, approximativement la moitit de celle de la 
branche symetrique (T-; - F:,,). 

Nous allons maintenant relier les differentes branches du diagramme de bifurcation a la presence de 
vortex dans la solution. Pour les trois branches, l’intervalle M,, I M I &I, correspond a une solmion 
irrotationnelle (M, N 0,405 est indique sur la jgure I). Pour A4 I M,,, la branche stable (a) reste 
irrotationnelle (fig. 2A), la branche instable (b) correspond a une solution a un vortex (j?g. 2B) et la 
branche instable (c) correspond a une solution a deux vortex @g. 20 Les vortex des branches (6) et 
(c) se situent a une distance plus grande de l’obstacle a mesure que M est dimind. La branche 
(c) correspond bien a l’image don&e par Pomeau et Rica (1993). De plus. la valeur 
M, = 0,4286 est proche de la valeur m qu’ils ont prtdite. Cependant, l’existence de l’intervalle 
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.g 
Z 0.651 
; 
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M 

Fig. I. - energie (Fj et fonctionnelle (8) en fonction du nombre de Mach (M = 1 c I/c) avec d = 10 c, l?tat stable 
(a) ; solutions de nuclkation : branche non symkrique (b) et branche symktrique (c). Le diagramme contient une 

bifurcation nceud-co1 et une bifurcation fourche. La valeur M,, correspond B I’tmission d’un voflex B la surface du 
disque V;g. 2). L’impulsion du fluide entrain6 par Ie disque est donn6e par - dF/dU (voir texte). 

Fig. I. - Plot of the energy (9) and the functional (6’) versus Mach number (M = 1 6 I/c). with d = 10 :. Stable 
state (a). Nucleation solutions: asymmetric branch (b) and symmetric branch Cc). The diagram shows a saddle-node and 

a pitchfork bifurcation. The point where vortices cross the surface of the disc (see fig. 2) is labelled M,. The .total @id 
momentum is given by - d9’ldU (see text). 

saw, vortex M,, I M I MC n’avait pas &C prkvue. La figure 20 montre le r&ultat d’une intkgration 
temporelle de I’ESNL avec, comme condition initiale, un &at stationnaire instable symktrique @g. 2c) 
ICgkrement perturb&. Cette perturbation permet de passer au-dell de la barrikre de nuclkation et de 
rCaliser un cycle qui ram&e le systkme, aprbs 1’Cmission d’une paire de vortex, B la solution 
stationnaire stable. Cela montre que la branche (c) correspond a des points fixes hyperboliques de 
I’ESNL. 

Finalement, pour prkciser la valeur numkrique de M,, nous avons rep&sent6 sur lesjgures 2E et 2F 
la phase du champ sur la surface du disque (r = d et 6 E [0,27~]) pour quatre vitesses dif‘kentes. 
Dans les deux branches instables, des discontinuitks de 27~ apparaissent entre M = 0,40 et 
M = 0,41, ce qui indique qu’un vortex a CtC Cmis. 

5. Conclusions 

L’Ctude numkrique des solutions stationnaires instables de I’ESNL a permis de trouver les solutions 
de nuclkation symktriques proposkes par Pomeau et Rica (1993), ainsi que de nouvelles solutions non 
symktriques, de barri2re de nuclkation plus basse. La position du point d’Cmission des vortex sur le 
diagramme de bifurcation a Ctk prkcide. Dans le futur, nous comptons faire varier le pararrktre S/d 
pour tester des rksultats asymptotiques (Josserand, cornm. pers.) prkvoyant une loi d’&helle en 
m pour la region M,, I M 5 MC. Nous comptons Cgalement Ctudier le comportement 
dynamique sous I’ESNL des solutions de nuclkation non symktriques. 
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Fig. &. 7 - kxs stationnaires : stable (A), instable 2 un vortex (B), instable B deus vortex (0. La surface inciiquc la 
den&C du Nuide autour du disque (k+ = 0,23, r/d = 0.1). (D) reprkxnte le rksultat de I’tvolution sow I’ESNL de 

1’6tat (0 sournis B we petite perturbation. Les ji.g~re’es (~9 et (F) montrent la phase du champ complexe v  g la surface 
du disque en fonction de l’angle polaire 8. Branche non sym&rique (A), branche symgtrique (B). 

M = 0,4286 (o), M = O,41 (O), M = 0,3Q (+), M = 0,30 (x). 
La sortie du vortex prodnit une discontinuitC de la phase & iw, N 0,405. 

Fig. 2. - Statinnnr) states: stab& (A), one vu~~ex zcnstable (Bj, two vortices umtnblc (C). The SW&CC indimtes the Juid 

deensi~ around the cylinder (M = 0.24, i/d = 0.1). /r)J Shvs the result of the ML% inteRration. starling from a 

slighrly perturbed rtarionary (C) stale. (EJ and (F) display the phase of the complex jkld r/, ut the szqke of the 

cylinder versus the polar mgle 8. Asymerric branch (A), symerric brunch (B). M = 0.4286 (0). M = 0.41 ([?,J, 
M = 0.40 (+), M = 0.30 (x). The crossing out qf the vorte,x produces [I phuse discontinuit)! ar M,, -0.405. 

Note remise le 12 juin 1997, accept& le I6 juin 1997. 
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