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Chapitre 1 Ecoulements gravitaires

1 De l'origine du paysage

1.1 Typologie des écoulements gravitaires

Les paysages de surface sont modelés par ’érosion et le transport mais aussi par le simple effet
de la gravité en présence de pentes. Dans la mesure ou les écoulements gravitaires transportent
la masse le long des pentes, ils érodent les reliefs pour combler les zones dépressionnaires. Si il
n’en résulte pas aux temps géologiques une surface relativement plate, c’est que trois mécanismes
conduisent a restaurer du relief. Le plus important est le processus de soulevement associé a la
tectonique des plaques. Le soulevement dit orogénique est le résultat de la collision des plaques
tectoniques et aboutit a des chaines de montagne ou a une élévation plus modeste d’'une large
région. Le soulevement dit isostatique traduit une élévation progressive qui compense 1’érosion
d’une une chaine de montagne: suite a son allégement par transfert de matiere vers les plaines, le sol
remonte grace a la poussée d’Archimede. Bien que, globalement, 1’érosion et le transport fluviatiles
conduisent a un transfert de masse le long des pentes, ces effets créent également du relief. Lors de
I'incision d’une riviere dans un sol cohésif, des berges se créent, dont la pente transverse conduit
a du transport gravitaire. Enfin, les volcans sont des reliefs formés par I’éjection et I’empilement
de matériaux issus de remontées magmatiques en provenance du manteau. Leur forme conique
traduit une régulation de la pente a sa valeur seuil.

Figure 1: Photographies du mont Saint Helens juste avant (a) et juste apres (b) son éruption
catastrophique du 18 mai 1980. Un énorme glissement de terrain fit passer 'altitude du volcan de
2950 & 2 549 metres, déplacant un volume de 2, 3km?® de débris. On peut remarquer que le sommet
a été remplacé par un cratere en forme de fer a cheval d’une largeur de 1,5 kilometres. L’énorme
coulée pyroclastique qui s’ensuivit a recouvert la végétation et les habitations sur 600km?.

Les différents modes de transport induits par la gravité se distinguent par leurs échelles de
temps ou de vitesse:

e La reptation du sol correspondant & un écoulement moyen a une vitesse de l'ordre du mil-
limetre par an. Elle provient des cycles de dilatation et de contraction de la couche de sol



superficielle sous l'effet de I'alternance entre saisons seche et humide. Ce mouvement est
accentué par le brassage du sol par la végétation et la faune. Lorsque la reptation provient
des cycles alternant gel et dégel, sur un substrat gelé et donc imperméable, on parle de
solifluction. Les mouvements peuvent atteindre la dizaine de centimeétres par jour.

e Les écoulements de débris se distinguent par la nature du fluide interstitiel. Les avalanches
rocheuses coulent typiquement autour du metre par seconde. Dans certains cas, le fluide
ralentit le mouvement. Par exemple, les glaciers de roches, constitués de roche et de glace,
coulent a quelques centimetres par an. Dans d’autres cas, le fluide lubrifie I’écoulement
rocheux, comme dans les cas des laves torrentielles (mélange d’eau et de sédiments), des
Lahars (laves torrentielles provenant de débris volcaniques), des coulées de boues ou des
avalanches sous-marines. Les vitesses sont alors de 'ordre de dix meétres par seconde.

e On parle de glissements de terrain lorsque de grandes masses de rochers ou de sédiments
descendent le long de la plus grande pente de maniere cohérente. On a dans ce cas une
localisation du cisaillement en une ou plusieurs bandes. Contrairement aux écoulements de
débris, la masse déplacée reste reconnaissable apres le glissement de terrain. Sauf franchisse-
ment brusque du seuil, les vitesses des glissements de terrain sont de ’ordre de dix metres
par an.

Figure 2: (a) Lahar sur les flancs d’un volcan — la photographie du haut montre le chenal avant
la coulée. (b) Glissement de terrain de La Conchita. La cohérence du bloc argileux, marquée par
la route et la verdure, reste remarquable.

Plusieurs facteurs favorisent la nucléation d’écoulements gravitaires de grande taille. Dans un
grand nombre de cas, c’est la présence d’eau interstitielle qui explique le déclenchement. En par-
ticulier, ’accumulation d’eau au niveau des couches imperméables peut produire une liquéfaction
des couches argileuses, conduisant a la formation d’une surface de rupture permettant la rotation
d’une "lentille” de sol ou la translation d’un bloc. IL’absence de végétation, liée en particulier
a la déforestation, favorise les catastrophes gravitaires par un effet remarquablement simple: la
baisse du seuil de mise en mouvement des matériaux. Enfin, les séismes peuvent jouer le role de
perturbation d’amplitude finie conduisant & la nucléation d’avalanches.



Figure 3: Glissement de terrain de Franck (Rocheuses, Canada) datant du 29 Avril 1903. 74
millions de tonnes (30 millions de metres cubes, soit 650 meétres de haut par 900 m de large par
150 m d’épaisseur) de calcaire se sont détachés de la montagne, recouvrant trois kilometres carrés
de vallée.

Figure 4: Illustration de la variabilité granulométrique des écoulements de débris. La photogra-
phie de gauche, prise au mont Saint Helens, montre une épaisseur d’arrét relativement faible, de
quelques tailles de grains.

1.2 Avalanches de neige

S’il est vrai que la neige est formée de grains, c’est un matériau granulaire bien plus complexe
qu’une assemblée de particules solides et non cohésives telle que nous I’étudions dans cet ouvrage
(ref these pierre rognon). Tout d’abord, la neige peut exister sous de nombreuses formes. Selon
les conditions météorologiques et l'instant ou on 1’étudie, le grain de neige peut étre un flocon
s’'imbriquant avec ses voisins pour former un manteau neigeux aéré (neige fraiche), une petite
particule de glace reliée aux autres par des ponts solides ou capillaires (grain fin, neige humide)
ou encore un amas peu cohésif (gobelet, neige roulée). De méme, il existe des modes variés de
déclenchement et d’écoulement d’avalanches. L’avalanche peut partir en plaque, quand une couche
de neige stabilisée par le vent repose sur un manteau moins cohésif, ou démarrer de fagon ponctuelle
dans le cas de neige fraiche ou humide. On distingue principalement deux modes d’écoulement. Les
avalanches denses (figure 5a), composées de grains fins ou humide, se caractérisent par une forte



masse volumique (de 50 & 400 kg/m?), une épaisseur de 1’ordre du metre et une vitesse allant de 10
a 80 km/h. La dynamique des avalanches denses est dominée par les contact entre grains. L’autre
grand type d’écoulement sont les avalanches aérosols (figure 5b). Elles sont constituées d’une
suspension peu dense de grains (environ 1 kg/m?) dans 'air ambiant. Leur hauteur peut atteindre
plusieurs dizaines de metres pour des vitesses pouvant aller jusqu‘a 300 km/h. La dynamique de
ces écoulements est essentiellement dominée par les interactions avec le fluide ambiant turbulent.
Il est & noter que les avalanches aérosols sont en général accompagnées par un écoulement dense
en dessous.

D’un point de vue rhéologique, les avalanches de neige dense ont des points communs avec
les écoulements granulaires dans le régime liquide. En particulier, leur résistance a 1’écoulement
semble assez bien décrit par une loi frictionnelle, pour laquelle la contrainte tangentielle est pro-
portionnelle & la contrainte normale. Cependant, la dépendance du coefficient de friction effectif de
ce milieu (avec la vitesse, la pression, etc) fait encore ’objet de recherche. Une difficulté provient
du fait que la taille des grains évolue au cours de I’écoulement par formation d’aggrégats. Cette
dynamique se combine & la ségrégation pour former une stratification dans 1’épaisseur de la couche
en écoulement, dans laquelle les petits grains se retrouvent a la base de 1’écoulement et les gros
a la surface libre. Il en résulte un profil de vitesse fortement cisaillé pres du fond et quasiment
uniforme en surface (figure 5c¢).

Pour les applications pratiques en géotechnique (prévention des risques), on utilise en général
des expressions ad hoc pour le coefficient de friction, qui sont introduites dans des modeéles hy-
drodynamiques de type Saint-Venant (chapitre 6). Moyennant une calibration du modele, il est
possible de reproduire certaines trajectoire d’avalanche sur des topographie complexes. Ce do-
maine reste cependant encore largement empirique.
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Figure 5: a) Avalanche dense. http://www.avalanches.fr/epaclpa/autresressources/photo/22038.jpg
F. Valla cemagref b) Avalanche en aérosol (http://membres.lycos.fr/risquesavalanches/avalanche3.jpg.
¢) Profil de vitesse d’un écoulement stationnaire de neige fraiche mesuré en paroi dans un canal
(inclinaison § =37°, épaisseur h=9.5 cm) (theése pierre rognon).



1.3 Volcanisme

La lave est une roche en fusion, plus ou moins fluide, émise par un volcan lors d’une éruption. La
lave est issue d’'un magma, réserve de roche en fusion située dans I’épaisseur des couches rocheuses
solides de la planete. Les laves, au moment ou elles sont émises, atteignent des températures
qui selon leur composition chimique varient de 700 & 1 200 °C. Elles se solidifient rapidement
par refroidissement au contact du sol, de 'atmosphere ou de ’eau et forment alors des roches
volcaniques, comme par exemple les basaltes ou les rhyolites. Les roches volcaniques, formées
par le refroidissement en surface d’une lave, appartiennent a l’ensemble des roches magmatiques,
conjointement avec les roches plutoniques qui sont formées par le refroidissement et la cristallisation
d’un magma en profondeur (comme les granites ou les gabbros). L’accumulation des laves et des
matériaux éruptifs éjectés (bombes, cendres et lapilli) construit le cone caractéristique des volcans
dont la forme dépend de la viscosité de la lave et de sa teneur en gaz. Lorsque qu’une coulée de
lave, fluide ou visqueuse, se crée lors d’une éruption, I’aspect de la lave et sa composition ne sont
pas toujours les mémes. En effet, la viscosité de la lave dépend de sa teneur en silice (Si02), si la
lave est tres chargée en silice, elle sera visqueuse et inversement. Cela nous permet d’expliquer le
principe des volcans de type effusifs et explosifs.

Dans les volcans de type explosif, la lave émise lors d’une coulée est visqueuse et tres riche
en silice. Lors d’une éruption, une nuée ardente peut se créer. Des bulles de gaz se forment et
remontent de la chambre magmatique. Cette poussée des gaz vers la surface s’appelle la pression
des gaz. Pendant la remontée dans la cheminée, la pression est tres élevée (poids de la colonne de
magma) et la viscosité de la lave importante. Lorsque la pression des gaz devient supérieure a la
pression de la colonne de magma, les gaz sortent brutalement et provoquent ’éjection explosive
de particules et de fragments de roche en fusion (bombes, lapillis et cendres). La roche obtenue
lors de telles éruptions est une roche ryolithique. Lorsqu’un volcan explosif entre en éruption, il
émet des coulées pyroclastiques, composées de cendres, de lapillis, de monceaux de lave brilante
et de lave visqueuse. Tres riche en silicate, tres peu fluide, dure, cette lave s’accumule le plus
souvent au sommet du volcan, créant ainsi un dome de lave. Cette lave explosive peut aller a des
températures de 1 000 °C a l'extérieur, voir plus dans une chambre magmatique. Lorsque une
éruption assez importante se déclenche, des pans entiers du flanc du volcan ou du déme de lave
se détachent et dévalent les pentes a des dizaines de kilometres par heure. Ces coulées peuvent
étre tres dangereuses pour les populations humaines, notamment par la rapidité de ses coulées,
par la taille, mais surtout par la potence de I’éruption, qui peut ensevelir et détruire une ville
entiere en quelques heures. De plus, ces coulées peuvent aller tres loin par rapport a I’épicentre de
I’éruption, ce qui augmente les chances de destruction d’une zone habitée pres du volcan, méme a
des kilometres de celui-ci.

Dans les volcans de type effusif, dont la lave est pauvre en silice, la lave émise lors d’une coulée
est fluide. Lors de la remontée du magma dans la cheminée, les gaz n’ont aucun mal a s’échapper
vers le cratere dans la lave fluide. Il n’y a donc aucune augmentation de pression pendant la
remontée du magma, qui peut jaillir en fontaine de lave. Ce type de volcan peut également
présenter dans leur cratére un lac permanent de lave (ex. : Kilauea-Mauna). La roche obtenue
lors d’une coulée de lave effusive est une roche basaltique. Lorsque un volcan effusif entre en
éruption, il émet des coulées de lave fluide caractéristiques, pauvres en silicates. La température
de la lave au sortir du cratére est environ 1 200 °C. Cette lave basaltique coule & environ 20 km/h
en sortant du cratere et se refroidit lentement au contact de 1’air, du sol ou de ’eau, diminuant
encore leur vitesse. Les coulées sont canalisées et relativement lentes. Lors d’une éruption pres
d’une zone habitée, des dégats matériels peuvent étre constatés, mais la lenteur de ces coulées
permettent aux gens de fuir lors d’une éruption.

On distingue :

e les laves lisses (ou pahoehoe "que 1'on peut parcourir pieds nus” selon le mot hawaien) :
coulée de lave tres fluide avec une surface réguliere, rugueuse et souvent striée

e les laves cordées : coulée de lave tres fluide dont la surface montre des bourrelets superposés
et entrecroisés (la mince croite superficielle de la coulée est déformée par lavancée de la



lave au centre de la coulée)

les laves prismées: Certaines laves, surtout les basaltes, ont un débit en colonnes hexagonales.
Ces prismes apparaitraient lors du refroidissement de la lave (fissures de rétractation). Quand
ils sont de grande taille, on parle d’orgues ou de colonnades. Les prismes sont verticaux,
parfois en gerbe radiale

les aa (selon le mot hawalen) : laves en coulées & surface chaotique, hérissée de blocs basculés.
Elle est formée par une lave trés rugueuse. Une lave de ce type est moins fluide qu'un
pahoehoe, mais également d’origine effusive. Le mot ”"aa” est un onomatopée du cri d’une
personne lorsque qu’elle marche sur ce type de basalte rugueux. Cheire est un mot auvergnat,
synonyme de aa.

la lave en coussins (ou (en)pillow lava) : laves mises en place lors d’une éruption sous-marine

les domes, ou aiguilles : construits par des laves tres visqueuses.

Figure 6: Dome

Figure 7: Coulée pyroclastique

2 De Navier-Stokes a Stokes

Pour un fluide visqueux newtonien et lorsque ’écoulement est incompressible, I’équation de I’énergie
est découplée des équations de continuité et de quantité de mouvement, c’est-a-dire qu’on peut
déterminer la vitesse et la pression indépendamment de 1’équation de ’énergie. L’expression des



équations de continuité et de quantité de mouvement sont considérablement simplifiées.

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit:

4 pidV =R
dt /.

ot R est la résultante des forces s’appliquant sur le volume matériel considéré. De par le théoreme
de transport, on a

d Opv; L G opv; . L
— AV = —dV iU dS = d i dV =R,
dt Jy,, - /Vm ot " }gvm P /Vm ( o vipw v)>

En passant a 1’échelle particulaire, on obtient :

8vi

ot

dpv;
ot

+ div(pv;¥) = v; (gﬁ + div(pﬁ)) +p ( +7- Vvi) =R,

On obtient finalement ’quation de bilan de la quantité de mouvement:

p(jg:p(gj—s—(ﬁ-?)ﬁ):ﬁ

Considérons un volume V,,, de matiére limité par une surface fermée S . Notons R la résultante
des forces de surface. On a, par définition du tenseur des contraintes : R = || g 07idS soit, pour
les composantes suivant les vecteurs €; , i = 1...3, d’'une base orthonormée :

Ri = Z//S aijnde
J

On reconnait dans 'intégrande le flux d’un vecteur &; de composantes (o;1,042,0;3). On peut
donc appliquer le théoréme de Stokes-Ostrogradski :

00y
RiZ// Va;dV = /// —”dV:/// 0;0;;dV
v ; V@xj \%4 T

Dans le cas visqueux, nous verrons dans le deuxiéme cours que le tenseur des déformations

s’écrit:

_ 1 avi (%j

Sij == — 4+ —

2 Ty ZT;

ou x; et v; désignent respectivement les composantes du vecteur position et du vecteur vitesse
selon la direction i. Tenseur des contraintes:

5ij = —P(Sij + 277§ij

1 est la viscosité dynamique et s’exprime en Pa.s On obtient alors:

R; = ///V (20085 — 0;P) dV = ///V (n (07,vi + 0:0;v;) — 8;P) dV

Considérons maintenant que le fluide & une masse volumique constante. On rappelle que
I’équation de continuité appelée alors équation d’incompressibilité s’écrit:
= —
V.- 79=0
L’équation de bilan de la quantité de mouvement s’écrit finalement:
dv  ov

O (5:9) 5= LT v T
a=at( )“——; PNV S



oll v = £ désigne la viscosité cinématique du fluide (unité SI : m2.s71)

Equation de Stokes

25 —
nVy = Vp
En prenant le rotationel de I’équation, on obtient:
W=0

En prenant la divergence de ’équation, on obtient:

Vip=0

Contrairement & 1’équation de Navier-Stokes, ’équation de Stokes est linéaire (le terme inertiel,

non-linéaire, est en effet négligeable). Les écoulements solutions de cette équation posseédent par
conséquent des propriétés bien particulieres :

3

e unicité : pour des conditions aux limites données (valeur de la vitesse au niveau des parois

et/ou & l'infini), il existe un et un seul écoulement vérifiant I’équation de Stokes ;

additivité : les solutions de I’équation de Stokes vérifient le principe de superposition : si 7/
et U sont solutions, alors toute combinaison linéaire A1 + \o¥s le sera aussi (ceci n’est pas
incompatible avec la propriété d’unicité : seul I’écoulement vérifiant les bonnes conditions
aux limites sera observé) ;

réversibilité : si un champ de vitesse ¥(7) est solution de 'équation, alors —(7) lest aussi,
a condition de changer le signe des gradients de pression, ainsi que des vitesses aux parois
et a linfini (ceci est une conséquence directe du principe de superposition) ; cette propriété
est contraire & notre intuition, fondée sur notre expérience des écoulements macroscopiques
: la réversibilité des écoulements a bas nombre de Reynolds a ainsi poussé les étres vivants
de tres petite taille & développer des moyens de propulsion originaux.

paradoxe de Stokes : Il faut prendre garde au fait que les solutions mathématiques de
I’équation de Stokes, dans un cas donné ou dans certaines régions du domaine de solution,
peuvent étre physiquement fausses. Ceci est dii au ”paradoxe de Stokes” a savoir que les
conditions physiques permettant de ramener I’équation de N-S & ’équation de Stokes ne
sont pas nécessairement réalisées dans tout le domaine de solution, a priori. On aboutit
alors a des solutions présentant des comportements potentiellement aberrants dans certaines
limites. C’est le cas par exemple ”a I'infini” ol souvent le terme inertiel finit par 'emporter
sur le terme visqueux, sans qu’on puisse le préjuger a priori.

Approximation de lubrification

Lorsqu’un liquide est fortement confiné entre deux surfaces, c’est-a-dire que 1’épaisseur de liquide
est tres faible devant les dimensions transversales des parois confinantes, il est possible de simplifier
fortement 1’équation de Navier-Stokes qui gouverne son écoulement : c’est 1’ approximation de
lubrification, qui permet en particulier de décrire I’écoulement du liquide dans les contacts lubrifiés.

En effet, si H < L (ou H est I’épaisseur moyenne entre les parois, et L est la dimension

transversale caractéristique des parois), alors :

e la composante de la vitesse parallele aux parois est tres grande devant la composante per-

pendiculaire, que I'on peut négliger ;

e la vitesse varie essentiellement dans la direction perpendiculaire aux parois : on peut donc

négliger les dérivées de la vitesse par rapport aux coordonnées paralleles aux parois devant
les dérivées par rapport a la coordonnée perpendiculaire ;

e on peut considérer que la pression est constante dans la direction perpendiculaire aux parois.



Un aspect essentiel de cette approximation est que l'on peut négliger le terme inertiel -
retrouvant ainsi I’équation de Stokes- lorsque Re < (L/H) (o Re est le nombre de Reynolds
associé a I’écoulement), condition beaucoup moins restrictive que la condition habituelle Re < 1
des lors que L est tres grand devant e.

On part de ’équation de Navier-Stokes:

ov

— 1 —
— + (17~grad) U= ——gradp + VA7,
ot P

ou : U(7,t) est la vitesse du fluide ; p(7,t) est la pression dans le fluide ; p est la masse volumique

du fluide ; v est la viscosité cinématique du fluide ; ¢ représente le temps ; ga)i et A sont
respectivement les opérateurs différentiels gradient et laplacien.

Dans le cas d’un écoulement laminaire parfaitement parallele (par exemple dans une conduite
cylindrique), le terme inertiel présent dans ’équation de Navier-Stokes est rigoureusement nul :

(U.gﬁi)ﬁzﬁ.

Dans le cas d’'un écoulement permanent, c’est-a-dire invariant dans le temps, la dérivée tem-
porelle de la vitesse s’annule et on retrouve alors I’équation de Stokes, et ce quelle que soit la
valeur du nombre de Reynolds. Lorsque les parois et donc ’écoulement ne sont pas tout a fait
paralleles, dans quelle mesure est-il possible de négliger tout de méme le terme inertiel 7

Considérons un liquide quasi-paralléle, par exemple confiné entre deux parois. Afin de simplifier
cette étude, on se restreint & un écoulement a deux dimensions (le résultat reste valable pour un
écoulement a trois dimensions). On peut projeter I’équation de Navier-Stokes sur les axes Ox et

Oy :
%J’_ %_’_ % —_1%4_ 821}"’”4’_82%”
ot Y or T, ) T p Ox Y\ 022 02
Ov, e Ov, . du.\ _ 19p Ly 0%v, N 0%v,
ot T ox 0z ) p oz ox? 022

On note e ’épaisseur moyenne entre les parois, et L ’échelle de variation typique de 1’épaisseur
(par exemple : taille du contact lubrifié ou période caractéristique de la rugosité des surfaces). On
suppose que e est tres petit devant L : e < L. L’angle formé par les deux surfaces confinant le
liquide est de Pordre de O(Ae/L) ~ O(e/L).

On peut alors estimer 'ordre de grandeur des termes présents dans I’équation de Navier Stokes.
En notant U la vitesse typique (vitesse moyenne) du liquide paralleélement aux parois et en utilisant
Pincompressibilié, on peut estimer 'ordre de grandeur des composantes de la vitesse : v, = O(U)
et v, = O(Ue/L). Silépaisseur e est trés petite devant la longueur L, on pourra donc négliger
v, devant v,. Ainsi, dans 1’équation de Navier-Stokes, les termes faisant intervenir v, seront
négligeables devant ceux faisant intervenir v,. La projection sur Oy de ’équation de Navier-
Stokes se simplifie alors en:

0
»_,
0z
indiquant que la variation de pression dans la direction perpendiculaire aux parois peut étre

négligée.

D’autre part 1’échelle de variation de la vitesse perpendiculairement aux parois sera imposée
par I’épaisseur H entre celles-ci. La dérivée de la vitesse par rapport a y sera donc de 'ordre de
la valeur typique de la vitesse sur la longueur de variation typique, soit :

vy U
az—0<y)~

De méme, I’échelle de variation de la vitesse parallelement aux parois sera L et :

Ovy U
ox =0 (L)




En suivant la méme démarche, on peut estimer les dérivées secondes de la vitesse selon y :
2

0°vy 0 U\ .

022 az)’

0%v, U
ox? © <L2) '

A partir de ces estimations, il est possible de comparer les amplitudes des différents termes
intervenants dans I’équation de Navier-Stokes. On remarque tout d’abord que dans le terme
visqueux, la dérivée seconde de la vitesse par rapport & x, de 'ordre de U/L?, sera négligeable
devant la dérivée seconde par rapport & y, de Pordre de U/H?, lorsque H est trés petit devant L.

Le terme visqueux se réduit alors a :
9%v, U
v =0|\v—=|.
022 H?

Les deux composantes du terme inertiel seront par contre du méme ordre de grandeur :

Ov,, U U?
o =o(vg)=o(T):

vz% ~0 <U (H/L)Z) ~0 (T) .

Le terme inertiel sera donc négligeable devant le terme visqueux lorsque :

U? < U . UH < L
— L Vv—=,50it . — K —.
L H? v H
On reconnait dans le premier membre le nombre de Reynolds associé a I’écoulement. La condition
de validité de I’approximation de lubrification s’écrit donc : Re < %, avec H < L.
En régime permanent, ’écoulement du liquide est finalement gouverné par le jeu d’équations
suivant :

et selon x :

0%v, _@_
52 T o’
dp
2z "

Cette démonstration peut se faire de maniere un peu différente, en adimensionant les équations
par p, U, L et H.

H
t=(L/UW, 2 =La',z = H2, u, =Uul, u, = Ufulz, p=pU?p, (1)
L’équation de conservation de la matiere s’écrit:
oul, o
z 2 =0 2
oz’ + 0z' (2)

L’équation de la dynamique en = se réécrit:

U2ou, U? ( , Ou, e 8%) _Uropy WU <H2 02!, 82u;>

(3)

Tov T T\ Ty )T T T o T\ T2 002 T 92

et celle en z:

H [(ﬂau; U2( , ou, ,ﬁu’zﬂ _U%9p HWU (6‘2u’z 521/2)

o HvU 4
| or T \Megn TV Hor  TH2\0s2 ' 9.2 4

Les ordres de grandeur apparaissent alors dans I’équation directement et conduisent aux mémes
équations simplifiées.
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4 Coulées: solutions propagatives

Considérons une coulée de boue ou de lave sur une pente d’angle 6. Il faut alors prendre en compte
la gravité dans les équations. En omettant les termes d’ordre H/L et plus petit, on obtient a ’ordre

dominant:
U20p  vU 02,

0=gsinb =50+ 2 g (5)
ou, sous sa forme dimensionnée,
. 10p 0%y
Ozgsmﬂf;%Jﬂ/azQ (6)

Selon la direction transverse, on obtient:
1
0=—gcost — —— (7)
P
On obtient donc que la distribution de pression est hydrostatique (donc P = O(pgH cosf)), et

que ’échelle de vitesse est donnée par:

HgH cos 6

U:L v

(8)

L’air applique une contrainte négligeable sur la surface libre:

(=pdij +0ij)n; =0, i=uwx,z. (9)

ou
—png + Xgang + 0z2n, =0 (10)
—pn, + Xoone +0..n, = 0. (11)

en y = h. Le vecteur normal a deux composantes:

oh

o oh 1

nxz—%:—a—, nz:72:1 (12)
oh x oh

1+ (32) 1+ (32)
A Tordre dominant, la condition aux limites & la surface z = h(z,t) de la coulée s’écrit donc:
0z, =0et —p+0,, =0, ce qui donne:

Ouy
=0 13
o (13)
pour les contraintes tangentielles et
p=0 (14)

pour la contrainte normale. Il s’ensuit par intégration que:
P&, 2,t) = pgcosblh(z,t) — 2 (15)

L’équation de conservation de la quantité de mouvement longitudinale s’écrit alors, en utilisant
que u; et u, sont nul sur le sol:

— P9 (n6— coss M) (Z
Uy = p (bln@ cos@ax><2 hz) (16)

La surface libre est matérielle. Cela signifie que la vitesse de l'interface (selon la normale) est
égale a la vitesse normale du fluide au méme endroit:

oh oh
a—&-uwa—x =u,, y=h(x,1t) (17)
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De maniere équivalente, on peut écrire la conservation de la matiere sur une tranche de fluide:

h h
Ouy  Ou, 0 oh B
/0 ( B + 5% >dz_6:v/0 Uy dz uw(axh,t)%—l—uz(m,h(x,t),t)—O

qui se réécrit:

oh 0 h Oh  dq Oh  9(uh)
3t+6x</0u Z) o Tor ot o (18)
ou q représente le débit & travers une tranche et w la vitesse horizontale moyenne:
h
__q_1
=1== e d 19
U=, =7 /0 Uy dz (19)
Le débit total s’obtient par intégration:
h 3
h h
q:Eh:/O udyz%(sin@—cosegx) (20)
Combiné avec la conservation de la matiere, cela donne 1’équation finale:
Oh pg 0 [ 5(. oh
— +—— |h’ |sinf —cosf— || =0 21
o + 3 O [ sinf — cos 6 (21)

Il s’agit d’une équation de diffusion non-linéaire de la hauteur de fluide.
Dans le cas particulier d’un écoulement stationnaire et homogene (9/0x = 0), le profile de
vitesse prend la forme:

pgh® [y y?
ou h est constant. Le débit correspondant vaut:
h3
q= pgn sin (23)

On cherche une solution sous la forme d’une coulée se propageant sans changer de forme. Long
du front, la hauteur tend vers une constante h, et la vitesse vers:

h2
Uoo = pgn sin 6 (24)
Par conservation de la matiére, us, est la vitesse du front.
— t
h(z,t) = hoo f(X), X = tand “’hA (25)
On obtient: oh  dh 8X oh  dh 8X
7:77:—001] 0,7 —_— = — =t 0/
o " ax or - vetmbl 5 = X oy~ tmbd
ce qui donne une équation différentielle ordinaire:
df d 3 df
_ 4 = 1 - 2 = 2
dX + dX {f ( dX (26)
Par intégration, on obtient:
df
3(1_ 9 ) _
f < =)=
qui se réécrit:
f2df 1 1 1
_ - 1 (= 4+ _ =
dX 12 df 5 (12 +1+ (27)
qui s’integre en:
1 1—f




Figure 9: Lave de type aa vs Pahoehoe

Figure 10: Lave de type Pahoehoe
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5 Avalanches: méthode des caractéristiques

Considérons un probleme aux dérivées partielles de la forme:
n
ou
E ai(T1y. . Tpy W) =— = (L1, ..., Tp,u).
i=1 Oz

ou les a; dépendent de la fonction mais pas de ses dérivées. Les caractéristiques sont des fonctions
paramétrées par s:

(@1, oy, uw) = (21(8)y .« o, 20 (), u(s))

de sorte que ’équation soit vérifiée:

dl‘i

F ai(T1, ..., Ty, u)
du
o= (X1, oy Ty, )

On applique cette méthode a 1’équation obtenue en négligeant le terme d’étalement par la
pression:

8t+ 3n  Or

; 3
oh pgsm@@i_o (29)

Ici nous avons 1 =t et a;p = 1, puis o2 = x avec ag = M. Dans la mesure ot il n’y a pas de
terme source, on obtient ¢ = 0 et donc & est indépendent de s. La hauteur est conservée le long
des caractéristiques:
pgh?sin
r=x9+ ——t

6 Solutions de similitude par homothétie: domes de lave

Sur un plan horizontal, ’équation d’évolution de la forme se réduit & une diffusion non-linéaire:

oh _pg 0 [ 0n
ot 3nox {h 83@] (30)

Considérons une masse de lave de volume V confiné dans une petite région. Par conservation de
la matiere, on a:

h h(z,t)de = h h(z,0)dx =V (31)
[ o= [

Faisons I'analyse dimensionnelle du probleme. Les deux équations s’écrivent:

H pgH*
d’ou 'on tire: 18 18

2 3
= (2 ot L= (Pt (33)

pgt H 3n

Considérons la transformation:
32 1/5 3 1/5

h = il f(&) avec &= o x (34)

pgt pgV3t
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¢ est une variable de similitude qui traduit la décroissance de la hauteur comme t~1/5 et I’étalement
en t*/%. L’équation de conservation de la matitre devient:

/ T feyde=1 (35)

La dérivée temporelle s’écrit:

oh _ 1 (3771/2

1/5
=5 (25) v e (36)

et la dérivée spatiale:

oh (3 2/5 “1/5 o
G- () vrre (37
Cela donne: " g "
3
-5 (7<) = i (75) %)
soit encore,
g (P50) + e €n =0 (39)
qui s’integre en:
daf
3
5f € +&f=0

La constante d’intégration est nulle par symétrie autour de z = 0, qui donne f’(0) = 0. Main-
tenant,

5f2—J; + & =0, quiimplique fdf3 +&dé=0

Par intégration, on obtient:

3 1/3
f= [10(53 - 52)} , — &< €< =0, sinon. (40)

ou f(&) = 0. & est déterminé par I’équation

o
[ e 1.

5 3/5
=\3) st
ou I'(z) est la fonction Gamma.

On généralise maintenant & un débit variant comme At*, de sorte que le volume V de lave est
tojours confiné dans une petite région mais dépend du temps:

qui donne:

/ h(z,t)dz = Bt*"1 avec B = /\i—;—l (42)

—0o0
Faisons I'analyse dimensionnelle du probléeme. Les deux équations s’écrivent:

H Jig
—= gng et HL=Bt"! (43)
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d’ou 'on tire:

e 3 B2 $22+1 1/5 L B+ B pg B3 137+ 1/5 )
B Py - H 3n
Considérons la transformation:
3’I7B2 t2)\+1 1/5 37,] 1/5
h = <pg f(f) avec g = W X (45)

€ est une variable de similitude qui traduit la décroissance de la hauteur comme t(A+1)/5 et
I’étalement en ¢t(3A4/5 T’équation de conservation de la matiere devient:

| fera= (46)
La dérivée temporelle s’écrit:

oh 1 (37732 22T

1/5
== pg > [(2A+ 1) (&) — (44 3NE f/(6)] (47)

et la dérivée spatiale:

2/5
T (Z) e (48)
Cela donne: . of J of
5 (@00 -arane ) = 2 (FF) (49)
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Notes sur le cours ” Géomorphogénese”

B. Andreotti
M3b 2009/2010

Chapitre 2 Lois de comportement des matériaux
géologiques

1 Etats solides et fluides

1.1 Description des états de la matiere du point de vue thermody-
namique

Solide et liquide sont les états condensés de la matiere i.e. relativement denses et de masses
volumiques comparables (celles des liquides en général plus faibles que celles des solides, mais du
méme ordre de grandeur : 10% d’écart pour un corps donné):

o

e distance inter-atomique : d ~ a ~ A.

e libre parcours moyen dans un liquide : [ ~ a.

e taille d’'un grain d’orientation donnée dans un solide polycristallin : D ~ um.
Le Gaz est un état dilué: le libre parcours moyen grand devant la taille moléculaire:

e taille atomique : a ~ A

e distance interatomique moyenne : d = (kT /P)Y/? ~ 3nm @ 300 K et 1 atm (Vi = 22.4 L).
d> a.

e libre parcours moyen (mean free path) — distance parcourue par un atome entre deux chocs
successifs : [ ~ % > d (~100d @ 300 K et 1 atm).

Du point de vue thermodynamique, les états fluides s’opposent a 1’état solide par leur absence
d’ordre translationnel a grande distance. Dans un Solide, les molécules sont astreintes a vibrer
autour de positions moyennes fixes. Il existe un ordre translationnel a grande distance. Dans un
liquide ou un gaz, les molécules sont libres de se déplacer au hasard par activation thermique. Dans
I’état liquide, le désordre prédomine a longue distance; dans I’état gazeux, il n’y a pratiquement
pas d’interaction entre molécules. La transition entre les différents états s’accompagne de la dis-
continuité de certaines grandeurs thermodynamiques qui permettent de construire un diagramme
des phases sans ambiguité et sans avoir recours a une mesure des propriétés mécaniques.

Il existe des états thermodynamiques intermédiaires comme les cristaux liquides, qui gardent
un ordre translationnel selon certaines directions de ’espace. Ces mésophases ont des propriétés
mécaniques mixtes violemment anisotropes. Les cristaux liquides sont des systeémes possédant
un nombre de symétries intermédiaire entre ceux des phases solides et liquides. Leur molécules
ont généralement une forme allongée ou de disque, forme encourageant un comportement di-
rectionnel collectif. Ce comportement est aussi influencé par un certain nombre de parametres
extérieurs comme les forces mécaniques, électriques ou magnétiques. Ils sont également sensible
a la température, solides a basse température, et liquides a haute température. Ce phénomene



peut, par exemple, étre observé sur des écrans portables quand il fait tres chaud ou tres froid. Il
y a deux grandes classes de cristaux liquides : les cristaux liquides thermotropes et les cristaux
liquides lyotropes. Les thermotropes changent de phase en fonction de la température tandis que
les lyotropes sont des substances dans lesquelles les mésophases sont induites par la présence d’un
solvant et dépendent de la concentration comme de la température.

Le comportement des cristaux liquides est lié a leur structure interne. Par exemple, un cristal
liquide peut couler comme un liquide, mais les molécules ont un certain niveau d’ordre et sont ori-
entées comme dans un cristal. Les différentes phases des cristaux liquides peuvent étre distinguées
par leurs propriétés optiques différentes (comme la biréfringence). Vu dans un microscope sous
lumiere polarisée, un matériau a cristaux liquides semblera étre composé de zones de texture dis-
tincte. Chaque ”zone” correspond & un domaine ou les molécules sont orientées dans une direction
différente.

1.2 Description des états de la matiere du point de vue mécanique

Du point de vue mécanique, un fluide peut étre déformé de fagon tres importante de sorte que
les molécules changent constamment de voisin. A I'inverse, un solide élastique ne se déformera que
tres faiblement. Ceci permet une classification au premier ordre. Il existe cependant moulte com-
portements intermédiaires. Les solides n’ont un comportement élastique qu’a faible sollicitation :
ils peuvent avoir un comportement plastique pour lesquels il y a réarrangement moléculaire.
Lorsque la vitesse de déformation est lente et la température élevée, on parle de fluage. La duc-
tilité désigne la capacité d’'un matériau a se déformer plastiquement sans se rompre. La rupture
se fait lorsqu’un défaut (fissure ou cavité), induit par la déformation plastique, devient critique et
se propage. La ductilité est donc 'aptitude qu’a un matériau a résister a cette propagation. S’il
y résiste bien, il est dit ductile, sinon il est dit fragile. On parle de rupture ou d’endommagement
pour les matériaux fragiles. La contrainte délimitant le domaine élastique des autres domaines
est appelée limite d’élasticité (yield strength en anglais). Les fluides se comportent comme des
solides élastiques lorsqu’on les sollicite sur des échelles de temps tres courtes (& haute fréquence)
(t < tye). Dans la plupart des cas usuels, ce comportement visco-élastique n’est pas perceptible
car le temps caractéristique t,. est ridiculement court : on a affaire a un fluide simple. D’autres
fluides — faites I’expérience en touillant tres lentement puis vite un bol de maizena dilué dans I’'eau—
ont des temps caractéristiques macroscopiques, ce qui entraine des comportements amusants.

2 Contraintes, déformations, taux de déformations

2.1 Vorticité et tenseur des déformations

En élasticité, on définit le tenseur des déformations & partir du champ de déplacement u; par
_ 1 8ui + 8uj
o= =

Y 2 8Ij 317,'

En hydrodynamique, on définit, a partir du champ de vitesse v;, la vorticité comme le champ
W = rotv et le tenseur des déformations par

5. — d&:ij . 1 ov; " avj
N dt o 2 ax]’ 8:1:1

ou x; et v; désignent respectivement les composantes du vecteur position et du vecteur vitesse
selon la direction 3.

On retiendra qu’un déplacement/écoulement peut se décomposer (en chaque point) en une
composante rotation solide dont le vecteur rotation est donné par la moitié du rotationnel et une
composante purement élongationnelle (comme un cisaillement pur), i.e. ne faisant qu’étirer et
comprimer les particules fluides suivant deux directions orthogonales.



2.2 Définition et propriétés des contraintes

On définit le vecteur contrainte ¢ comme la force par unité d’aire exercée au voisinage d’une
surface élémentaire par les particules extérieures sur les particules intérieures. Cette définition,
pour étre non-ambigiie, suppose qu’on oriente la surface par sa normale 72 pointant par convention
vers l'extérieur. La contrainte est alors non seulement fonction de la position 7 mais également de
la normale 7 de la surface élémentaire:
¢=d&(r,m)

En particulier, si on permute le role de 'intérieur et de I'extérieur, i.e. si on transforme 7 en —1i,
on doit avoir, en vertu du principe d’action-réaction:

&, —i) = —é&(F, i)

Considérons maintenant ’équilibre d’une petit tétrahedre de matiere, de volume V' convenablement
orienté par rapport aux vecteurs de base (€7 , € , €3) . Les trois faces “basales” ont pour normales
—€| , —€5 et —e3 tandis que la face inclinée a pour normale 7 = n1€ + ns€s + nges . En faisant
intervenir les aires des facettes, ’équilibre su systeme s’écrit :

(i)S + &(—€1)S1 + &(—&2)Ss + &(—é3)Ss + ﬁ,V =0

ou ﬁ, est une éventuelle force volumique.

Deux remarques vont nous permettre de mettre en évidence une caractéristique essentielle du
champ de contrainte. La taille du tétrahedre est choisie suffisamment petite devant 1’échelle de
variation des champs pour qu’on puisse considérer les contraintes comme uniformes sur chaques
faces (on ne mentionne plus 7 en conséquence). Si maintenant on opére une homothétie de rap-
port A < 1 sur le tétrahedre, les forces surfaciques seront multipliéees par A\? tandisque le terme
volumique le sera par A3 . Lorsque A tend vers 0, par conséquent, le terme volumique devient
négligeable. On supposera que cela est vrai bien avant que les dimensions du tétrahedre devien-
nent d’ordre atomique, si bien qu’on reste dans le domaine continu. Les coefficients directeurs de
71 s’identifient & n; = S;/S pour i = 1,2,3. En tenant compte de ces remarques et de la symétrie
de ¢(7@) on obtient alors :

E’(nlé'l —+ n2€2 + 7_7:363) = nlé’(é'l) —+ 7125((?2) —+ ngE(é'g)

quelquesoient (ny , ne , n3 ) On a donc montré que la relation qui lie 77 et ¢ est lindaire. On
note o cette application 7 — ¢ est appellée tenseur des contraintes. Une fois choisie une base,
on représentera ce tenseur par une matrice 3 par 3 dont chacun des 9 coefficients est un champ
scalaire o;;(7) ayant la dimension d’une force par unité d’aire. On peut alors écrire la relation

fondamentale :
C; = E 035N
J

L’expression entre parentheses est une notation conventionnelle dite d’Einstein, supposant la som-
mation implicite sur les indices répétés (ici “j”). Considérons cette fois une petit cube d’aretes de
longueur a paralleles aux vecteurs d’une base orthonormée. En appliquant la relation ci-dessus aux
6 faces de normales €7, €5 et £€3, on peut exprimer les composantes des vecteurs contrainte sur
ces faces en fonction des composantes du tenseur des contraintes. On vérifie bien que la résultante
des forces de surface est bien automatiquement nulle.

L’équilibre mécanique suppose également que leur moment résultant, exprimé par exemple au
centre du cube, est nul. Ce moment est :

M= (032 — 023)(1351 + (013 — 031)11352 + (021 — 013)11353

si bien qu’on déduit la propriété importante :

Oij = Oji



i.e. le tenseur des contraintes est symétrique, donc diagonalisable dans une base orthonormée.
Par conséquent, il n’y a que 6 composantes indépendantes du tenseur des contraintes, 3 diagonales
et 3 non-diagonales. Notons enfin que les termes diagonaux correspondent a des contraintes de
traction/compression tandis que les termes non-diagonaux correspondent & des contraintes de
cisaillement. Un cube orienté suivant les vecteurs propres du tenseur des contraintes ne subit donc
que des tractions/compressions sur ses faces.

3 Equations de la dynamique

3.1 Théoreme de transport

On consideére le champ f(7,t) dépendant des coordonnées d’espace 7 et du temps ¢t. La dérivée
totale par rapport au temps s’entend comme la dérivée de f(7(70,to,t),t) par rapport au temps.
La dérivée de 7(70, to, t) est la vitesse, par définition. D’on

d 0 L=

G _ o1 +v-Vf

dt ot

La variation de l'intégrale de f sur un volume de controle V, susceptible de se déplacer et de

se déformer au cours du temps résulte des variations temporelles de cette quantité et du flux a
travers les parois. Le volume élémentaire qui traverse la paroi est v, - dSdt ou v, désigne la vitesse
de linterface. D’ou le théoreme du transport de REYNOLDS:

// fav = /// Gave g roas- /// OF | div (fa)av

La relation est la méme lorsque f est une quantité vectorielle (=plusieurs scalaires=composantes).
La version unidimensionelle s’appelle le théoreme de LEIBNITZ:

d ["® h® af dh(t)
G| rende= [ a0 T2

En analyse vectorielle, le théoreme de flux-divergence, aussi appelé le théoreme de Green-
Ostrogradski ou Gauss-Ostrogradski est un théoreme reliant la divergence d’un champ vectoriel a
la valeur de l'intégrale de surface du flux défini par ce champ. Il stipule que le flux d’un vecteur
a travers une surface fermée est égal a l'intégrale de la divergence de ce vecteur sur le volume
délimité par cette surface. L’expression du théoréeme est le suivant :

///divﬁdV:ﬂ F.dS
Vv >

Dans le cas d’'un volume matériel, v, = ¥ et dans le cas d’'un volume de controle immobile
U, =0

3.2 Conservation de la matiéere

En 'absence de sources de création ou d’annihilation de matiére (cas générique), la masse contenue
dans un volume matériel se conserve au cours du temps, indépendamment des déformations de ce
volume V,,,(t). On a alors

d
° AV =0
at Jy, ©



ou f désigne la masse volumique p(7,t) d’un fluide (éventuellement compressible). Le taux de
variation de la masse contenue dans le volume matériel V;,(t) est donnée par le théoreme de

transport,
— dV =
dt / ’ /

m m

= 0
pdV + ]{ pU-dS = (p + div(pﬁ)) dv =0
V’)’L VI)’L at
ou ¥(7,t) est le champ de vitesse Eulérien. En passant & Iéchelle particulaire, on obtient :

Op dp ——
a—&—dlv( pv) = E—i—pdlvv—o

Fluide homogene et incompressible p = pg donc dive' = 0

3.3 Résultante des forces de surface sur une particule

Considérons un volume V,,, de matiere limité par une surface fermée S . Notons R la résultante
des forces de surface. On a, par définition du tenseur des contraintes : R = ﬂ 5 01idS soit, pour
les composantes suivant les vecteurs €; , i = 1...3, d’une base orthonormée :

Ri = Z//S Jijnde
J

On reconnait dans I'intégrande le flux d’un vecteur &; de composantes (0;1,042,0:3). On peut
donc appliquer le théoreme de Stokes-Ostrogradski :

do;
R, = // V&, dV = /// ) ~dV = // 0;0:;dV

Dans le cas visqueux incompressible, on obtient alors:

R; = ///V (2n0;sij — O; P)dV = ///V (n (030 + 0:0;v;) — O, P) dV

3.4 Equations de la dynamique

Prenons temporairement le point de vue d’'un fluide. Le principe fondamental de la dynamique

s’écrit:
d . -
— pudV =R
at Jy,

ou R est la résultante des forces s’appliquant sur le volume matériel considéré. De par le théoreme

de transport, on a

d Opv; L = Opv; . .
— dV = av U dS = d i dV =R,
i )y, " /vm a T 7§vm pe /vm ( or T U)>

En passant a 1’échelle particulaire, on obtient :

dpv; . . 07 ov;
5 + div(pv;¥) = v; (at +div(p )) +p ( 5t )

On obtient finalement I’équation de bilan de la quantité de mouvement:

(3 (0 )0) -

Ri



Dans le cas d’un solide élastique, on utilise plutét le champ de déplacement @, qui vérifie
U= %. Par conséquent, le principe fondamental de la dynamique s’écrit:

T
— =R=V-.0
P e
En particulier, les équations d’équilibre s’écrivent simplement:

V-o=0

Considérons finalement que le fluide & une masse volumique constante. On rappelle que
I’équation de continuité appelée alors équation d’incompressibilité s’écrit:
= —
V.-9=0
L’équation de bilan de la quantité de mouvement s’écrit finalement:

dv  Ou = 1= >
at ~ ot +( S VPt +/
ouv = % désigne la viscosité cinématique du fluide (unité SI : m2.s71)

4 Elasticité

4.1 Compression isotrope

Un cas particulier est celui d’'un champ de pression hydrostatique P pour lequel 0;; = —Pd;; , le
signe moins provenant de la convention P > 0 en compression. Le tenseur est donc ici diagonal
dans toute base orthonormée.

Considérons une quantité donnée de matiere prise a la pression Py, occupant un volume V),
et soumise (de fagon isotherme) & un incrément de pression AP ; son volume devient Vp + AV.
Tous les états de la matiere répondent de la méme facon dans la limite o la compression n’induit
pas de changement d’état. La réponse est élastique, i.e. réversible et décrite par la donnée de la
“compressibilité isotherme” yr(P) :

_ Lo
XM=Y oP),

Dans la limite des petites surpressions, on a donc :
AV = _VO XT(PO) AP

Un systeme n’est stable vis-a-vis de fluctuations de volume que pour xr > 0. Quelques ordres de
grandeurs: - gaz (parfaits) : y7 = 1/P = 107°Pa~! sous 1 atm.

- matiere condensée : xr = 107?-10"11 Pa~1.

Pour les solides on utilise plutdt le “module de compression” (bulk modulus) K = 1/xp.

- acier K = 160 GPa

-eau K = 2,2 GPa

- air K =107* GPa

4.2 Contraintes élastiques
Le tenseur des contraintes se déduit de la densité volumique d’énergie libre élastique:

_oF

Oij
€ij



Dans le cadre de l'élasticité linéaire homogene isotrope, F est une forme quadratique définie
9
positive en €;;. Il n’existe que deux invariants quadratiques d'un tenseur, de sorte que F s’écrit:

1 1
F == 0ij€ij = = )\anjj + G€ij€ij
2 2
ou G et \ sont des caractéristiques du matériau, appelés coefficients de Lamé. On en déduit

immédiatement la loi de Hooke, par dérivation:
Oij = QGEij + A Qléij

ou, en écriture tensorielle:
o =2Ge+ N tr(e)]

ou I le tenseur unité et ¢r(-) la trace.

Clisaillement simple — Si Pon applique des forces opposées (un couple) de part et d’autre d’une
plaque mince constituée d’un solide élastique, il s’ensuit un déplacement relatif des deux faces du
solide proportionnel & cette force. Ce type de réponse élastique a un cisaillement (simple) est propre
aux solides. Un fluide ne peut soutenir une contrainte de cisaillement et s’écoule indéfiniment. Si
I'on considére un parallélépipede rectangle, le cisaillement est une variation de ’angle, qui n’est
plus droit. Cela correspond & des forces s’exercant parallelement a la face. On définit de méme la
contrainte comme étant la force divisée par la surface sur laquelle elle s’exerce ; cette contrainte
est appelée scission (toujours exprimée en MPa) et est notée 7. La déformation est ’écart & ’angle
droit v = €., appelé cisaillement, exprimé en radian. On a une loi linéaire de la forme:

0z = Gvy

ol G est le module de cisaillement ou module de Coulomb ou second coefficient de Lamé, généralement
exprimé en GPa. L’énergie libre emmagasinée dans la plaque cisaillée est:

F= %szv

Compression isotrope — A est appelé premier coefficient de Lamé. On considére une compression
isotrope. Le tenseur des déformations s’écrit:

_ 16V
€ij = 5377 0ij
3V
Le module de compression isotrope s’exprime donc en fonction des coefficients de Lamé par :

2
K=\+-G
+3

On peut donc réécrire la loi de Hooke en faisant apparaitre le déviateur et la composante isotrope
des déformations:

1
Oij = 2G (gij — 3€”57;j> + K Elléij

Traction-compression uniaziale — Considérons la traction ou la compression d’un fil cylindrique
selon son axe. La traction-compression correspond a des forces s’exercant perpendiculairement aux
sections de ces pieces ; elle est dite uniaxiale car les cotés de la piece ne sont pas contraints, toutes
les forces sont sur un méme axe. Si l’on veut caractériser le matériau en faisant abstraction de la
forme de la piece et de ses dimensions, on définit donc :

e l'allongement relatif ou déformation (strain en anglais):

At




e la contrainte axiale (axial stress en anglais), notée o,:

La loi élastique, dite loi de Hooke, s’écrit alors :
Oxax = Eexw

E est le module de Young (Young’s modulus en anglais), qui est une caractéristique du matériau.
E est également homogene & une pression, du fait des valeurs tres élevées qu’il prend, il est
généralement exprimé en gigapascal (GPa). Quelques ordres de grandeur: e verre, acier : F ~
100 GPa, v ~ 0.3

e plexiglas : F ~1 GPa, v ~0.4

e caoutchouc : £ ~ 1-10 MPa, v ~ 0.5

e hydrogel de gélatine : F ~ 1-10 kPa, v ~ 0.5

Lorsque l’on exerce une traction ou une compression, on constate que la largeur de la piece
varie également, a l'inverse de I’allongement. La variation relative de dimension est proportionnelle
a l'allongement relatif €,,, le coefficient de proportionnalité s’appelle le coefficient de Poisson ou
rapport de Poisson (Poisson’s ratio en anglais) en hommage au mathématicien frangais Siméon
Denis Poisson. Il est noté v, est sans unité et s’exprime, pour un cylindre, comme:

Ar Al
—_— Y — = — - €$I
To ZO

Considérons le volume de la piece. Pour une piece cylindrique, on a :
V = lrr?
Pour des petites variations, on a donc :

A
AV = 00/ly + 2Ar /1
Vo

(développement limité au premier ordre), soit :

AV—Z/ =(1—2v)ez,

On voit donc que si v > 0,5 le volume diminue en traction et augmente en compression (cas ex-
ceptionnel) ; si v < 0,5 le volume augmente en traction et diminue en compression (comportement
le plus général). Pour un acier, v vaut environ 0,3, on est donc dans le second cas.

Les contraintes selon la direction transverse a 1’essai sont nulles. Les déformations transverses
sont reliées a la déformation longitudinale par le coefficient de Poisson: €y, = €.. = —Véy,.
Les contraintes qui en résultent s’écrivent: G, = Féyr = (2G + (1 — 20)N\)€py €t Gy = 0 =
(—2Gv + (1 — 2v)A)égy. D’oli 'on obtient:

A

T 200+ G)
G(3X\ +2G)
A+ G

Inversement, les coefficients de Lamé s’expriment en fonction du module de Young E et du coef-
ficient de Poisson v:

Ev

A= AT —)



E
2(1+v)

L’énergie libre élastique du fil s’identifie au travail qu’il faut fournir de facon réversible au
systeme pour allonger a partir de son état a vide. A chaque étape infinitésimale dW = F.dl =
Enr?(€ — {o)dl. Par intégration, on trouve la densité d’énergie de déformation F/V, c’est-a-dire
I’énergie élastique divisée par le volume de la piece, vaut :

G:

1 1
.7:=§U€VZ§E62V

D’autres relations — On peut également relier le module de compression isotrope au module
d’Young et au coefficient de Poisson:

2 1 F
K=A+-G=-———

3 3(1-2v)
A noter que pour ¥ = 0.33 on a K = E et pour v — 0.5, on a K — oo (incompressibilité). Les
matériaux métalliques sont proches du premier cas (K ~ F dans leur domaine élastique) alors
que les élastomeres s’approchent d’un comportement incompressible (K > FE). On peut aussi
exprimer K en fonction des modules d’élasticité en traction E et en cisaillement G :

I 9 3
K E G
Il est souvent utile d’utiliser la relation inversée entre contraintes et déformations:
_ 1+v_ v_
€ij =~ Oij — FOkkOij

5 Rbhéologie des fluides ordinaires

5.1 Viscosité

Sur le méme principe, on construit dans le cas d’un fluide visqueux la relation constitutive a partir
du tenseur des taux de déformation:
1 /0v; Ovy
Sij = = ( - + J)
2 Ty ZT;

ou x; et v; désignent respectivement les composantes du vecteur position et du vecteur vitesse
selon la direction i. Le tenseur des contraintes: s’écrit:

1
055 = —Pdij + 21 (517' - 35115@) + ¢ 5045

ou 7 est la viscosité dynamique (de cisaillement) et ¢ la seconde viscosité ou viscosité de volume.
Dans le cas d’un fluide incompressible, la seconde viscosité n’intervient pas de sorte que le tenseur
des contraintes se réduit a:
C_Tij = 7P5ij + anij

Considérons un fluide qui s’écoule entre deux parois paralléles horizontales. L’'une est fixe, I’autre
est animée d’une vitesse V. Il s’établit en régime permanent un gradient de vitesse perpendiculaire
aux parois, et les différentes couches de fluide ”frottent” les unes sur les autres : une couche plus
rapide que sa voisine exerce sur elle une force d’entrainement, et réciproquement la plus lente tend
a ralentir sa voisine plus rapide. La ”force par unité de surface de contact” entre deux couches
voisines est proportionnelle au gradient de vitesse dans la direction perpendiculaire au mouvement
(elle est nulle si toutes les couches vont a la méme vitesse), et on appelle ”coefficient de viscosité”
le coefficient de proportionnalité. En définissant le taux de cisaillement 4 = 5., la relation s’écrit:

7:§:77f}/

La force par unité de surface 7 = 7, est désignée sous le terme de ”contrainte de cisaillement”.



5.2 Origine microscopique de la viscosité d’un liquide ordinaire

L’origine microscopique de la viscosité tient au mouvement thermique (brownien) des molécules
du fluide. La vitesse d’une particule de fluide posséde deux composantes : une composante
thermique, désordonnée, et une composante macroscopique liée au mouvement d’ensemble du
fluide. Lorsqu’une particule passe d’une couche a sa voisine plus lente 'effet de son mouvement
désordonné, elle emporte avec elle sa vitesse d’ensemble, propre & la couche d’ou elle vient. Lors
des collisions avec les particules de la couche d’arrivée, elle partage ’excédent de quantité de
mouvement qu’elle possede, et ce transfert, compte tenu de la dynamique chaotique des particules,
est irréversible. En moyennant ce transfert de quantité de mouvement entre couches voisines, on
obtient un effet macroscopique.

Le coefficient de viscosité caractérise donc la réponse du fluide a ’excitation que constitue une
mise en mouvement locale. De méme que l'introduction d’un gradient de concentration produit
un transport de masse (loi de Fick), 'introduction d’un gradient de température produit un
transfert thermique (loi de Fourier), et Uintroduction d’un gradient de vitesse produit un transfert
de quantité de mouvement (viscosité). Chaque situation est caractérisée par 'introduction d’un
déséquilibre dans le systeme, mais suffisamment faible pour que I’équilibre local soit préservé :
dans le cas du transfert thermique par exemple, la température varie de place en place, mais elle
est définie en chaque point du systeme.

Comprendre comment varie la viscosité avec les variables d’état du systeme suppose d’avoir un
modele du mouvement des constituants élémentaires. Dans le cas du gaz parfait, par exemple, le
mouvement est simple a modéliser : la température fixe la vitesse u des molécules, leur nombre
par unité de volume n (ce que, dans ce contexte, on appelle la densité) et leur taille fixent le libre
parcours moyen £, et il n’en faut pas plus pour obtenir une expression du coefficient de viscosité :
on trouve n = n m £ u/3 = p £ u/3, ou m désigne la masse des molécules (qui intervient car
il S’agit d’un transfert de quantité de mouvement ). On peut estimer ! en considérant que les
molécules d’air se comportent comme des sphéres dures. On introduit le diametre effectif d des
molécules. On a 7d%¢ n =1 d’on

N vmkT
= wd2\/3

ce qui est le bon ordre de grandeur pour 'air dans les conditions normales. La formule montre
que la viscosité augmente comme la racine carré de la température absolue (via u), résultat non
intuitif, et qu’elle est indépendante de la pression. Maxwell fut si surpris du résultat qu’il effectua
des expériences pour vérifier qu’il en était bien ainsi, en observant I’amortissement d’un pendule
dans différents gaz.

~ 10 %Pa.s

Dans le cas d’un liquide, la modélisation est plus compliquée, car les molécules étant au con-
tact, les interactions jouent un role essentiel. Quels sont les phénomenes et grandeurs physiques
dont dépend le déplacement des molécules 7 D’une part, I'agitation thermique est toujours
présente. D’autre part, chaque molécule est entourée de voisines, avec une distance moyenne
d entre molécules, caractéristique de la densité. Le déplacement d’'une molécule d’une distance
moyenne nécessite de déplacer les molécules voisines, et I'on traduit cet effet par I'existence d’une
barriere d’énergie de hauteur b et de largeur spatiale ro (o est plus petit que d mais du méme
ordre de grandeur). Le modeéle physique est alors le suivant. Lorsqu’on applique une contrainte
de cisaillement sur le liquide, on favorise le déplacement des molécules dans le sens de la force
appliquée, car le travail de cette force diminue la hauteur de la barriere dans le sens de la force
(travail moteur) ; la barriére est augmentée d’autant dans le sens opposé (travail résistant). La
physique statistique indique que la probabilité, pour une molécule, d’acquérir une énergie cinétique
e, dans un environnement caractérisé par une température 7', est donnée par la distribution de
Boltzmann 7 exp (—1%) (k désigne la constante de Boltzmann). Le facteur 1/kT assure la nor-
malisation de la probabilité. La probabilité de passer la barriere thermiquement est donc donnée
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par :
<1 e b
/b T OXP <_ﬁ> de = exp (_k:T>

Chaque molécule est piégée par les autres, et 'agitation thermique se traduit par une oscillation
dans une "cage”. La barriere est donc ”attaquée” avec une fréquence v correspondant a cette
oscillation.

Pour estimer cette fréquence, on peut dans un premier temps reprendre ’argument du modele
original de Eyring (1936). Ce dernier se sert du théoréeme d’équipartition de 1’énergie, qui indique
que chaque degré de liberté d’un systeme a la température T emporte une énergie de 'ordre de
kT. En considérant que le mouvement a l'intérieur d’une cage est celui d’un oscillateur quantique
de fréquence v, 'énergie est d’ordre hv (ou h désigne la constante de Planck) et on a donc :

kT ~ hv
autrement dit la fréquence d’oscillation est d’ordre £T'/h. On obtient en ordre de grandeur:

1.381072% % 300
~ 66105 = 0(0.2ps)

L’apparition de la constante de Planck est quelque peu troublante dans ce probleme. On peut
considérer que la fréquence d’attaque est plus simplement la fréquence d’oscillation, calculée clas-
siquement, dans la cage des molécules voisines. En reprenant le cristal décrit ci-dessus, on obtient:

On obtient en ordre de grandeur:

. 2.210% % 210710
T\ 18% 1.66F — 27

)1/2 = 0(0.2ps)

Le nombre de saut par seconde dN/dt est donc donné par le produit de la probabilité de
franchissement de la barriere, multiplié par la fréquence d’essai, soit :

dN b

g =V exp (_M)
En ’absence de contrainte, ces sauts s’effectuent dans toutes les directions et le fluide est macro-
scopiquement immobile. Plagons-nous maintenant dans le cas ou une contrainte de cisaillement 7
s’exerce dans le milieu. En moyenne, une molécule occupe une surface d?, elle subit donc une force
7d?. Lorsqu’elle effectue un saut dans le sens de la force, elle voit une barriere diminuée du travail

de la force pendant la montée, soit 7 d? ro/2. Dans le sens opposé, la barriére est augmentée de
cette méme quantité. Le bilan net, pour le nombre de saut par seconde, est donc :

dN b Td%rg Td?rg
— =vexp|——x ex —exp | —
dt PATRT P2kt P\ 2kT
Dans le cas d’un cisaillement faible : 7d®> < kT, on peut développer au premier ordre les deux

exponentielles dans le crochet :
dN v b
— = 7d*rg— exp (_kT>

Or chaque saut fait parcourir la distance moyenne d, et les différentes couches moléculaires sont
également distantes de d (on pourrait prendre ici une distance différente dans le sens du mouvement
et dans le sens perpendiculaire a celui-ci, notamment pour des molécules ayant une géométrie loin
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de la sphéricité, comme le benzene, par exemple ; mais, pour des raisons de simplicité, nous ne le
ferons pas ici). Par conséquent le gradient de vitesse intervenant dans la définition de la viscosité
est donné par :

oV dN

0z dt
A un facteur numérique pres d’ordre 1, le coefficient de viscosité s’écrit donc :

kT b
" d?rov P (kT>

Cette expression montre que la viscosité diminue rapidement lorsque la température augmente.
Est-il possible d’avoir une information sur la hauteur de la barriere b7 L’idée ici est de considérer
que lorsqu’une molécule effectue un saut, elle laisse derriere elle un trou. Autrement dit, on peut
interpréter la barriere comme 1’énergie nécessaire pour créer un trou, une lacune, dans le liquide.
L’énergie b doit donc étre de 'ordre de grandeur de la chaleur molaire latente de vaporisation L.
La comparaison avec I'expérience indique plutot : b ~ 0.4L. Le facteur de réduction est relié au
fait que, dans un liquide, des lacunes existent a I’état naturel.

Nous avons vu que la viscosité d'un gaz parfait ne dépend pas de la pression. Dans le cas d'un
liquide, si I'on exerce une pression extérieure P, le travail supplémentaire pour former un trou de
volume V; est augmenté du produit PV;. On a donc :

T (O (PY
N drr, P kT =0 P r

On trouve expérimentalement que, pour un liquide simple, V; est environ 15% du volume moléculaire
d2 To-

Lorsque le cisaillement devient important, on n’a plus le droit d’effectuer le développement ci-
dessus et il faut tout garder. La viscosité est alors plus petite que ce qu’'indique le comportement
newtonien. Le régime de cisaillement ou I’on commence a observer cette réduction est, pour de
nombreux lubrifiants, de 'ordre de 106 Nm=2.

5.3 Rhéologie des fluides complexes

Si le modele de fluide newtonien décrit bien la tres grande majorité des fluides composés de
molécules simples, il existe un bon nombre de fluides, dont certains sont d’usage tres courant,
qui ont un comportement sous écoulement plus complexe. La définition d’un fluide newtonien est
assez restrictive. Les contraintes de cisaillement sont proportionnelles au gradient de vitesse, ce
qui implique que :

e Dans un écoulement de cisaillement simple, les seules contraintes créees par 1’écoulement
sont des contraintes de cisaillement.

e La viscosité est indépendante de la vitesse de cisaillement.

e La viscosité est indépendante du temps et les contraintes s’annulent immédiatement lorsque
I’écoulement est arrété.

Toute déviation de ces regles est le signe d’un comportement non-newtonien. La description des
ces comportements et leur interprétation en relation avec la structure microscopique du fluide
constitue la discipline appelée rhéologie. Cette discipline est assez récente ; elle a connu un
développement considérable avec 'apparition des polymeres synthétiques.

Commengons par examiner le caractére non-newtonien le plus répandu, la variation de vis-
cosité avec la vitesse de cisaillement. Tres souvent, pour les solutions de polymere, la viscosité
diminue au fur et & mesure que ’on augmente le taux de cisaillement (gradient de vitesse) auquel
est soumis le fluide. C’est le comportement rhéofluidifiant (shear thinning en anglais). Ce com-
portement est également observé dans les suspensions de particules solides, dans les suspensions de
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vésicules déformables comme le sang. Un certain nombre de modéles empiriques permettent cette
description : dans une certaine gamme de taux de cisaillement, on peut représenter la viscosité n
comme une loi de puissance de 4, en particulier pour les polymeres fondus (modele d’Ostwald).

Un cas particulier du comportement rhéofluidifiant est 1’existence d’une contrainte seuil d’écoulement :
si la contrainte appliquée au fluide est inférieure a cette contrainte seuil, aucune déformation ne se
produit, le fluide ne coule pas. Un exemple courant de fluide & seuil est la pate dentifrice : elle ne
peut sortir du tube sous 'effet de son propre poids, il faut lui appliquer une contrainte nettement
supérieure pour qu’elle s’écoule. La représentation la plus simple d’un fluide & seuil est le modele
de Bingham qui donne la relation suivante entre la contrainte ¢ et le taux de cisaillement +:

oc=0s+n7y

ou o et la contrainte seuil et 7 est appelé la viscosité plastique. En pratique le modele de Bingham
ne s’applique que dans une gamme limitée de taux de cisaillements et la contrainte seuil, obtenue
par extrapolation du rhéogramme a 4 = 0, est souvent difficile & déterminer correctement.

On rencontre également le comportement rhéoépaississant (en anglais shear thickening) : la
viscosité augmente lorsqu’on augmente le taux de cisaillement. Dans la plupart des cas connus, le
comportement rhéoépaississant n’est observé que sur une gamme limitée de taux de cisaillement,
le liquide possédant également un comportement rhéofluidifiant a des taux de cisaillement plus
faibles. Par exemple, les suspensions tres concentrées (au-dessus de 30% en fraction volumique)
de particules solides présentent une brusque augmentation de viscosité qui est liée a un change-
ment important de la structure de la suspension. Un exemple remarquable de comportement
rhéoépaississant est observé avec les polymeres amphiphiles associatifs. La viscosité des ces solu-
tions est pratiquement constante jusqu’a un taux de cisaillement critique ou la viscosité augmente
rapidement de plus d’un ordre de grandeur. Ce brutal ”épaississement” de la solution est di a un
changement de type d’association entre les macromolécules : a faible taux de cisaillement, il y a
essentiellement des interactions intramoléculaires et, dans une gamme de concentration adéquate,
un taux de cisaillement élevé conduit & des interactions intermoléculaires et a la ” gélification” de
la solution.

Un autre comportement non-newtonien tres important est le caractere viscoélastique, tres
fréquent dans les solutions de polymeres et dans les polymeres fondus. La réponse du fluide a
une déformation présente a la fois un aspect visqueux (contrainte proportionnelle a la vitesse de
déformation) et un aspect élastique (contrainte proportionnelle a la déformation). Un exemple
particulierement spectaculaire de fluide visco-élastique est la pate de silicone connue sous le nom
commercial de ”silly-putty” : une boule de silly-putty rebondit sur le sol comme une balle de
caoutchouc ; pourtant, si on pose cette boule sur une surface horizontale et si on attend quelques
minutes, on voit le silly-putty s’étaler comme un fluide visqueux. Le méme matériau réagit de
maniere trés différente lorsqu’il est soumis & une sollicitation treés rapide (en le faisant rebondir
sur le sol) ou lorsque la contrainte est appliquée pendant un temps trés long. Dans le premier
cas, le temps de sollicitation est inférieur & un temps caractéristique du matériau, les composants
élémentaires n’ont pas le temps de se déformer de maniére importante et on observe une réponse
élastique. En revanche, lorsque le temps de sollicitation est plus grand que le temps caractéristique,
on observe une réponse de type visqueux. Le modele le plus simple de fluide viscoélastique consiste
a additioner les contraintes d’origine élastique et les contraintes d’origine visqueuse :

o= Ey+ny

Dans un fluide newtonien soumis & un écoulement de cisaillement simple (u, = “y), seule la
contrainte tangentielle o, est modifiée par I’écoulement, les contraintes normales restent isotropes
et égales a P. Dans certains liquides, essentiellement des solutions de polymeres de trés grande
masse moléculaire, I’écoulement de cisaillement induit également une différence entre contraintes
normales:

Ogx — Oyy = Nl(’}/) et oyy — 0. = NZ('Y)
L’anisotropie des contraintes normales est un effet non-linéaire : a faible taux de cisaillement, Ny
et Ny sont des fonctions quadratiques de 4. En général N; est négatif et beaucoup plus grand
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en valeur absolue que Ny qui est généralement positif. L’apparition d’anisotropie des contraintes
normales est 1ié au fait que I’écoulement de cisaillement modifie la microstructure du fluide et la
rend anisotrope. Prenons ’exemple d’une solution de polymeres : la macromolécule en solution a
I'aspect d’une ”pelote” de fil contenue dans une enveloppe sphérique. Lorsqu’elle est soumise a un
cisaillement suffisamment fort, cette pelote se déforme en un ellipsoide dont le grand axe a ten-
dance a tourner vers la direction d’écoulement. L’élasticité du polymere, d’origine essentiellement
entropique, a tendance & ramener cet ellipsoide vers une forme sphérique. La force de rappel est
maximale dans la direction de ’écoulement ; elle est responsable de I'apparition d’une compression
le long de ’écoulement. Ceci implique donc que 04, < 0yy, soit N; < 0. En revanche, il n’y a
pas d’interprétation simple du signe de N». L’anisotropie des contraintes normales a deux mani-
festations spectaculaires : 1’ascension du fluide le long d’un barreau tournant (effet Weissenberg)
et 'expansion du jet sortant d’un orifice. Dans 1’écoulement engendré par le cylindre tournant,
la vitesse est essentiellement azimuthale, avec un gradient radial. L’anisotropie des contraintes
normales conduit ici & : ogg < 0. Il y a une ”tension” le long des lignes de courant circulaires
qui tend a pousser le fluide vers le centre de rotation et donc a le faire monter le long du cylindre
tournant. Dans le cas du jet, I'expansion & la sortie de l'orifice est die a la relaxation des con-
traintes normales le long de 'axe du tube, accumulées pendant ’écoulement a l'intérieur du tube.
Cet effet d’expansion intervient fréquemment dans les procédés d’extrusion des polymeres fondus.

5.4 Rhéologie des suspensions

La limite tres diluée par Einstein (1906).

5
Nt (¢) =1 (1 + 2(25)
Transition de blocage et divergence de la viscosité. Fraction volumique:

T d3
0=

()

wd3
Neff = 1) (1+2€3)n(1+3¢)

Bilan de puissance dissipée:

Ner €2 =1

D’ou:

6 Rhéologie des écoulements granulaires denses

6.1 Cisaillement simple : analyse dimensionelle

Considérons l'écoulement de cisaillement plan présenté sur la figure 1. Une couche de grains
sphériques de diametre d et de densité p, est confinée entre deux parois rugueuses par une pression
P imposée sur la plaque du dessus. Les plaques se déplacent 'une par rapport a ’autre avec une
vitesse relative V,,, de facon & imposer un gradient de vitesse ¥ = V,,/L constant, ou L est
la distance entre les plaques. En l'absence de gravité, et pour un écoulement stationnaire et
uniforme, I’équilibre des forces entraine do,,/0z = 0 et do,,/0z = 0. La contrainte tangentielle
T = |0.2| et la contrainte normale P = |0, .| sont donc homogenes dans le matériau, ce qui fait de
ce systéme une configuration modele pour étudier la rhéologie.
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Figure 1: Cisaillement plan.

6.2 Loi de friction et de dilatance

Nous allons montrer que ’analyse dimensionnelle impose une relation forte entre les contraintes
et P et le taux de cisaillement 4. En effet dans le cas de grains tres rigides (c’est-a-dire de module
d’Young grand devant la pression de confinement) et pour des grands systémes (L/d >> 1), il
n’existe que quatre parametres de controle dans le probleme : la taille des grains d, leur densité p,,
le taux de cisaillement ¥ et la pression de confinement P!. Ces parameétres faisant intervenir trois
unités (longueur, masse, temps), le théoréme Pi (Barenblatt 1996) nous indique que le systéme
est controlé par un unique nombre sans dimension

__d
=P W

Ce nombre I a été appelé nombre inertiel par Iordanoff & Khonsari (2004) et da Cruz et al. (2005),
qui l'ont introduit sous cette forme pour la premiere fois. Un autre nombre parfois utilisé est le
nombre de Savage ou le nombre de Coulomb, ppalz"y2 /P, qui est simplement le carré du nombre I
(Savage 1984 ; Ancey et al. 1999).

Une fois identifié 'unique nombre sans dimension du probleme, I’analyse dimensionnelle nous
impose que la fraction volumique ¢, qui n’est pas imposée dans cette configuration a pression
imposée, doit dépendre uniquement de I. De méme, la contrainte tangentielle 7 doit étre propor-
tionnelle & la contrainte normale P (la pression étant ’échelle de contrainte naturelle du probleme).
On a donc

T=u)P et @=oI), (2)
ou pu peut étre interprété comme un coefficient de friction effectif qui dépend du nombre 1.

L’analyse dimensionnelle ne permet pas de donner une expression de la loi de friction p(I) et
de la loi de dilatance ¢(I). Pour cela, il est nécessaire de faire appel & des expériences ou des
simulations numériques discretes. Les figures 2a et b montrent le résultat de simulations discretes
effectuées avec des disques & deux dimensions (da Cruz et al. 2005). On constate que le “coefficient
de friction” p n’est pas constant mais augmente avec le nombre I, ¢’est-a-dire quand on augmente
le cisaillement ou que ’on diminue la pression de confinement. Pour I = 0, le coefficient de friction
part d’une valeur non nulle p;. De son c6té, la fraction volumique décroit a peu pres linéairement
avec le nombre I en partant d’une valeur ¢. pour I = 0. Il est intéressant de remarquer que,
dans la gamme de nombre I explorée, le coefficient de friction macroscopique p(I) dépend tres
peu du coefficient de restitution inélastique e et seulement faiblement du coefficient de frottement
interparticule p, (tant que p, # 0, Fig. 2a). Cette observation est caractéristique du régime
d’écoulement dense et contraste avec le régime rapide et dilué vue au chapitre précédent (voir par
exemple la figure 77).

1] existe également des paramétres microscopiques sans dimensions liés aux interactions de contact comme le
coefficient d’inélasticité ou le coefficient de frottement entre les billes
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Figure 2: a, b, Lois de friction 7 = u(I)P et de dilatance ¢ = ¢(I) obtenues pour des disques (2D)
dans des simulations discretes de cisaillement plan, pour différents parametres micromécaniques :
e=0,1(e, g, =0,4), e=0,9 (O, p =0,4) et pp, = 0,8 (o, différents e) (da Cruz et al 2005).
¢, d, u(I) et o(I) pour des spheres (3D) déduites d’expériences de Couette cylindrique (Savage &
Sayed 1984) et d’expériences et de simulations d’écoulements sur plans inclinés (d’aprés Pouliquen
1999, GDR MiDi 2004 ; Baran et al 2006). e, f, Expressions analytiques proposées pour p(I) et
o(I).

6.3 Une interprétation physique du nombre [

Le nombre inertiel I peut s’interpréter physiquement comme le rapport entre deux temps

tmicro
I =-—, (3)

tmacro

Ol tmicro = d/+/P/p, est un temps microscopique de réarrangement 1ié & la pression de confine-
ment et tmacro = 1/ est un temps lié au cisaillement moyen. Pour s’en convaincre, considérons
deux couches de grains adjacentes au sein de I’écoulement (Fig. 3.a). La vitesse relative de la
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couche supérieure par rapport a la couche du dessous est Au = 4d. Par conséquent, le temps
moyen mis par un grain pour se déplacer de son diametre et franchir le grain en dessous est
d/4d = tmacro. Le second temps t,icro peut s’interpréter comme le temps mis par une particule
pour tomber dans un trou de taille d sous l'effet de la pression de confinement P (figure 3.b).
La loi de Newton projetée sur la verticale s’écrit dans ce cas, md?z/dt?> = F,, avec m ~ ppd3,
d?z/dt? ~ d/t? et F, ~ Pd?. On obtient bien tmicro ~ d/+/P/pp.

micro

~ e
o

Figure 3: Interprétation physique du nombre inertiel I en terme de temps macroscopique de
déformation (a) et de temps microscopique de réarrangement sous la pression de confinement P

(b).

Cette écriture du nombre I en terme d’échelle de temps offre un moyen pour classer les différents
régimes d’écoulement granulaire (figure 4). Les nombres I tres faibles (typiquement inférieure
4 107%/103) correspondent au régime quasi-statique, dans le sens ol les déformations macro-
scopiques sont lentes par rapport au temps de réarrangement des grains. En revanche, les grandes
valeurs de I (2 1) correspondent au régime rapide et dilué vu au chapitre précédent. Le régime
dense se trouve entre les deux. L’analyse dimensionnelle nous indique que pour passer du régime
quasi-statique au régime liquide puis gazeux, il est équivalent d’augmenter le taux de cisaille-
ment ou de diminuer la pression de confinement. Cette transition entre les différents régimes
d’écoulement avec le nombre I est particulierement bien visualisée sur la figure 4b, qui montre
I’évolution du réseau de force en fonction du nombre I. Pour des faibles valeurs de I, le réseau de
force est connecté et s’étend sur I’ensemble de I’échantillon comme pour un empilement statique
; quand I augmente, la longueur des chaines de force diminue.

6.4 Cisaillement a pression imposée ou fraction volumique imposée ?

Jusqu’a présent, nous avons raisonné dans le cas d’une couche de grain cisaillé a pression P imposée.
Dans ce cas, la plaque supérieure est libre de bouger verticalement et la fraction volumique s’ajuste
quand on varie le taux de cisaillement. Cette situation a pression imposée est caractéristique des
écoulements granulaires a surface libre, pour lesquelles c’est la gravité qui fixe la valeur de la
pression de confinement. Il existe cependant une autre possibilité pour cisailler le milieu et qui
consiste a travailler & fraction volumique constante en fixant la distance L entre les deux plaques.
Dans ce cas, la pression n’est plus imposée et augmente avec le taux de cisaillement pour un ¢
donné.

L’analyse dimensionnelle permet la encore de trouver une relation entre les contraintes et le
taux de cisaillement. Les parametres de controle sont la fraction volumique ¢, la taille des grains
d, la densité des grains p, et le taux de cisaillement 4. La seule échelle de contrainte est donc
ppd®5? et l'on obtient

T=ppd’ fi()F* et P = pyd®fa(p)i’. (4)

ou fi et fy sont deux fonctions qui dépendent uniquement de la fraction volumique. On remarque
que ces expressions sont analogues a celles obtenues avec la théorie cinétique dans le cas d'un
cisaillement plan & fraction volumique imposée (loi de Bagnold). Cela n’est pas surprenant car

ces relations proviennent simplement de I'analyse dimensionnelle. Elles sont vérifiées quelque soit
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Figure 4: a) Classification des régimes d’écoulement solide/liquide/gaz en fonction du nombre
inertiel I. b) Evolution du réseau de contact avec I pour un cisaillement plan obtenu par simulation
numérique 2D ; les traits représentent les forces normales entre particules (Rognon 2006).

le régime d’écoulement deés que les grains sont supposés rigides. En revanche, les fonctions f
et fo calculées par la théorie cinétique n’ont pas de raison d’étre encore valable dans le régime
d’écoulement dense.

Les relations précédentes impliquent un résultat a priori surprenant : dans une expérience a
volume controlé, il n’existe pas de seuil d’écoulement et la contrainte de cisaillement 7 tend vers
zéro quand le taux de cisaillement tend vers zéro. Il n’y a cependant aucune contradiction avec la
rhéologie u(I) et lexistence d’un seuil frictionnel pour le milieu, le rapport 7/P restant bien fini
quand 4 — 0. Les deux approches, & pression ou volume contrdlés, sont d’ailleurs rigoureusement
équivalentes. Il existe une relation univoque entre les deux donnée par fi(p) = u[I(p)]/I(p) et
fo(¢) = 1/I%(p). On constate que les deux fonctions f; et fo divergent quand I — 0, c’est-a-dire
quand la fraction volumique p — ..

Par la suite, nous adopterons plutot la description rhéologique en terme de coefficient de friction
u(I). Elle permet en effet de faire ’hypothése raisonnable d’incompressibilité pour les écoulements
denses (¢ ~ cste), tout en conservant l'existence d’un seuil d’écoulement et les variations du
coefficient de friction avec le taux de cisaillement, qui sont indispensables pour décrire la “viscosité”
du matériau.
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6.5 Loi constitutive

Les résultats précédents, obtenus pour un écoulement en cisaillement plan, montrent que le rap-
port entre la contrainte tangentielle et la contrainte normale ne dépend que du parametre sans
dimension I (tant que la taille du systéme peut étre négligée). Le profil de vitesse étant dans ce cas
linéaire, il est tentant de supposer que cette relation définie la rhéologie intrinseque du matériau.
Pour que cela soit vrai, il faut que les contraintes développées dans un écoulement inhomogene
soient les mémes qu’en cisaillement plan. C’est le cas si la rhéologie est locale, c¢’est-a-dire si la
contrainte de cisaillement ne dépend que du taux de cisaillement et de la pression locale.

Plusieurs résultats expérimentaux et numériques semblent conforter cette hypothese de localité,
du moins dans une certaine mesure. La figure 2b présente ainsi le coefficient de friction et la loi de
dilatance obtenus dans deux configurations différentes : une cellule de Couette annulaire (croix)
et des écoulements stationnaires uniformes sur plan incliné (ronds). On constate que les données
se superposent, ce qui suggere I’existence d’une rhéologie locale unique.

On généralise donc la relation trouvé en cisaillement plan a un cisaillement inhomogene car-
actérisé par un taux de cisaillement local 4(z) et une pression locale P(z). La contrainte tangen-
tielle locale 7(z) et la fraction volumique locale ¢(z) sont données par

17(2)|d
VP (z)/pp
En ajustant les résultats expérimentaux et numériques, il est également possible de donner une

expression empirique du coefficient de friction u(I) et de la loi de dilatance ¢(I), par exemple (Jop
et al. 2005 ; Pouliquen et al 2006)

T=u()P et ©=p), avec I= (5)

p) =g 2 et o= e (e gl (6)
Typiquement, pour un matériau granulaire composé de billes de verre monodisperses, on a p; =
tan21°, po = tan33°, I = 0,3, . = 0,6 et ¢,,, = 0,4. Les fonctions ainsi choisies sont tracées
sur la figure 2c. On remarque que la loi de friction sature vers une valeur maximale s pour des
grandes valeurs de 1.

La loi de friction et de dilatance (6) proviennent d’expériences et de simulations et sont donc
entierement phénoménologiques. Peut-on interpréter physiquement ces expressions 7 Une maniere
d’interpréter la décroissance de la fraction volumique avec le nombre inertiel I consiste a reprendre
I'image de la figure 3 montrant une bille se déplacant au-dessus des deux billes de la couche du
dessous. Quand la particule est dans un trou, on peut supposer que la fraction volumique de
I’empilement est maximale et vaut ¢.. Cependant, quand un réarrangement a lieu, la particule doit
sortir de son piege et on peut supposer que la fraction volumique passe alors par un minimum noté
©m- Sachant que le temps de réarrangement est t,,;.-, €t que le temps pendant lequel la particule
reste piégée est tmacro —tmicro, ON & © = [@mtmicro +‘pc(tmacro _tmicro)]/tmacro = Pc— (‘pc - ‘Pm)I-
On retrouve bien la décroissance linéaire de la fraction volumique avec I.

Il est plus délicat d’interpréter la forme particuliere du coefficient de friction p(I), et en par-
ticulier la croissance de ce frottement effectif avec I. Pour expliquer ’augmentation de la friction
avec le nombre I, certains auteurs ont étudié ’évolution de la distribution du réseau de contacts
et de forces dans les écoulements denses. Il semble que 'augmentation de 1’anisotropie de la dis-
tribution soit corrélée avec I’augmentation de la friction (da Cruz et al. 2005). Une autre fagon
d’interpréter microscopiquement la loi de friction consiste & étudier le probléme plus simple du
mouvement d'un grain unique sur un fond rugueux rigide. Nous renvoyons le lecteur a ’encadré
TAC-TAC pour les détails. Retenons ici que 1'on retrouve a 1’échelle d'un grain les différents
régimes solide, liquide et gazeux d’une assemblée granulaire. De plus, on retrouve le fait que
dans le régime liquide, le frottement effectif augmente avec la vitesse du grain, avant de saturer
et de décroitre dans le régime gazeux. L’augmentation de la friction avec la vitesse provient du
fait que, dans le régime liquide, le grain reste toujours en contact avec le fond a force normale
imposée. Quand la vitesse augmente, le taux de collision et 'impulsion augmente, ce qui augmente
la contrainte de cisaillement (Andreotti 2007).
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Remarquons enfin que la loi p(I) a été mis en évidence dans le cas d’un milieu granulaire
composé de particules sphériques et quasi-monodisperses. La pertinence du nombre inertiel I et
de la rhéologie locale p(I) pour des milieux plus complexes formés de particules irrégulieres ou de
tailles différentes n’est pas encore bien connue.

6.6 Généralisation tensorielle

La rhéologie précédente (5) est scalaire ; elle n’est donc valable que dans le cas d’un écoulement
unidirectionnel et cisaillé dans une seule direction. Pour décrire des écoulements plus complexes,
il est nécessaire de généraliser a trois dimensions la loi de friction sous forme tensorielle. Le
moyen le plus simple consiste a ré-écrire cette loi en faisant apparaitre formellement une viscosité
effective. En supposant de plus I’écoulement incompressible et la pression isotrope!, le tenseur
des contraintes s’écrit alors (Jop et al. 2006)

oij = —Pdi; + 7ij, (7)
et
, p)P [v|d
Tid S Tef iy AVEC Teff = T et I= P (8)
p

ol vi; = (Ou;/0z; + Ou;/0x;) est le tenseur taux de déformation, u,; le champs de vitesse et || le
second invariant du tenseur taux de déformation donné par :

. /1. .
|’Y|: 5'7%‘3"72’]’- (9)

Dans le cadre de cette formulation, le liquide granulaire est décrit comme un fluide incompressible
non-Newtonien, avec une viscosité effective n.;r = pu(I)P/|§]. Cette viscosité diverge lorsque le
cisaillement |¥| tend vers zéro, ce qui assure 'existence d’un seuil d’écoulement donné par

1
|7| > 1 P avec \/5 5 Tij- (10)

Cette description est tres proche de celle d’autres fluides complexes dit viscoplastiques ou “a
seuil”, comme la boue, les pates, etc. 1l existe cependant des spécificités liées a ’aspect frictionnel
des matériaux granulaires. Tout d’abord, la viscosité effective dépend de la pression P, et pas
seulement du taux de cisaillement comme dans un fluide complexe classique. Ensuite, le seuil
d’écoulement est proportionnel & la pression. Plus précisément, le critere (10) correspond a un
critere de friction du type Drucker-Prager. Ce dernier n’est pas exactement équivalent au critere
de Mohr-Coulomb (voir TD).

7 Appendice: Notions élémentaires sur les tenseurs

Les équations de la mécanique des milieux continus amenent & manipuler des tenseurs, en partic-
ulier le tenseur des contraintes, le tenseur des déformations et le tenseur des taux de déformation.
Notons ici quelques unes de leur propriétés essentielles.

Le caractere tensoriel d’'une quantité se définit par rapport a ses transformations dans un
changement de repére. Considérons deux systémes de coordonnées cartésiennes (zy,za,x3) et
(y1,y2,y3) ayant une origine commune. Les coordonnées dans les deux systémes d’axes sont
reliées par :

yi = Ajjz; et x; =y Ay

1Les simulations discrétes réalisées en cisaillement plan, cellule de Couette ou plan incliné montrent que, pour
un écoulement granulaire dense, la différence entre les contraintes normales o, et 0., dans le plan de cisaillement,
dite premiere différence de contrainte normale, est tres faible (inférieures & 5 %, Silbert et al. 2001 ; da Cruz et al.
2005 ; Depken et al. 2007). En revanche, la seconde différence de contrainte normale, o, — oy, pourrait étre plus
forte (de l'ordre de 20 %, Depken et al. 2007).
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oll A est une matrice de rotation telle que son inverse soit égale & sa transposée : AT = A~L.

Considérons maintenant une matrice 3x3 T dont les éléments sont des parametres physiques
dépendant des coordonnées d’espace et de temps. Lorsque les valeurs des éléments de T dans le
systéme de coordonnées y, notées T(y), sont reliées aux valeurs de ces mémes éléments dans le
systéme de coordonnées x, notées T(x), par les relations :

Tij(y) = AucAjpTia(x) et Tij(x) = Tia(y)AxiAy

la matrice T st un tenseur de rang deux. Une des caractéristiques importantes des tenseurs de
rang deux est 'invariance de leur polynéme caractéristique Det(T — AI) dans un changement de
repere. De ce fait les racines du polynoéme caractéristique, qui sont les valeurs propres du tenseur
sont également invariantes par changement de repere.

Le polynéme caractéristique peut s’exprimer en fonction des trois invariants du tenseur :

Det(T — AI) = = N* + 30\ — LA+ L
ces trois invariants ayant les expression suivantes :

Il = Det(T) = /\1)\2)\3

1
Io = Mo+ A3 + A3h = 5([T7"(T)]2 — Tr(T?))

13 :TT(T) :>\1+)\2+>\3

Le gradient de vitesse G obéit aux régles de transformation énoncées ci-dessus, c’est donc un
tenseur cartésien de rang deux. En effet, les composantes de vitesse se transforment comme les
coordonnées d’espace, puisqu’elles sont des dérivées par rapport au temps de ces coordonnées.
soit :

uiy) = Aiju; (%), wi(x) = u;(y) Ay

En utilisant la regle de dérivations succesives, on a pour la composante G; du gradient :

G — Ou,;(x) _ Oy Ou,;(x) 4
+ ox; Oz; Oy Oyx

Le gradient se transforme donc comme :
Gij(%) = Api A Gri(y)-

Le troisieme invariant, la trace du tenseur, est ici égal a la divergence de la vitesse. Il caractérise
le changement de volume, par unité de temps, d’un élément de fluide. Lorsque le fluide peut étre
considéré comme incompressible, la trace de G est nulle. Les parties symétrique et antisymétrique
de G sont également des tenseurs de rang deux.

Un autre exemple de tenseur de rang deux est le flux de quantité de mouvement pu;u;. Un
raisonnement analogue a celui fait pour le gradient de vitesse montre qu’il se transforme dans un
changement de repére comme :

puiuj(x) = Api A purw(y)
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Fig. 1 { (a) Schema d’un grain se deplacant a la vitesse uP dans un uide au repos. (b) Lignes de
courant dans le referentiel du grain lorsque la tra™ee est dominee par les contraintes visqueuses
de cisaillement. (c) Lignes de courant dans le referentiel du grain lorsque la tra™nee est dominee
par la pression.
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Notes sur le cours "Geomorphogenese™
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Chapitre 3 Transport sedimentaire

1 Force hydrodynamique sur un grain

Nous avons jusqu’a present considere les interactions entre des grains secs ou humides (ponts
capillaires). Dans un grand nombre de problemes, le uide interstitiel, que ce soit de I'air, de I'eau,
de I'huile ou de tout autre uide joue un réle important. On distingue deux types d’in uence
du uide. D’une part, le uide peut etre en ecoulement par rapport aux grains. C’est le cas par
exemple dans le transport sedimentaire ou dans I’ecoulement d’un uide au travers d’un materiau
granulaire. D’autre part, le uide peut étre entra™e en mouvement avec les grains comme dans
le cas des avalanches sous-marines ou des suspensions iso-denses. Il in uence alors { et contréle
dans nombre de cas { les processus dissipatifs au sein de ces ecoulements. Nous partons ci-dessous
du cas le plus simple { un seul grain dans un ecoulement stationnaire et uniforme { pour ensuite
discuter des forces dans les ecoulements plus complexes. En n, nous abordons la lubri cation des
contacts par le uide interstitiel.

1.1 Force sur un grain dans un ecoulement stationnaire et uniforme

Considerons un grain de taille d en mouvement a une vitesse uP par rapport a un uide
immobile de densite ¢ (Fig. 1a). En choisissant, d comme taille caracteristique, d=uP comme
temps caracteristique et ¢d® comme masse caracteristique, il ne reste qu'un parametre dans le
probleme: la viscosite dynamique du uide, ou, de maniere equivalente, la viscosite cinematique

= = ¢. On construit ainsi le nombre de Reynolds particulaire qui, comparant les e ets inertiels
aux e ets visqueux, caracterise le regime d’ecoulement:

Pd _ wd,
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A faible nombre de Reynolds R, les echanges de quantite de mouvement entre le grain et le
uide sont domines par la di usion visqueuse. La force resulte principalement, a bas Reynolds,
de la distribution de contraintes visqueuses sur le pourtour du grain. Le gradient de vitesse etant
proportionnel a uP=d, la contrainte visqueuse va comme uP=d. La surface sur laquelle s’applique
cette contrainte est proportionnelle a d. La force exercee par le uide sur la particule s’ecrit
dimensionnellement comme la contrainte fois la surface:

Fa = £ d uP = duP (2)
Le prefacteur peut se calculer exactement pour une sphere de diametre d (Guyon et al. 2001).
En coordonnees spheriques (r, , ), le champ de vitesses (Fig. 1b) s’ecrit:
3d d3 3d a3
=uP - = uPsi =
ur = uP cos 160 et u uPsin ar ¥ 3or3 3)

La decroissance de ce champ comme 1=r traduit une in uence des grains a longue portee. La
contrainte visqueuse a la surface de la sphere est uniforme et egale a

3
=—uP 4
5 @
Chaque element de surface contribue donc egalement a la resultante des forces hydrodynamiques.
L’aire de la sphere etant egale a d?, le coe cient vaut 3 de sorte que la force de tranee,
appelee force de Stokes dans cette limite, s’ecrit:

Fa= 3 duP (5)

Appliquons cette formule a un milieu granulaire ou a une poudre en suspension. Pour ce faire,
considerons un grain unigue tombant au sein d’un uide et soumis a la force de gravite dejaugee
de la poussee d’Archimede (force de ottaison), c’est a dire de la contribution hydrostatique a la
resultante des forces de pression. L’equilibre des forces s’ecrit:

Fa=¢(p ndg ®)
et de nit la vitesse limite de chute:
d2
Uchute = piff % (7)

Faisons I’application numerigue pour une bille de verre ( , = 2650 kg=m?®) de diametre d = 100 m
en chute dans I'eau ( ¢ = 1000 kg=m3 et = 10 ® m?=s). On obtient une vitesse de chute de
9 mm/s ce qui est raisonnable et correspond a un nombre de Reynolds legerement plus petit que
1. Si le uide porteur est une huile 1000 fois plus visqueuse que I'eau, la vitesse de chute devient
9 m=s de sorte que le grain met un peu plus de 10 s a parcourir sa propre taille. Considerons
maintenant des particules d’argile de 10 m dans I’eau. Leur densite etant pratiquement egale a
celle du verre, elles chutent 100 fois plus lentement que la bille de verre. 1l leur faut 18 minutes
pour sedimenter sur 10 cm et 3 heures pour sedimenter sur 1 m.

Faisons la méme application numerique pour un parachutiste de 'diametre’ d = 1:80 m d’une
densite { equipement compris { proche de celle de I'eau, en chute dans l'air ( f = 1:2 kg=m?®
et = 1:5 10 5 m?=s). La formule ci-dessus predit une vitesse terminale de chute de 108 m/s,
legerement plus faible que la vitesse de la lumiere dans le vide! Il faut evidemment en conclure
que la viscosite n’est pas le mecanisme dominant de transfert de quantite de mouvement dans ce
cas ci. Il s’agit en e et d’'un ecoulement turbulent, extrémement uctuant et desordonne.

A haut nombre de Reynolds, la di usion visqueuse est negligeable devant le transport convectif
par les uctuations de vitesse. Par symetrie, la force Fy s’exercant sur un grain spherique reste
colineaire avec la vitesse uP mais elle ne depend plus de la viscosite. La force principale provient
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Fig. 2 { Coe cient de tra‘nee Cq4 en fonction du nombre de Reynolds R pour une sphere lisse.
Insert: courbes Cq(Re) obtenues pour des spheres usinees avec di erentes rugosites de surface
(Achenbach 1972 et 1974) et pour une balle de golf (pointilles).

de I’'asymetrie de pression entre les deux faces du grain (Fig. 1c) . Comme les lignes de courant
convergent le long de la face au vent du grain, cette zone est peu uctuante de sorte que I’energie
est peu dissipee. On peut donc raisonnablement utiliser la relation de Bernoulli sur la face amont
du grain pour y estimer la surpression, qui varie comme % FUP2. Sur les ancs du grain, il y a
separation de la couche limite de cisaillement et il se forme une bulle de recirculation fortement
dissipative derriere le grain. La pression sur la face aval du grain est donc de I’ordre de la pression
loin du grain. Au nal, la force totale est de I’ordre du produit de la pression par la surface:

Fq = §c1 £d? UPUP ©)

Le prefacteur C4 s’appelle le coe cient de tra'nee, et depend de la forme de I'objet. Pour des
spheres lisses, a tres haut nombre de Reynolds, la valeurs experimentale de C4 est autour de 0:47.
Pour des grains naturels, les mesures donnent plutét C4 ~ 1.
Dans le regime turbulent, la vitesse limite de chute devient:
s
pt 4gd

T 3C, ©

Uchute =

Cette fois, I’expression ne predit plus qu’une chute du parachutiste a 140 m/s, ce qui correspond
a la realite { de 80 m/s sur le ventre, bras ecartes, a 300 m/s a la verticale. Prenons I’exemple
de grains de quartz de 300 m en chute dans I'air. Leur vitesse terminale est de I'ordre de 3 m/s,
ce qui co ncide avec la vitesse typique de grains transportes en saltation par le vent, lorsqu’ils
entrent en collision avec le sol. Dans ce dernier exemple, le nombre de Reynolds particulaire n’est
que de 60. Il s’agit, en realite, d’'un regime de transition entre celui, a bas Reynolds, domine
par les contraintes de cisaillement visqueuses et celui, a haut Reynolds, domine par I'asymetrie
amont/aval du champ de pression.

Il peut etre interessant, pour des raisons pratiques, de raccorder les deux regimes asymptotiques
en une unique loi. Par analyse dimensionnelle, la resultante des contraintes hydrodynamiques sur
le grain s’ecrit:

Fa= gcd(R) fd2uPuP (10)
Le coe cient de tranee Cq4 est maintenant une fonction du nombre de Reynolds qui peut étre

determinee experimentalement (Fig. 2). A bas nombre de Reynolds, dans le regime visqueux, la
force est proportionnelle a la viscosite ce qui signi e que Cq4 doit etre proportionnel a R 1. A



Fig. 3 { Visualisations de I’ecoulement autour d’une sphere de part et d’autre de la crise de tra"“nee
(Onera, H. Werle 1980). (a) Separation de la couche limite visqueuse. (b) Separation de la couche
limite turbulente.

haut nombre de Reynolds, le coe cient de tra‘nee Cq4 doit tendre vers la constante Cq de nie
precedemment. Pour raccorder, les deux lois d’echelle de la force de tra™ee, la formule suivante
donne toute satisfaction pour les applications usuelles:

Cq= CY?+sR 172 ’ (11)
Pour des grains naturels, on pourra prendre comme valeur numerique Cq4 ” lets ~ pﬂ 7 5.
La relation experimentale entre Cy4 et R dans le cas d’une sphere lisse, presentee sur la gure 2,
presente une chute brutale entre R = 10° et R = 10°. Cette crise de tra™ee provient d’un
changement de forme et de taille de la bulle de recirculation derriere la sphere (Fig. 5). Elle arrive
a un nombre de Reynolds d’autant plus petit que la sphere est rugueuse. Pour le comprendre,
analysons plus avant I'origine de la tra™mee de pression. Les contraintes de cisaillement tendent
a entramer le uide dans le sens de I’ecoulement loin du grain (Fig. 4b). Ceci est vrai, que les
contraintes de cisaillement qui controlent les transferts de quantites de mouvement dans la direction
transverse a I’ecoulement soient di usifs (contrainte visqueuse) ou proviennent des uctuations
turbulentes (contrainte turbulente dite de Reynolds). A I'inverse, le gradient de pression change
de direction entre I'amont et I'aval du grain (Fig. 4c). C’est cette force qui est a I'origine de la
separation de la couche limite et de la formation d’une bulle de recirculation. Les contraintes de
cisaillement et le gradient de pression ont des e ets antagonistes dans la partie aval de I’ecoulement.
Des lors, la transition d’une couche limite visqueuse vers une couche limite turbulente a un e et
paradoxal: elle augmente soudainement la contrainte de cisaillement et, ce faisant, entra™e un
recollement partiel de la couche limite (Fig. 3). L’ecoulement redevenant plus symetrique entre
I’'amont et I'aval du grain, la tra™nee de pression se trouve reduite.

vitesse contrainte de cisaillement ~ pression

Fig. 4 { Schema d’un grain soumis a un ecoulement uide . (a) Les vitesses sont nulles sur les
points d’arrét et maximales sur les ancs. (b) Les contraintes de cisaillement tendent a entra™er
le uide dans le sens du courant. (c) La pression est forte sur les points d’arrét et minimale sur
les ancs. Le gradient de pression tend a entra™er le uide dans le sens du courant sur la face
amont du grain, mais a un e et inverse sur la face aval du grain. Lorsque I’e et de la pression
domine les contraintes de cisaillement, il y a separation de la couche limite et formation d’une
bulle de recirculation.



1.2 Force dans les ecoulements plus complexes

Dans le paragraphe precedent, nous avons raisonne sur un grain en mouvement par rapport a
un uide immobile. Dans la plupart des cas, les grains sont en mouvement dans un ecoulement
uide inhomogene et instationnaire. Deux voies ont ete suivies pour tenter de determiner les
contraintes sur le grain dans ce cas. D’une part, il est possible d’e ectuer des developpements ana-
lytiques a partir du regime visqueux, en prenant en compte di erents e ets a I’ordre perturbatif:
instationarite, e ets inertiels, in uence d’un gradient de vitesse, etc. Ce sont ces developpements
qui fournissent le cadre d’interpretation des di erents e ets apparaissant dans le terme de force.
D’autre part, il est possible de mesurer experimentalement le mouvement de particules dans un
uide au repos ou en mouvement. Ces mesures montrent que les developpements systematiques
ont une limite de validite tres etroite: au dela d’'un nombre de Reynolds de quelques dizaines,
il faut en revenir a I’analyse dimensionnelle tend les ecarts aux calculs perturbatifs sont grands.
Dans la limite des ecoulements a haut nombre de Reynolds, le probleme se complique encore d’un
cran. Il est d’usage dans ce cas, de conserver, en vertu de I'invariance galileenne, les expressions
du paragraphe precedent en remplacant la vitesse du grain uP par la vitesse relative entre le grain
et le uide uP uf. Ceci n’est vrai qu’a une condition: que I’ecoulement uide ne presente aucune
uctuation intrinseque. Or, les forces hydrodynamiques resultent non seulement des uctuations
induites par la presence du grain, mais aussi de celles dues a la turbulence de I'ecoulement. Tres
peu de choses sont connues sur les forces ressenties par un grain dont la taille soit dans la zone
inertielle d’un ecoulement turbulent. Insistons en preambule que le plus robuste reste I'analyse
dimensionnelle developpee ci-dessus, les corrections ne permettant en general que peu de se rap-
procher de la realite des mesures dans une situation turbulente. Nous suivons ci-dessous la premiere
de ces voies et nous identi ons les di erents e ets qui interviennent a I’ordre perturbatif.
Nous avons postule que la force de gravite doit &tre dejaugee de la poussee d’Archimede. Il est
utile d’en retracer I'origine et les consequences. Considerons d’abord les equations du mouvement
uide: it
fd—ut = rP+ fg+ U
A la force de frottement due aux modi cations de I’ecoulement induite par la particule, on peut
ajouter les contraintes qui se seraient exercees sur la particule, si celle-ci avait ete uide. L’integrale
surfacique de la pression et des contraintes visqueuses se ramene a une integrale volumique du
gradient du tenseur des contraintes. Il en resulte une force supplementaire Farchimede €g9ale a:

(12)

duf
I:Archimede 6 f d3 H g (13)

ou, en premiere approximation, les quantites sont evaluees pour I’ecoulement non perturbe, au
centre du grain. Dans le cas d’un grain tombant dans un uide au repos, I’e et de I’ecoulement non
perturbe se reduit a la force de ottaison. Lorsque particules et uide ne sont pas iso-denses (c’est-
a-dire de méme densite), cette force conduit a ce que les particules ne suivent pas I’ecoulement.
Prenons un exemple important: celui d’un tourbillon intense au sein d’un ecoulement turbulent.
Le uide en rotation est a I'equilibre entre la pseudo-force centrifuge (e et inertiel) et le gradient
de pression (un tourbillon correspond a une depression). Un grain plus dense que le uide, de
passage dans le ¢ ur de ce tourbillon, ressent une pseudo-force centrifuge plus grande que le uide
deplace mais le méme gradient de pression. Il est donc ejecte. Cette e et est a I’origine du manchon
de poussiere qui enserre le ¢ ur des mini-tornades d’origine convective (Dust Devil) dont chacun
garde memoire. Contrairement a ce qu’on pourrait penser de prime abord, un ecoulement turbulent
ne permet pas de melanger des particules denses de maniere e cace. Il existe des concentrations
preferentielles de particules dans les zones sans rotation. La probabilite de rencontre accrue qui
en resulte expliquerait la croissance anormalement rapide des gouttes d’eau dans les zones de
condensation ou se forment la pluie.

Le second e et provient du fait que la particule en mouvement a cede au uide, une fois sa vi-
tesse stationnaire atteinte, une energie cinetique, qui s’ecrit dimensionellement = % £l gd3(up
uf)2. Dans cette expression, u’ represente la vitesse du uide non perturbe, a I’endroit ou se situe



le grain et le nombre sans dimension I represente le volume de uide mis en mouvement du fait de
la presence de la particule rapporte a celui de la particule. Dans le cas de I'ecoulement potentiel
autour d’une sphere, on montre que I vaut 1=2 (Brennen 1982). Lorsque la vitesse relative de la
particule par rapport au liquide varie, le uide exerce sur la particule une force egale a:

duP  duf
Fmasseajoutee E f 3 W W (14)

Des lors, tout ce passe comme si la masse e ective de la particule valait:

Me ective 6 p +% f d3 (15)
et celle du uide deplace, 7 £d3. Cela justi e I'appellation de cette pseudo-force inertielle: "masse
ajoutee™.

Le troisieme e et procede du retard entre le moment ou la particule change de vitesse relative
avec le uide et le moment ou la force qui en resulte change. La contribution dependant de I’histoire
a la force hydrodynamique s’appelle la force de Basset. A I’ordre lineaire, on peut la decrire par
une fonction de transfert temporelle:

z

dFq4
FBasset = K()

) (16)

Le noyau de convolution K( ) est une fonction sans dimension. A hombre de Reynolds faible, la
couche limite est visqueuse de sorte que le retard provient de la di usion de quantite de mouvement
entre la surface de la sphere et I'ecoulement. Dimensionnellement, le noyau doit donc étre une
fonction de #%—. Le calcul rigoureux a bas nombre de Reynolds donne un noyau traduisant des
correlations a long temps:

K( ):?&é (17)

A haut nombre de Reynolds, la couche limite est turbulente de sorte que le retard provient du temps
d’echange convectif de la quantite de mouvement. Le noyau est alors une fonction de ﬁ
En n, dans la gamme de nombres de Reynolds intermediaires ou se font les instabilites primaires,
un grain emet un sillage instationnaire compose de tourbillons. Dans ce cas, la correction de Basset

ne peut se mettre sous la forme d’une fonction de transfert ne dependant pas du temps.

3

Fig. 5 { Lignes de courant autour d’une sphere en rotation a la vitesse angulaire et resultante
Fn, des forces de pression.

Lorsque dans un ecoulement homogene, en plus de se translater a la vitesse uP, un grain tourne
a une vitesse angulaire , une force perpendiculaire a uP et a  appara, qui s’exprime comme:



Cette force, dite de Magnus, s’interprete tres simplement par un bilan des forces de pression sur
le grain. Resonnons dans le referentiel accompagnant le grain a la vitesse uf. L’ecoulement autour
du grain conduit, du fait de la presence de celui-ci, a des vitesses plus grandes que U sur ses
ancs. Comme I'indique la relation de Bernoulli, une sur-vitesse s’accompagne d’une depression.
Lorsque le grain tourne a vitesse , la symetrie de I’ecoulement est brisee, faisant apparatre
des vitesses et donc des pressions di erentes sur les faces du grain. La force de Magnus est la
resultante de cette asymetrie de pression. Pour une sphere, a bas hombre de Reynolds, Cy, peut
etre approximativement calcule par des techniques de raccordements asymptotiques, qui donnent
Cm ” 1 (Rubinow and Keller 1961). En regime visqueux, cette force associee a la relation de
Bernoulli devient negligeable devant les forces visqueuses dont nous reparlons ci-dessous.
Au nal, la structure de I'equation du mouvement d’une particule spherique a bas nombre de
Reynolds, dans un ecoulement ne presentant pas de variation spatiale importante a I’echelle d,
s’ecrit (Mordant and Pinton 2000):

1 _duP 3 duf 3 jut  uPjuf uP
(p"‘é f)W = (p f)g+§ fF'FZCd(R)fJ JCE )
+ 6FB§;S€t + %Cm . A up (19)

Considerons maintenant le cas d’un ecoulement a bas nombre de Reynolds dans lequel le champ
de vitesse varie a I’echelle du diametre d du grain (Matas et al. 2004). Au premier ordre, la force
est modi ee par la presence d’un gradient de vitesse. Dans le cas d’un ecoulement de cisaillement
simple de taux de deformation _, la force de portance a ete calculee par Sa man:

Fo= o pd P (20)

avec s ~ 1:61 pour une sphere. Cette force resulte, comme la force de Magnus, de I’'asymetrie
du champ de pression induite par les e ets inertiels. Ici, la rotation du grain est engendree par le
gradient de vitesse.

La correction d’ordre superieur provient de la courbure du champ de vitesse. La force de Stokes
s’ecrit comme I’integrale sur la surface de la sphere de la contrainte = 37 (uP uf). uf designe
le champ de vitesse du uide non perturbe par la particule. En developpant ce champ par rapport
a la vitesse au centre de la sphere, il appara™t une correction a la force de Stokes, appelee force de
Faxen, qui met en jeu le Laplacien de la vitesse:

Fe=t & uf 1)

(a) a~(dh)12

Fig. 6 { Schema de I’ecoulement lubri e entre une sphere en mouvement et une paroi plane. (a)
Vitesse normale. (b) Vitesse tangentielle.

1.3 E et de paroi et collision entre grains

Lorsque deux grains entrent en collision, le uide interstitiel est chasse. L’ecoulement qui
s’ensuit presente un gradient de I’ordre de la di erence de vitesses entre les deux grains, h divisee
par la distance h qui separe les surfaces. Lorsque les grains viennent au contact, en consequence,
les gradients de vitesse et donc les e orts visqueux tendent a diverger. L’e et est strictement le
méme lorsqu’un grain approche d’une paroi (Fig. 6a). Comme precedemment, procedons a un



raisonnement qualitatif pour determiner la loi d’echelle suivie par la force d’interaction entre le
grain et la paroi, dans ce cas. La force depend d’un nouveau nombre sans dimension, le rapport
h=d:

h
Fo= 3 dh Pl (22)
ou F est une fonction qui tend vers 1 a grande distance h=d. Quand le grain est proche Efia
paroi (h d), le uide forme un Im de lubri cation d’epaisseur  h sur un rayon a dh.

Par conservation de la matiere, il existe une vitesse radiale ug dans ce Im est de I'ordre de
2h. L’equilibre entre le gradient radial de pression et le gradient transverse de la contrainte de
cisaillement visqueuse conduit a une pression variant selon la loi d’echelle

P Uf ah
T (23)
La force qui en resulte va comme la pression multipliee par la surface:
a*h d’h
= - - 24
d 3 h (24)

Un calcul plus rigoureux (Brenner 1961) permet d’obtenir le prefacteur et donne une loi de la

forme:

3 d°h
2h

La fonction sans dimension  varie donc comme d=h.
Considerons le cas d’un grain rigide lance vers la paroi avec une vitesse initiale. Le principe

fondamental de la dynamique s’ecrit:

Fa = (25)

3 d?h
— 3 - J—
5P d*h h (26)
Cette equation s’integre en
9 h
h= —In — ; 27

ou la constante d’integration hy peut €tre reliee a la vitesse et a la distance initiales. On constate
que le grain n’atteint jamais la paroi et s’arréte a une distance hg de la paroi.

Considerons maintenant le cas de la sedimentation induite par la gravite. L’inertie des grains
peut etre negligee lorsque la viscosite a su samment freine le grain (regime de Stokes). L’equilibre
des forces s’ecrit alors: ,

3 d“b
J— d3 + =
On reconnat une equation di erentielle lineaire du premier ordre. La position de la particule
decro™t donc exponentiellement avec un temps caracteristique:

9
T = 29
chute ( o f) gd ( )

Meéme entra™mee par une force permanente, la particule ne touche donc pas la paroi en temps ni.
En realite, il existe un glissement du uide par rapport aux parois, que I’on peut caracteriser par
une longueur de glissement hgis. Dans le cas ou le grain et la paroi sont lisses, cette longueur de
glissement est de I'ordre de quelques tailles moleculaires lorsque I'angle de contact est plus petit
que =2 (regime hydrophile); elle peut atteindre plusieurs centaines de nanometres lorsque I'angle
de contact est plus grand que =2 (regime hydrophobe). Dans le cas ou le grain ou la paroi sont
rugueux, la longueur de glissement e ective est contrélee par cette rugosite (Lecoq et al. 2004).

0 (28)



Pour prendre en compte le glissement en paroi, on peut ecrire la force visqueuse regularisee a
I’echelle microscopique:
2
F= _3 dh (30)
2(h + hglis)

On predit alors que le grain touche la paroi en temps ni. Appliquons ce calcul au cas d’un grain
sedimentant dans I’eau. On considere que la bille part d’une distance h = d=2 avec la vitesse limite
de chute. Si I’on ne prend pas en compte I'in uence de la paroi, la bille touche le fond apres un
temps egal a Tehute (€9. 29). En prenant en compte la correction proche de la paroi, le temps
devient In (1 + d=(2hgiis)) Tchute- Pour une bille de diametre d = 100 m avec une longueur de
glissement nanometrique, le temps de chute nal se trouve multiplie par un facteur  10. Il s’agit
donc d’une correction importante a prendre en compte lorsqu’on s’interesse a des e ets ns.
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Fig. 7 { Coe cient de restitution e normalise par sa valeur sans in uence du uide interstitiel,
en fonction du nombre de Stokes. Les mesures ont ete e ectuees lors de la collision de billes de
di erents materiaux dans di erents uides (eau, huiles silicones de di erentes viscosites et air)
( gure d’apres Gondret et al. 1999).

Une sphere indeformable ne peut rebondir puisqu’aucune energie elastique n’a ete stockee lors
de la chute. Pour aller au dela du calcul precedent, et comprendre le rebond d’un grain dans un
uide, il faut donc considerer en sus I'elasticite du grain. Le parametre contrflant le coe cient de
restitution est le rapport entre I'inertie du grain et la force visqueuse. On construit ainsi le nombre
de Stokes: Lo
_5 @ pg _ pdh
St 3 dn 9 (31)

ou h est evalue a une distance de la paroi de I'ordre de d. Le nombre de Stokes est donc egal au
nombre de Reynolds fois le rapport de densite entre le grain et le uide environnant. En dessous
d’un nombre de Stokes critique, egal a quelques unites, le coe cient de restitution est nul. Au
dessus, il cro™t et tend vers une constante a grand St (Gondret et al. 1999).

Dans le cas d’un grain se deplacant parallelement a une paroi (Fig. 6b), le taux de cisaillement
dans la couche lubri ee est de I'ordre uP=h. La contrainte de cisaillement qui en resulte est de
I'ordre de uP=h et s’applique sur une surface a® > hd. La force hydrodynamique qui en resulte
dans la zone lubri ee est donc de I'ordre duP. Contrairement a la force lors d’un deplacement
normal, la force tangentielle garde la méme loi d’echelle que la force de Stokes. Le calcul exact
dans le cas d’une sphere donne la relation suivante:

9d

— o} I
Fa= 3 du¥ 1+ 0o

(32)



References

[1] Brennen C.E., A review of added mass and uid inertial forces, technical report, CR 82.010,
Naval civil engineering laboratory, 1982

[2] Brenner H. The slow motion of a sphere through a viscous uid towards a plane surface. Chem.
Engng Sci. 16 (1961) 242-251

[3] Gondret P., Hallouin E., Lance M. & Petit L. Experiments on the motion of a solid sphere
toward a wall: From viscous dissipation to elastohydrodynamic bouncing. Phys. Fluids 11 (1999)
2803-2805.

[4] Guyon E., Hulin J. P. & Petit L. 2001 Hydrodynamique physique, 2e ed., EDP Sciences &
CNRS Editions, coll. Savoirs Actuels.

[5] N. Lecoq, R. Anthore, B. Cichocki, P. Szymczak, and F. Feuillebois. Drag force on a sphere
moving towards a corrugated wall. J. Fluid Mech., 513:247{264, 2004

[6] J.P. Matas, J.F. Morris & Guazzelli E., Lateral Forces on a Sphere Oil & Gas Science and
Technology { Rev. IFP, 59 (2004) 59-70.

[7] Mordant, N. and Pinton, J.F. Velocity measurement of a settling sphere, Eur. Phys. J. B 18,
343-352 (2000).

[8] Rubinows I. & Keller J. B. The transverse force on a spinning sphere moving in a viscous uid.
J. Fluid Mech. 11 (1961) 447-459.

[9] Sa man P.G. The lift on a small sphere in a slow shear ow. J. Fluid Mech. 22 (1965) 385-400.

2 Seuil de transport
2.1 Nombre de Shields

De la méme maniere qu’un milieu granulaire ne se met en mouvement sous I’e et de contraintes
externes qu’au dessus d’un certain seuil, un ecoulement uide ne commence a eroder un lit gra-
nulaire que s’il est su samment puissant. Les grains sont pieges par la gravite dans les pieges
potentiels que cree, a la surface du lit, I'arrangement des grains qui le compose. Pour obtenir une
loi d’echelle, on peut raisonner sur un grain spherigue piege entre deux de ses voisins, xes (Fig. 8).
On considere pour I'instant que les forces de contact ne sont pas cohesives et que le frottement
(solide ou lubri e) est su sant pour empécher le glissement (voir le chapitre sur la plasticite).
Le grain perd I'equilibre lorsque la force d’entra™ement T est egale au poids du grain dejauge
de la force de ottaison: P =6 (p £)gd® multiplie par le coe cient de friction e ectif,

=tan( p + ) (Fig. 8). On obtient donc un critere quantitatif de mise en mouvement fonde la
sur force hydrodynamique T exercee sur le grain adimensionnee par ( ,  £)gd3.

Le probleme consiste a relier cette force a I’ecoulement uide et donc a des parametres de
contréle hydrodynamiques. L’ecoulement dans la couche interne du uide (voir chapitre suivant)
peut étre caracterisee par la contrainte de cisaillement basale T = fu?. La vitesse de cisaillement
u a la dimension d’une vitesse mais traduit en realite la contrainte . La force hydrodynamique
exercee par le uide sur une surface plate de la taille d’un grain est proportionnelle a Td?. En

Fig. 8 { Schemas montrant I’origine du seuil de transport. (a) Description a I’echelle du grain.
(b) Description diphasique continue.
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Fig. 9 { (a) Nombre de Shields ¢, au dessus duquel un ecoulement d’eau peut arracher des
grains d’un lit de sable naturel de taille d. Les symboles correspondent aux mesures e ectuees
par Yalin & Karahan (1979) ( ) et par Fernandez Luque & van Beek (1976) ( ). La courbe
en trait plein montre la prediction du modele propose en exercice. (b) Vitesse de cisaillement
seuil ug, en fonction de la taille des grains d, pour les mémes donnees. La ligne en pointilles
montre le comportement asymptotique dans le regime turbulent et la ligne en tirets le comportement
asymptotique dans le regime visqueux. La zone grisee montre la gamme de parametres pour lesquels
la couche limite visqueuse est plus grande que la rugosite geometrique zo: Pour des grains plus petits
que d =100 m, le lit est hydrauliquement lisse des qu’il y a du transport.

adoptant le point de vue hydrodynamique, on peut donc construire un nombre sans dimension, le
nombre de Shields, qui caracterise le rapport de la force tangentielle associee a la contrainte T et
de la force normale qui piege les grains:

f

“(p nod

Cette analyse suggere que le seuil de mise en mouvement est contréle par un seuil en nombre de
Shields, note . Il est tentant de penser que la force hydrodynamique T exercee sur le grain
est directement proportionnelle T d?. On s’attendrait des lors a ce que le nombre de Shields soit
independant de la taille du grain, de sa masse volumique et de la nature du uide environnant.
La gure 9 montre qu’il n’en est rien: dans I’eau, le nombre de Shields seuil decro™ continGment
avec le diametre des grains d. Cela signi e que la relation entre la force T et la contrainte basale

T est plus subtile qu’il n’y parait. Nous partons ci-dessous de I’approche continue pour identi er
la di culte, et la resoudre ensuite en raisonnant a I’echelle du grain.

(33)

2.2 Determination du seuil dans une description diphasique continue

L’idee la plus simple pour estimer le seuil de transport consiste a imaginer que la contrainte
de cisaillement T = [ au sein du uide est integralement transmise a la premiere couche de
grains par les forces hydrodynamiques. Des lors, sous la premiere couche de grains, la contrainte
hydrodynamique est nulle et la contrainte de cisaillement transmise par le squelette granulaire,
notee B, estencore egale a T (Fig. 8b). La premiere couche de grains est entra™mee lorsque cette
contrainte £, = T devient plus grande que la contrainte normale ( p £)~gd multipliee par
le coe cient de friction e ectif . Cette entra'nement homogene conduit a un nombre de Shields
seuil ¢, independant du regime d’ecoulement:

th=" " (34)

11



Cette expression predit un nombre de Shields seuil de 0:3 pour des billes de verre lisses et de
0:4 pour du sable naturel. Elle surestime le seuil mesure d’un facteur 3 pour les petits grains
(regime laminaire) et d’un facteur 20 pour les gros grains (regime turbulent). En conclusion, cette
description ne constitue qu’une premiere approche grossiere. Dans la realite, le seuil de transport
est determine par les grains les moins pieges et non par I'entra@‘nement de toute la couche de
surface.

Dans cette premiere mise en equations, nous avons introduit la taille du grain manuellement. De
maniere alternative, on peut determiner le seuil de transport en utilisant les equations diphasiques
developpees au chapitre precedent (Ouriemi et al. 2009). Nous nous limitons ici au cas visqueux.
Appliquons les equations d’equilibre aux phases uide et granulaire, dans une situation stationnaire
et homogene selon x:

prg+r Parr T4 oLt W) =0 (35)
(1 g+ Hr T @(uf uP) = 0 (36)
Selon la direction verticale, on retrouve les equations de la statique:
Pf= gz et PP= 2, = (, )0z
Selon la direction horizontale, les equations se mettent sous la forme:
d Qz ,d )f<z f
+ 7 X4+ =
dz az " 0 (37)
d )f(z f
1 7)== — =0 38
@ gz pu (38)
avec B, = P . En integrant la seconde equation, on obtient le champ de vitesse uide, qui
s’ecrit: f r1 _ s 1
uf = — exp (39)

1 °d

La vitesse du uide relaxe exponentiellement vers 0 a I'interieur du poreux que constitue le lit
granulaire. La premiere equation s’integre pour donner la contrainte granulaire:
" s 1#

z
1 4 (40)

Comme attendu, celle-ci tend en profondeur vers la contrainte totale T (Fig. 2?). Il est interessant
d’estimer la longueur caracteristique sur laquelle la contrainte purement uide { le ux vertical
de quantite de mouvement horizontale{ est transferee en totalite en une contrainte purement
granulaire. En considerant, I’expression de  fondee sur la force de Stokes et donc valide dans la

limite diluee, on obtient r1 _ r1 .
d~ g 41
18~ 6 (41)
. En prenant, I'expression de  obtenue dans la limite dense, on obtient:
r
1 ? d

150(1 7)) 23 (42)
Dans un cas comme dans l'autre, la longueur sur laquelle la contrainte est transmise du uide
au squelette elastique du solide est beaucoup plus petite que la taille du grain d. 1l s’agit d’un
artefact de I’'approche continue, qui ne prend en compte le caractere discret du materiau que dans
le parametre hydrodynamique associe a la porosite. Cela signi e que, dans la realite, la contrainte
est e ectivement transmise integralement apres la premiere couche de grains.
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De maniere suprenante, le modele diphasique rend compte d’un seuil. En e et, le critere de
Coulomb B,= P = est atteint pour la premiere fois dans le voisinage de z = 0. Cela provient
du fait que les contraintes normale et tangentielle au sein de la phase granulaire vont lineairement
a 0 a la surface libre. Le nombre de Shields seuil est donc determine par le rapport des variations
de ces contraintes: rl _

th= "~ [ (43)

Selon I'expression adoptee, le seuil est cette fois sous-estime d’un facteur 2 a 8 selon I’'expression
choisie pour . En conclusion, le modele diphasique ne rend pas compte correctement de I'interface
entre les phases liquide et granulaire: la longueur sur laguelle se font les transferts de contraintes
varie bien comme la taille du grain, mais avec un prefacteur d’origine hydrodynamique en lieu et
place du facteur geometrique. Cependant, il est possible, en etant conscient de cette faiblesse de
I’approche continue, de forcer un seuil determiner experimentalement en jouant sur une zone de
raccord interfaciale d’epaisseur d ou ” et  varie continuement.

En conclusion, on ne peut raisonner correctement en supposant que la premiere couche de grains
est emportee, au seuil, de maniere homogene. Experimentalement, il a ete mis en evidence par
Charru et al. (2004) que le nombre de Shields seuil pour un lit granulaire prepare par sedimentation
croit au | des rearrangements de la surface du lit avant d’atteindre une valeur asymptotique. Cela
signi e que ce sont les grains les moins pieges qui sont emportes et qui se redeposent dans des
pieges plus profonds. A temps long, il appara™t une distribution d’equilibre des con gurations des
grains a la surface, qui determine "le" seuil de transport. Pour capturer correctement la physique
de ce seuil, il faut en revenir a I’analyse des forces hydrodynamiques sur les grains les moins pieges.
Pour ce faire, on ne peut faire I’economie du calcul hydrodynamique du champ de vitesse au dessus
du lit granulaire. En particulier, il existe un second nombre sans dimension dans le probleme, le
nombre de Reynolds base sur la taille du grain u d= , qui compare les e ets inertiels aux e ets dus
a la viscosite du uide. Ce nombre determine deux regimes asymptotiques: le regime visqueux
a faible nombre de Reynolds et le regime turbulent a haut nombre de Reynolds. Nous allons voir
gue le nombre de Shields seuil tend vers une constante di erente dans chacun de ces regimes.

2.3 Seuil en regime visqueux

Dans le cas d’'un uide Newtonien a bas nombre de Reynolds, la contrainte de cisaillement
visqueuse s’ecrit: T = @,ux. Le pro | de vitesse dans la couche limite pres du lit de sable est
alors lineaire:

T u2
Uy =—2=—Z (44)

La vitesse e ective de I’ecoulement uf autour des grains peut €tre approximee par la vitesse du
uide a la hauteur z = d=2:
fd  du?
f —
u _ = 45
5 > (45)
On peut estimer grossierement que seule la contrainte visqueuse s’exerce uniquement sur la
moitie superieure du grain. Au seuil, la force d’entra‘nement hydrodynamique qui en resulte com-
pense exactement la reaction du grain, elle méme reliee a la force de gravite dejaugee de la force
de ottaison:

3 3
5 (p £)gd® > dutn Tthdz; (46)

ou estlecoe cient de friction e ectif. Cette relation predit un nombre de Shields seuil constant

et egal a:
2

th g 47)

Cette estimation conduit a un nombre de Shields seuil de I’ordre de 0:1 pour des billes de verre lisses
et a 0:14 pour des grains anguleux, ce qui correspond aux valeurs mesurees en regime visqueux.
En conclusion, le seuil de transport correspond a des grains sur lesquels la force tangentielle est
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de I'ordre de deux fois la force fd? qui s’exerce sur une paroi plate de surface d?. Les grains
qui depassent le plus du lit captent donc deux fois plus du ux de quantite de mouvement que la
moyenne.

ENCADRE 1

Couche limite turbulente

Pro | de vitesse logarithmique
La comprehension des phenomenes d’erosion et de transport granulaire suppose une familiarite
avec les ecoulements uides (d’air, d’eau, de dioxyde de carbone sur d’autres planetes) de couche
limite. Nous en donnons ici une vision succincte qui n’a pas pretention a remplacer la lecture et
I’etude d’un ouvrage d’hydrodynamique physique (Guyon et al. 2001). Considerons I’ecoulement
homogene et stationnaire au dessus d’un lit granulaire plat. Les particules uides n’accelerent pas
et sont donc a I’equilibre des forces (il n’y a aucun e et inertiel):

@, =@xP et @P =0 (48)

Rappelons que la pression est une quantite qui a des variations spatiales lentes et qui compense la
partie des pseudo-forces (des e ets inertiels) qui derive d’un potentiel. Il s’ensuit que la pression
ne varie pas a la traversee d’une couche limite, c’est a dire une couche dont les dimensions hori-
zontales sont tres grandes par rapport aux dimensions verticales. Revenant a I’equation ci-dessus,
on obtient, par integration:

f=f+0Pz= ¢u2+0xPz (49)

Cette equation traduit les deux possibilites de creer un ecoulement de couche limite: par un
gradient de pression et par entra'nement par les couches superieures. Pres du sol, la contrainte
tend vers la contrainte basale g = ¢u? de sorte que I’on peut considerer generiquement le cas
d’une contrainte constante. Dans le cas d’un ecoulement a bas nombre de Reynolds, les echanges

verticaux de quantite de mouvement sont controles par la viscosite: T = @,ux. Le pro | de
vitesse dans la couche limite pres du lit de sable est alors lineaire:
f u2
Uy = —Z = —2 (50)

Dans le cas turbulent, ce sont les uctuations de vitesse et non la viscosite qui melangent la quan-
tite de mouvement. Decomposons le champ de vitesse en une partie moyenne < t > et une partie

uctuante &'. Cette decomposition s’entend theoriquement comme une moyenne d’ensemble sur
des realisations independantes sous les mémes conditions de forcage. On remplace en generale cette
moyenne d’ensemble par une moyenne spatiale (sous I’hypothese d’homogeneite macroscopique)
ou par une moyenne temporelle (sous I’hypothese de stationnarite des conditions de forcage). C’est
une procedure tres delicate puisqu’on introduit alors un temps ou une longueur sur lesquelles la
moyenne est prise et qui conditionne grandement le resultat. Reecrivant les equations de Navier-
Stokes pour la partie moyenne du champ de vitesse, il appara“t une pseudo-force (un e et inertiel)

qui se traduit par un terme de contraintes turbulentes: T = ¢ <ulul >. Plus generalement, on

introduit le tenseur de Reynolds: S = £ < u?u% >. L’interpretation physique de ce terme est

simple: s’il existe une correlation entre grande vitesse verticale vers le haut et grande vitesse hori-
zontale vers la droite, cela cree en moyenne un ux vertical de quantite de mouvement horizontale.
Dans une couche limite turbulente pleinement developpee, la viscosite est completement ine cace
a grande echelle. La seule echelle caracteristique de longueur est donc la distance au sol z. Le
seul temps est I'inverse du gradient de vitesse @,ux. On en deduit I’expression de la contrainte
turbulente due a Prandtl:

= 2sz@zl'lxj(c;oz Ux (51)
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ou 7 0:4 est la constante phenomenologique de Von Karman. Le pro | de couche limite est
logarithmique:

U= —In = (52)

Zg
ou zo est une constante d’integration homogene a une longueur et appelee rugosite hydrodyna-
mique.
Rugosite hydrodynamique et couche de surface

La rugosite hydrodynamique est par de nition, la hauteur a laguelle la vitesse semble s’annuler, si
I’on prolonge le pro | logarithmique tres pres du sol. Dans le cas ou le lit sedimentaire serait tres
lisse, la zone tres pres du sol, appelee couche de surface, est laminaire tandis que celle loin du sol
est turbulente. La transition se fait a un nombre de Reynolds transitionnel: zux= = R¢ 7 125 et
conduit a la relation suivante entre rugosite hydrodynamique et vitesse:

p_ P
Zo0= Riexp Re (53)

Si la rugosite e ective due a la sous-couche limite visqueuse est plus petite que la rugosite physique
du sol (la taille des grains d pour ce qui hous concerne), alors zy est determine par cette derniere.
Pour un lit de grains statique parfaitement plat, on trouve experimentalement, zo > d=10. Cela
donne typiquement des rugosites hydrodynamiques de I'ordre de la dizaine de m. Cela signi e
qgu’entre la vitesse uy du vent mesuree a 10 m du sol et u , il y a un facteur 35 environ: une valeur
de u de 1 m=s correspond donc a un vent de 125 km/h! Il convient de s’habituer a cette double
idee que la vitesse du vent varie quand on change d’echelle (on pourrait argumenter que pour le
physicien, le logarithme est essentiellement une constante) et que la vitesse de cisaillement est
beaucoup plus petite que la vitesse du vent usuelle. En presence de rides de sable, zg peut étre
beaucoup plus grand, de I’'ordre du mm. A I’echelle kilometrique de la couche limite planetaire, il
est probable que les dunes elles-mémes determinent la rugosite du sol.

Il existe une grande variete de processus pouvant, au sein de la couche de surface, determiner la
rugosite du sol. Nous avons deja evoque la viscosite dans le cas d’un sol lisse. Dans le cas d’un sol
rugueux immobile, au dela du cas des grains, la rugosite hydrodynamique zo croit comme le carre
de I'amplitude de la corrugation, car il s’agit d’un e et non-lineaire. On peut penser a d’autres
systemes comme un champ de ble ou les vagues sur la mer pour lesquelles le "'sol"" bouge sous
I’'e et du vent, ce qui modi e la couche de surface et par consequent, la totalite de I’ecoulement.
Dans le cas d’un transport de sediments su samment intense pour que, I'ecoulement accelerant
les grains, ceux-ci decelerent en retour celui-la, la rugosite hydrodynamique devient une fonction
de la quantite de grains transportee. Ainsi, en presence de transport par charriage, le lit d’'une
riviere sableuse presente une rugosite millimetrique et non de I'ordre de la dizaine de microns.

Ecoulement au dessus d’un relief
La structure de I’ecoulement turbulent se trouve modi ee par la presence d’obstacles { en parti-
culier les dunes, que nous evoquerons dans le dernier chapitre. La gure ?? montre la structure de
I’ecoulement moyen au dessus d’un relief sinuso dal, telle qu’elle peut €tre calculee a partir d’une
equation de cléture turbulente (Jackson & Hunt 1975, Hunt et al. 1988, Andreotti et al. 2002,
Kroy et al. 2002, Fourriere et al. 2009). Il peut se decomposer en trois couches superposees qui
di erent par les mecanismes hydrodynamiques mis en jeu:

{ La couche externe a une extension verticale de I’ordre de la taille horizontale de I’obstacle.

Le melange de quantite de mouvement lie aux uctuations turbulentes y est negligeable
compare au transport induit par le gradient de pression. Des lors, cette couche externe
peut &tre decrite comme un ecoulement potentiel non-visqueux. Pour un relief sinuso dal de
longueur d’onde , la vitesse decrot exponentiellement sur une hauteur egale a . Elle est
maximale en haut des bosses et minimale dans les creux. En e et, I’ecoulement dans cette
zone presente la méme symetrie que I’obstacle.

{ Dans la couche interne, les echanges de quantites de mouvement mettent a nouveau en jeu le

gradient de pression, mais cette fois celui-ci s’equilibre avec la contrainte de cisaillement tur-
bulente et non plus avec I'inertie. L’extension verticale “ de cette couche peut tre determinee

15



dimensionnellement:

2
@P urf()"_ @ u?
@7 fFf—————— = O @Z = (54)
“ suit donc la loi d’echelle (Taylor et al. 1987):
e (55)

Zp

Au sein de la couche interne, on retrouve localement un pro | logarithmique de la méme
forme que celui discute precedemment. A I'interface entre couches interne et externe, les
trois e ets (inertie, pression et contrainte turbulente) coexistent. La vitesse du uide ne
s’ajuste pas instantanement a un changement de contrainte de cisaillement. L’inertie induit
donc un retard de phase de la vitesse sur la contrainte. Autrement dit, le maximum de
contrainte est toujours atteint avant le maximum de vitesse, comme le montre la gure ??.
Nous verrons que cet e et est a I’origine de la formation des dunes.

{ La couche de surface, discutee plus haut, determine la rugosite hydrodynamique zo. Elle
peut &tre cependant signi cativement plus grande que celle-ci.

2 ~
couche externe -
kz -

14 couche interne =
- — T

maximum
0+ couche de surface de contrainte
T T T T
0 2 4 6 8 kx 10

Fig. E1.1 - Lignes de courant moyennes autour d’un relief ondule.

2.4 Regime turbulent

Dans la limite turbulente, la contrainte de cisaillement provient des uctuations turbulentes.
Le pro | de vitesse pres du lit de sable est logarithmique (voir chapitre suivant):

Uy = 4 In ZZ—O (56)

Comme precedemment, on approxime la vitesse de I’ecoulement autour des grains par celle du

uide en z = d=2. On suppose que la force hydrodynamique sur les grains provient de la tra'nee de
pression. Le seuil est determine par le méme equilibre que precedemment, qui s’ecrit maintenant:
de

C
Ln2 1+

3 2 2
(p £9d® -Ca fuyd g2 2

8

5 , (57)
ou est le coe cient de friction e ectif. Le nombre de Shields seuil est donc constant dans le
regime turbulent:
4 2
th = 3C In? q (58)

En considerant la valeur typique de la rugosite zo ” d=10, on obtient une valeur de 0:04 qui
co ncide tres bien avec les valeurs mesurees. Cela signi e que les grains les plus fragiles captent
environ 10 fois plus de ux de quantite de mouvement que la moyenne.
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2.5 Raccordement entre les seuils de transport en regimes visqueux et
turbulent

Dans la mesure ou la plupart des cas pratiques se situent dans le regime intermediaire entre les
limites asymptotiques analysees ci-dessus, il est interessant d’etablir une expression du nombre de
Shields seuil valable dans les regimes visqueux et turbulent. On introduit comme precedemment
la vitesse uf de I’ecoulement autour du grain ainsi que sa version normalisee,

g ru’ (59)
(p od
L’expression suivante,
u2=%uf+% uf 2 (60)
In® 1+ 5

fournit une tres bonne interpolation entre les deux regimes d’ecoulement. A ce stade, il est utile
d’introduire le diametre visqueux,

1=3
d = 7: 1 2=3g 1=3 (61)

qui correspond a la taille de grain pour laquelle les e ets inertiels, gravitaires et visqueux sont de
meéme ordre. On utilise I’expression du coe cient de tra™nee permettant de raccorder les regimes
visqueux et turbulent:

1=2 2
ufd

Des expressions precedentes, on tire une equation sur le seuil, exprime en vitesse d’ecoulement a
I’echelle du grain, S¢a:

Cq= CI?+s (62)

d 3=4 4 1=2
CaSw)Z+s - Sp'= o (63)
qui se resout immediatement en:
1 2 q 32 c, 72 Vi d 3:434
S 4 52 — +8 —— s — 5 64
th T 16C3 d 3 d (64)
Cette expression permet d’obtenir le nombre de Shields seuil:
d 3=2 122 2
th — 2 — Sth_ + 78&1: (65)
d In? 1+ 2

La gure 9 montre la comparaison du modele complet avec les mesures experimentales, les pa-
rametres etant xes comme precedemment. Rapporte a la simplicite du calcul mis en uvre,
I'accord est tres bon. Cela montre que cette analyse permet de rendre compte de la di erence
de seuil entre les regimes visqueux et turbulent, d’un facteur 5 environ. Cette di erence provient
d’une part du fait que la tra'mee de pression est plus e cace que la tra'ee visqueuse de Stokes,
et d’autre part du fait que la vitesse a I'echelle du grain est beaucoup plus grande, a contrainte
de cisaillement donnee, dans le regime turbulent que dans le regime visqueux. De plus, la tran-
sition d’un regime a I'autre a lieu pour un diametre de grain proche de la prediction, a savoir
d s*¥3(Cq) ¥3d ~ 200 m dans I'eau. Cette derniere valeur signi e que les diametres de
grain usuels se situent precisement dans la zone de transition entre regimes visqueux et turbulent.
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2.6 In uence de la pente

Considerons le cas d’un lit sableux incline d’un angle selon la direction d’ecoulement (Fig. 10).

Si la pente est adverse, la vitesse de I’ecoulement doit €tre plus forte pour entra™er des grains. Si la
pente est favorable, le seuil est abaisse (Fernandez Luque & van Beek 1976, lversen & Rasmussen
1994, Rasmussen et al. 1996). En reecrivant I’equilibre des forces sur un grain, on obtient une force
tangentielle modi ee en T + P sin et une force normale en P cos . Par consequent, le critere
de Coulomb s’exprime simplement en remplacant = tan( , + ) par cos +sin . Dans les
regimes visqueux et turbulent, cela se traduit, en terme de nombre de Shields seuil, par la relation:
w( )= @) cos + 1 (66)

La relation peut €tre legerement di erente a la transition entre les regimes visqueux et turbu-
lent, dans la mesure ou le deplacement de I'equilibre s’accompagne d’une variation du nombre de
Reynolds.

0

T T T T T 1
-30 -20 -10 O 10 20 30

Fig. 10 { (a) Schema presentant la dependance du nombre de Shields seuil , avec I'angle

d’inclinaison du lit sableux. (b) Les symboles montrent les mesures de Fernandez Lugque & van

Beek (1976) pour des grains de sable naturel ( ) et celles de Loiseleux et al. (2005) pour des billes

de verre () dans un canal etroit. La courbe en trait plein montre la prediction du modele pour des

grains de sable naturel. La courbe en pointilles montre I’approximation par cos +sin = , avec
=tan32 .

2.7 In uence de la cohesion

Considerons maintenant le cas d’un milieu granulaire cohesif constitue de grains su samment
petits pour que les forces d’interactions de van der Waals ne soient pas negligeables devant la force
de gravite. Pour des grains lisses, la force d’adhesion est proportionnelle au diametre du grain et
a la tension de surface ( d). Elle determine directement le seuil d’entra'ement. Pour des
grains rugueux, nous avons vu que la force d’adhesion depend de la force normale appliquee au
grains. Dans la situation ou les grains cohesifs ont ete deposes en super cie par sedimentation,
cette force se limite au poids d’un grain. Au contraire, dans un milieu ayant sejourne sous tres
forte pression ou dans un sol constitue de grains dans une gangue d’argile, on retrouve la force
d’adhesion maximale. En introduisant un coe cient de tension super cielle e ective . , la force
d’adhesion maximale est de I'ordre de . d de sorte que le nombre de Shields seuil se modi e
en:

6 e
(p £)gd?

Dans cette expression, on peut faire appara™tre la taille de graind = (6 ¢ )=( (p £)9) a
laquelle les e ets cohesifs sont du méme ordre que les e ets de gravite. Si la cohesion provient de
pont capillaires aqueux, cette taille est de I'ordre de quelques millimetres; si elle provient d’argile,
elle peut atteindre la dizaine de centimetres.

th ()= w0 1+ (67)
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3 Description du transport

Trois types de force s’exercent sur les particules: les forces hydrodynamiques, la gravite et les
forces de contact entre particules. L’usage a conduit a distinguer di erents modes de transport
sedimentaire selon la nature des forces dominant la dynamique. Lorsque les forces hydrodyna-
miques dominent, que le regime d’ecoulement soit visqueux ou turbulent, on parle de transport en
suspension. A I'inverse, lorsque la force de gravite est su samment grande pour con ner le trans-
port dans une couche a la surface du lit de grains, on parle de charge de fond. Lorsque les grains
font des successions de sauts, on parle de saltation. Lorsqu’au contraire I’ecoulement entra™ne les
grains en roulement a la surface du lit, sans perte du contact entre grains, on parle de charriage ou
de tractation. En n, lorsque le choc des grains en saltation sur le lit granulaire est su samment
energetique, il s’ensuit un deplacement des particules du lit que I’'on nomme reptation (Bagnold
1941).

suspension /R /
écoulement / /
e

Fig. 11 { Schema presentant les di erents modes de transport.

3.1 Interface entre le lit sedimentaire et le uide

L’evolution d’un lit sedimentaire est gouverne par l'interaction entre ce lit et I’ecoulement.
D’une part, c’est I’ecoulement qui transporte les grains ce qui, via les processus d’erosion/deposition,
change la forme du lit. En retour, la forme du lit change I'ecoulement. Il importe donc de de nir
I'interface entre le lit sedimentaire et le uide. On peut en choisir di erentes de nitions d’interét
speci que. Il est d’usage, pour decrire I'interface entre une phase diluee et une phase dense, d’uti-
liser la masse volumique (ou la fraction volumique ” dans le cas present). On peut alors de nir
I'interface par une surface d’egale densite (par exemple celle correspondant a la moyenne des
masses volumiques des deux phases) ou par une surface de Gibbs. Appliquee a un lit sedimentaire,
un critere de ce type permet de de nir la limite entre une phase dense et une phase diluee,
independamment du fait que les grains soient en mouvement ou pas. Une de nition basee sur le
nombre de contacts Z par grains permet de di erencier une phase dans laquelle les contraintes sont
transmises par le squelette granulaire d’une phase suspendue dans le uide. En n, il est possible
d’utiliser une surface "isotherme™ (au sens de la temperature granulaire), pour separer la phase
statique de la phase mobile (Fig. 12(a)). Toutes ses de nitions presentent un seuil et une echelle
de lissage du champ considere.

Dans le contexte du transport sedimentaire, la de nition de I'interface intervient sous deux
aspects. D’une part, I’ecoulement est determine par la condition aux limites sur I'interface. En
premiere approximation, on peut considerer que la vitesse du uide s’annule sur une interface hs.
En adoptant ce point de vue, on peut de nir I'interface a partir de champs dynamiques (partition
des contraintes en contraintes granulaires et contraintes uides) ou cinematiques (interface entre
grains statiques et grains mobiles) (Fig. 12a). Par ailleurs, I'interface intervient pour exprimer
la conservation de la matiere. De ce point de vue, on peut construire une hauteur e ective h a
partir de la masse de grains a I'aplomb d’une surface unite (Fig. 12b). Dans cette masse, sont
comptabilises tous les grains, qu’ils bougent ou pas et quelle que soit leur altitude. La masse
volumique du lit s’obtient en faisant le produit de la fraction volumique du lit ”- par la masse
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volumique | des grains. En divisant la masse de grains par unite de surface par cette masse
volumique e ective, on obtient une hauteur e ective h qui permet d’exprimer rigoureusement la
conservation de la matiere. Dans le cas d’une description continue par un champ de concentration
”, la position e ective de I'interface s’ecrit:
Z4 ,
h= —dz (68)
a1
Dans le cas d’un ecoulement epais de grains entra™e par un uide porteur, hg est la position de
I'interface entre les phases statique et roulante, et h I'interface entre la phase roulante et le uide.
Dans la plupart des situations interessantes, I'ecart entre I'interface hs qui intervient dans
I’lhydrodynamique et I'interface h qui intervient dans la conservation de la matiere est faible; par
ailleurs, les variations de forme du lit se font generalement sur des echelles de longueur beaucoup
plus grandes que le grain. Considerons le cas des dunes eoliennes. Les grains transportes en sal-
tation contribuent a la hauteur e ective par moins d’une taille de grain. La forme de la dune,
qui conditionne le vent autour d’elle, est lisse a I'echelle de la dizaine de metres, soit 10° tailles
de grains. Par la suite, on supposera par defaut que les deux interfaces de nies sur la gure 12
co ncident et I'on ne speci era de laquelle il est question que lorsque cela importe. On considerera
egalement que le lit de sediments a une fraction volumique de grains bien de nie, ”

3.2 Flux et conservation de la matiere

Pour quanti er le transport, on utilise usuellement deux types de ux integres qu’il convient de
distinguer. Alternativement, on introduit le ux massique g™ associe au transport. Par de nition,
il s’agit de la masse traversant par unite de temps une ligne unite transverse a la direction du
transport. Autrement dit, il s’agit d’'un ux au travers d’une surface de largeur unite et qui s’etend
verticalement du sol a I'in ni (Fig. 13a). Par soucis de simplicite, on de nit d’ordinaire un ux
volumique qui traduisent I'equivalent en volume, a la compacite du lit, des masses transportees:

=5 (69)

Le ux est en realite un vecteur g oriente selon la direction locale du transport. Dans le cas d’une
description continue par un champ de concentration ” et un champ de vitesse uP, les ux massique
et volumique s’ecrivent:

yA 1 z 1

g™ = p uPdz et g= —uPdz (70)
1 1 -

Fig. 12 { (a) Schema de nissant I’interface entre le lit statique et la phase composee du uide
et des grains en mouvement. (b) En ramenant virtuellement les grains transportes en surface, de
maniere a reconstituer un lit e ectif de fraction volumique homogene, on de nit I'interface e ective
h.
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Le ux g est un volume par unite de largeur et par unite de temps. Il est donc homogene a un
coe cient de di usion (L?T 1). En utilisant la position e ective h du lit de sable, la conservation
de la matiere, connue en geomorphologie sous le nom d’equation d’Exner, s’ecrit:
@h m @h
o= F et —= F 71
On de nit egalement les ux ascendant I"(z) et descendant J'(z) comme les masses qui
traversent par unite de temps une surface unite, horizontale, a I'altitude z, respectivement du bas
vers le haut, et du haut vers le bas (Fig. 13b). Dans le cas d’une description continue, on peut
exprimer la conservation de la matiere au travers de cette interface de contr6le. On utilise pour ce
faire la masse par unite de surface situee au dessous de I'altitude z:

0"

t
On peut appliquer ces de nitions a I'interface z = hg entre le lit statique et la phase constituee
de uide et de grains mobiles. " devient la masse erodee par unite de surface et par unite de
temps et s’appelle le taux massique d’erosion. Le taux massique de deposition 3" est au contraire

la masse deposee par unite de surface et par unite de temps. Comme precedemment, on prefere
utiliser des ux volumiques, homogenes a des vitesses (LT 1):

p dz= J'(2) M@Z)= p7UuP g (72)

p= et = (73)

Le bilan entre erosion et deposition, qui gouverne I’evolution de la hauteur du lit, s’ecrit alors:

0hs
= " 74
el (74)
On observe que la di erence 4 - entre le taux d’accretion et le taux d’erosion est simplement

la vitesse de la surface du sable. Elle se mesure simplement a I'aide d’une jauge graduee. Cette
vitesse n’est pas materielle puisque, par de nition, la vitesse des grains a la surface dut lit statique
est nulle.

Fig. 13 { Schemas de nissant (a) le ux horizontal g et (b) les ux ascendant - et descendant .
(c) En regime stationnaire, les ux horizontaux et verticaux sont relies par la longueur moyenne
des trajectoires, a.
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Fig. 14 { (a) Mesures de ux sature dans le cas du transport eolien (lversen & Rasmussen 1999)
pour d =242 m. Le ux est normalise par u? pour mettre en evidence le comportement asymp-
totique. (b) Mesures du ux sature dans le cas du transport par charriage dans I’eau.

3.3 Flux sature

Considerons le cas le plus simple, celui d’un lit sedimentaire in ni et plat soumis a un ecoulement
permanent. Il s’etablit un equilibre entre le transport de particules et I’ecoulement, caracterise par
un ux g = gsat, que I'on appelle ux sature. Ce ux etant homogene spatialement, il n’y a globale-
ment ni erosion ni accretion de particules. On peut dire de maniere equivalente gu’il y a autant de
particules qui se deposent que de particules arrachees au lit: les ux d’erosion et de deposition se
compensent: = 4 = .. Considerons que la distance a parcourue par les grains entre le moment
ou ils quittent le sol et le moment ou ils y retournent est distribuee selon une loi P(a). Les grains
qui traversent une surface verticale s’etendant jusqu’a I'in ni ont tous demarre leur saut a une
distance de celle-ci plus petite que a (Fig. 12c). On obtient par consequent I’egalite:

z

gq= P(a) da=a (75)

Les ux horizontaux et verticaux sont donc relies par la longueur moyenne de saut a.

L’existence d’'un ux sature nous amene a une premiere a rmation contre-intuitive: ce n’est
pas parce qu’un ecoulement est tres rapide qu’il y a erosion; un ecoulement induit avant tout
un transport de particules. Pour qu’il y ait erosion, il faut que le ux de particules transporte
croisse selon la direction du courant. Pour qu’il y ait deposition, il faut au contraire que le ux
de particules decroisse spatialement. On voit ainsi que le seuil de transport ne correspond pas a
un seuil d’erosion?®. Il est vrai que, si la vitesse d’ecoulement est en dessous du seuil, alors le ux
sature est nul et il y a deposition de particules. Mais a I'inverse, au dessus du seuil de transport, il
peut y avoir erosion ou deposition pour n’importe quelle valeur de la vitesse de I’ecoulement. En
e et, on a erosion ou deposition selon que la vitesse du uide augmente ou diminue le long d’une
ligne de courant.

Plus I’ecoulement est fort, plus, a I’equilibre, il transporte de grains: le ux sature est donc
une fonction croissante de la vitesse de cisaillement u et s’annule en dessous d’une vitesse de
cisaillement seuil. Ce seuil dynamique se mesure en extrapolant la courbe ggat(u ) a zero. 1l peut
¢tre, selon le mode de transport, egal ou non au seuil statique determine plus haut, qui est la vitesse
minimale a laquelle un grain peut etre arrache de la surface du lit. La calibration experimentale

1. On trouve dans nombre d’ouvrages un diagramme, dit de Hjulstrom, qui decompose le plan liant la vitesse
d’ecoulement a la taille des grains en trois zones: erosion, transport, deposition. Ce diagramme correspond a un
parametrage incorrect de la realite physique.
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de la relation entre ux sature gsa: et vitesse u est essentielle pour pouvoir comprendre et predire
la morphodynamique sedimentaire. Les mesures les plus propres s’e ectuent en sou erie (Iversen
& Rasmussen 1994, Rasmussen et al. 1996) ou en canal hydraulique, soit en integrant la mesure
du ux local, soit en faisant des bilans de masse integraux.

Bien que les ingredients soient essentiellement les mémes, chaque mode de transport necessite
une description propre. Le fait que la quantite de grains qu’un ecoulement peut transporter ne
soit pas in nie mais sature peut provenir de deux mecanismes dynamiques distincts. D’une part,
le transport peut €tre contréle par I’erosion. En e et, I’ecoulement ne met pas en mouvement
I'integralite du lit sableux mais erode progressivement celui-ci. Ce processus d’erosion prend du
temps et est lui méme limite par le piegeage des grains a I'interieur du lit sedimentaire. Dans
le cas de lits cohesifs (roche greseuse, lit sableux consolide par de I'argile), d’autres processus
chimiques (dissolution) et physique (mise en suspension de I'argile interstitielle) peuvent intervenir,
qui limitent I'erosion. Du fait de la gravite, les grains erodes se re-deposent apres avoir e ectue
une trajectoire plus ou moins compliquee, selon que les uctuations de tra'ee dues a la turbulence
sont importantes ou non, comparees a la gravite. Or cette deposition est d’autant plus importante
que la quantite de grains transportee I'est. L’equilibre s’etablit lorsque le ux est tel que le taux
de deposition compense le taux d’erosion.

Avant d’atteindre cette limite, un second processus peut prendre le dessus et limiter le trans-
port: la reaction du transport sur I’ecoulement. En e et, a chaque fois que I’ecoulement accelere
un grain, celui-ci exerce en retour une force sur I’ecoulement. La contrainte totale s’exercant sur
le uide, constante dans la couche interne, se decompose en un ux de quantite de mouvement
do a la viscosite et aux uctuations turbulentes auquel s’ajoute un ux de quantite associe au
mouvement des particules (Owen 1964). La vitesse du uide est donc reduite dans la couche de
transport par rapport a ce qu’elle serait en I’absence de particules. Des lors I’erosion diminue en
meéme temps que la fraction uide de la contrainte de cisaillement. A nouveau, I’equilibre s’etablit
lorsque le taux d’erosion a su samment diminue pour compenser tout juste le taux de deposition.
Dans le premier cas limite, le transport est limite par I’erosion et dans le second, par la quantite
de mouvement disponible.
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Fig. 15 { Mesure du ux de sable en fonction de la position, dans le cas du transport eolien. X
correspond a I’axe de I’ecoulement.

3.4 Longueur de saturation

Considerons le transport sur le fond d’une riviere ou sur le dos d’une dune. L’existence du relief
modi e I’ecoulement de sorte que la contrainte devient inhomogene spatialement. Lorsqu’elle aug-
mente, le ux de grains transporte se readapte en augmentant egalement. Cependant, le processus
de saturation du transport decrit plus haut ne se fait pas instantanement. Le ux de grains g
se readapte pour rejoindre le ux sature gsy: correspondant a la valeur locale de la contrainte,
mais avec du retard en temps et en espace (Bagnold 1941, Anderson & Ha 1988 & 1991, Sauer-
mann et al. 2001, Andreotti 2002 & 2004, Valance & Langlois 2005, Charru 2006). En linearisant
le probleme autour de I'etat d’equilibre, on peut rendre compte de ces retards par une simple
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equation de relaxation. A une dimension, on obtient une equation di erentielle lineaire du premier
ordre, de la forme:
Tsat@tq + Lsat@xq = Gsat 0 (76)

0U Tgat est le temps et Lgye la longueur de saturation du  ux.

Pour mesurer ces caracteristiques, il faut considerer separement deux situations pures. Considerons
le cas d’un lit de sable homogene soumis a ecoulement homogene egalement mais dont on fait
crotre l'intensite par paliers. Le ux est alors homogene spatialement mais relaxe exponentielle-
ment en temps vers le ux sature gsae(U ). La seconde con guration fondamentale consiste a avoir
un ecoulement homogene sur un lit sableux qui ne s’etend que dans le demi-espace x > 0. En
amont de ce lit (x < 0) on considere que le sol ne peut pas €tre erode et qu’il possede la méme
rugosite hydrodynamique que le sable. Le ux des sable q a I’entree (x = 0) du lit sableux est nul,
il crot puis relaxe exponentiellement vers sa valeur a saturation, gsae (Fig. 15).

Le taux de relaxation Tsa¢ est en general court devant les temps d’evolution du relief de sorte
gu’il peut etre neglige. Des lors, I’hydrodynamique et le transport peuvent &tre consideres comme
stationnaires. Le relief controle I’ecoulement autour de lui, et en particulier la distribution spatiale
de la vitesse de cisaillement u . Cette derniere determine le champ de ux sature. Le ux g se
readapte, au | du courant, a la valeur de ce ux sature (st avec un retard Lsge. Lorsque le  ux
est localement superieur au ux sature, il diminue de sorte qu’il y a deposition. Si le ux est
localement inferieur au ux sature, il crot, entra'ant une erosion du lit sableux. On peut donc
avoir erosion ou deposition pour de tres grandes valeurs de la vitesse d’ecoulement.

Ce formalisme permet de rendre compte du fait que ni le ux g, ni le taux d’erosion ne sont des
fonctions de la contrainte de cisaillement. Dans la limite ou la longueur de saturation est nulle, le

ux est partout sature et I’on trouve que le ux g = gsa¢ €St une fonction de u . Dans la limite ou
la longueur de saturation tend vers I'in ni, le taux d’erosion:

eh _

@t
est une fonction de u . Cette limite decrit I’erosion de materiaux tres cohesifs, les roches en
particulier, pour lesquelles il n’y a pas de redeposition des sediments erodes.

4 Modes de transport

Nous avons etabli un formalisme permettant de rendre compte du transport sedimentaire
au travers de quatre quantites: le ux sature, le seuil de transport, la longueur et le temps de
saturation. Nous allons maintenant etablir, pour chaque mode de transport, un modele rendant
compte des mecanismes responsables de la saturation et des lois d’echelles qui en resultent. Nous
allons systematiquement caracteriser I’etat d’equilibre, et donc le ux sature, puis le transitoire
de relaxation vers cet equilibre, et donc la longueur de saturation.

4.1 Suspension turbulente
4.1.1 Description qualitative

Le transport en suspension se caracterise par le fait que les uctuations du champ de vitesse hy-
drodynamique conduisent a des uctuations de forces beaucoup plus grandes que la gravite. Dans
le cas d’une suspension turbulente, ce sont les uctuations intrinseques du champ de vitesse qui
dominent. Dans une suspension visqueuse, ce sont les particules elles-mémes qui induisent des uc-
tuations. Ainsi, en un sens statistique, une partie des particules peuvent-elles rester "suspendues™
dans I’ecoulement. La description d’une suspension turbulente comprend deux parties. D’une part,
les sediments suspendus sont melanges par les uctuations turbulentes et retombent sous I'e et
de la gravite. D’autre part, I'erosion du lit statique conduit a un ux ascendant de sediments.
L’e cacite du melange va croissant avec I'altitude. Des lors, les grains entra™es par charriage le
long du lit sont en partie proteges des uctuations turbulentes. En particulier, la fraction de grains
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Fig. 16 { (a) Transport en suspension lors de I’ecoulement pyroclastique associe a I’eruption de
1991 du Mont Unzen (Japon). (b) Nuage de poussiere en suspension a la suite des attentats du
11 Septembre (Manhattan). (c) Suspension lors d’un vent de sable (Soudan). (d) Transport de
poussieres saharienne au dessus de I’ Atlantique lors d’une remontee vers I’Europe de I’anticyclone
des Acores.

entra’nee est tres faible lorsque la sous-couche limite visqueuse est plus beaucoup plus grande que
la taille des grains. Le ux d’erosion s’entend donc comme le ux lie aux uctuations turbulentes
au travers d’une surface situee juste au dessus de la couche de charriage. De maniere alternative,
on peut considerer que la couche de charriage determine la fraction volumique de grains en mou-
vement au dessus du lit statique. Cette physique des particules necessitait que I'on designat de
noms di erents les grains contribuant aux di erents modes de transport. En consequence, il fut
propose que les grains en saltation fussent baptise des saltons, les grains en reptation, des reptons
et les grains en charriage, des tractons.

4.1.2 Flux sature

On considere que la suspension est su samment diluee pour pouvoir negliger les interactions
hydrodynamiques. En introduisant la fraction volumique de grains 7, le ux de sedimentation
s’ecrit:

# = Uchute ~ (77)
OU Uchute €St la vitesse de sedimentation de nie au chapitre?. Rappelons qu’a faible nombre de
Reynolds particulaire, cette vitesse s’ecrit:

r gd?
£ 18

Uchute =

(78)

Cet e et de la gravite est compense par le ux de matiere induit par les uctuations turbulentes,
que I’on modelise par une loi de di usion:

2
~= D@,> avec D=K222j@zuxj=K—zu (79)

La constante K est un nombre sans dimension phenomenologique, qui joue le réle pour le melange
d’un scalaire passif de la constante de von Karman pour la quantite de mouvement. u donne
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Fig. 17 { (a) Pro | vertical de concentration ,”(z) mesure dans I'estuaire de la riviere Taw par
retro-di usion d’ultrasons (Rose et Thorne 2001). (b) Pro | theorique (Eg. 80) de fraction volu-
mique ”(z), pour = 0:25. (c) Pro | de vitesse logarithmique ux(z). (d) Pro | du ux horizontal,
” Ux(z). Les trois pro Is sont en unites arbitraires.

I’echelle des uctuations turbulentes de vitesse. La distance au sol donne I'echelle spatiale de ces

uctuations. Le produit zu donne, dimensionnellement, le coe cient de di usion des grains (Van
Rijn 1984). A I’equilibre, ces ux sont egaux entre eux et egaux au ux d’erosion, qui est determine
par les mecanismes physiques decrits ci-dessus. Il s’ensuit que le pro | de concentration decrot
comme une loi de puissance de la distance au sol z:

z - Uchute
/7 = with = 80
d K2u (80)
Le prefacteur numerique de cette loi doit €tre Xxe, soit par un raccordement avec la fraction
volumique dans la couche de charriage, soit avec un raccordement au ux d’erosion.
Dans une riviere, c’est le con nement de I’ecoulement par la surface libre qui conduit a une

saturation du ux de sediments suspendus. Considerons pour simpli er que le pro | de vitesse

Uy est homogene en z (ux u ) et que le coe cient de di usion D peut etre approxime par
D (K?= )u H. Cette fois, le pro | de concentration a I’equilibre s’ecrit:
~(0) z
T =7 ex — 81
Uchute P H ( )

En supposant que les particules transportees suivent I’ecoulement, le ux total s’ecrit:
Zy

” K?u ?
ant = TUXdZ = 2 e H " (82)
0 ‘ Uchute

4.1.3 Longueur de saturation

Comme nous I'avons vu, la saturation du transport en suspension est reliee a I'existence d’une
epaisseur uide H nie. Le transitoire de saturation du transport est determine par le mode le
plus lent, qui est associe au melange des particules sur une echelle H. La loi d’echelle suivie par
le temps de relaxation s’obtient en considerant la sedimentation d’un grain sur une hauteur H:

H
Tsat 7 (83)
Uchute
La longueur de saturation correspond a la longueur parcourue pendant le temps Tgat:
uH
Lsat 7 (84)
Uchute
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En conclusion, la longueur de saturation pour le transport en suspension est commensurable avec
la hauteur d’eau.

4.2 Saltation
4.2.1 Description qualitative

Le transport en saltation se caracterise par le fait que les grains e ectuent des sauts suf-
samment haut pour, contrairement au charriage, ne plus sentir I’e et du sol. Les grains sont
su samment lourds et le vent su samment faible pour pouvoir negliger les uctuations turbu-
lentes de I’ecoulement. Dans le cas transport aqueux, les collisions sont tres amorties par le uide
interstitiel et il n’y a que peu ou pas de rebond. Au contraire, dans le cas du transport eolien,
le rebond des grains sur le lit sableux conserve une partie de leur energie cinetique. Les grains
volent donc de plus en plus haut, au | des rebonds. Nous ne decrirons la saltation que dans cette
derniere situation. On considere que les grains ne forment pas une coulee dense a la surface du lit
sableux mais volent de maniere separee.

4.2.2 Flux sature

Les grains quittent le sol avec une vitesse horizontale typique uf et, apres avoir fait un saut
et avoir ete accelere par I’ecoulement, entrent en collision avec le sol avec une vitesse horizontale

uf. La contrainte de cisaillement associee au transport est proportionnelle au ux de sable et a la

di erence de vitesse (ug uP). A P’equilibre hydrodynamique, la contrainte totale 3‘ = ¢u? est

egale a la somme de la contrainte uide T et de celle associee au transport. Le ux massique de

particules traversant une surface horizontale du bas vers le haut est notee ™. Il entra'he un ux de

quantite de mouvement ™uf du bas vers le haut. Le ux massique de particules traversant cette

meéme surface du haut vers le bas est egale a ™ et entrae un ux de quantite de mouvement
muf. Globalement, I'equilibre s’ecrit:

ul  ud)

= ¢u?2= T+ M@Wh )= T+ PTGt (85)

ou a est la longueur moyenne de saut des grains. La contrainte de cisaillement transmise par le

uide dans la couche de transport n’est plus la contrainte de cisaillement externe (‘; mais une
contrainte de cisaillement reduite notee T.

On peut retrouver I'expression ci-dessus en adoptant et adaptant la formulation diphasique.
L’equation de la dynamique du uide s’ecrit:
duf _ > > f > )
at (1 )g+ (1 wr K(Fnr r)) (86)
n

ou I'on somme sur n les contributions de tous les grains entra™es. rn est la position du grain n
et F la force exercee par le uide sur ce grain. La fonction K re ete la densite volumique des
forces exercees sur le uide, liees a la presence de la particule. Elle doit veri er la condition de
normalisation: z

KFE:Ndr=F 87

f
0

f

La presence d’un grain induit une modi cation de I’ecoulement sur une taille de I'ordre de d.
A une echelle grande devant d, cette contribution des grains aux forces exercees sur le uide
se ramene a une distribution de forces ponctuelles. Le noyau K est alors une fonction delta:
K (F;r) = F (r). On considere que les forces exercees par les grains sur le uide ne conduisent
pas a une instationarite de I’ecoulement mais a une contribution aux uctuations de vitesses et
donc au tenseur de Reynolds. Des lors, on doit considerer la moyenne temporelle de I’equation de
la dynamique:

>
@ g+ Hr f |im1 dt F, (r rn))=0 (88)



On projette cette equation sur la direction horizontale, puis on I'integre de z a I'in ni. En intro-
duisant une surface horizontale de contr6le S, on obtient:
Z1 X

dt Frn ex (89)

0 Zn>z

(1 ,) g - (1 ,) ' Tli! 18“! 1

0|~

ou (‘; est la constante d’integration, xee loin au dessus de la couche de saltation. La somme est
prise sur les grains n a I’'aplomb de la surface S. En remplacant la force par la masse m multipliee
par I'acceleration horizontale du grain n, on obtient:
z
1ot X duP
@ )y H= dim lim < dt m=—" e= MU W) (90)

TEisi1S , 0 dt
n

Dans la limite diluee, on retrouve donc bien I'equation 85

Le nombre de particules ejectees lors d’une collision depend de la vitesse des grains lors de
I'impact. Or, les grains volent dans une couche a vitesse reduite: la vitesse de collision depend
donc de T etnon de g. Ecrivons maintenant I’equilibre entre erosion et deposition. On de nit la
capacite de remplacement N comme le nombre moyen de grains ejectes lorsqu’un grain en saltation
entre en collision avec le lit de sediments. Plus T est grande, plus la vitesse d’impact des grains
I’est et plus la capacite de remplacement N est elevee. L’equilibre erosif est atteint lorsque T a
decru a la valeur ¢, pour laquelle N = 1. Chaque grain, alors, ejecte en moyenne un grain lors
d’un impact. Le ux sature se met donc sous la forme:

ot = (" wa _ s Ugh) @,
p (U ud) p (U ud)

Le ux sature s’annule lorsque la contrainte de cisaillement basale atteint ,, qui est donc, par
de nition, le seuil de transport dynamique. La vitesse du vent dans la couche de transport est
donc reduite a la valeur qu’elle a au seuil de transport, quelle que soit la force du vent au dessus
de cette couche. En consequence, les trajectoires des grains en saltation sont independantes de la
vitesse du vent. En particulier, dans la formule ci-dessus, la longueur de saut moyenne a et les
deux vitesses uf et ufl sont independantes de u . Le ux sature est donc proportionnel a I'ecart
au seuil de la contrainte basale (Ungar & Ha 1987, Andreotti 2004).

Ladi erence u uf de vitesse entre le decollage et I'atterrissage est, en premiere approxima-
tion, proportionnelle a la vitesse moyenne du grain. On en deduit donc la loi d’echelle suivante:

f
C o 2 @2y (92)
p p
ou T est le temps de vol des grains datﬁﬂent reduit, caracterise par la contrainte de cisaillement
£ = th. T est donc proportionnel a = d=g.

(91)

Osat 7/

4.2.3 Longueur de saturation

Pour comprendre I'origine de la longueur de saturation, on peut remarquer que le ux s’ecrit
comme le produit d’une densite de grains par une vitesse. Des lors, deux mecanismes peuvent
limiter ce processus. D’une part, il faut que les grains soient acceleres a la vitesse de I’ecoulement.
D’autre part, il faut que I'erosion du lit conduise a ce que le nombre de grains transportes tende
vers sa valeur saturee. Considerons pour simpli er le mouvement horizontal d’un grain entra™ne

par le vent:
duP
— o —— = _Cq f(uf uP)2d?; 93
6 p dt 8 d f( ) ( )
ou uP est la vitesse du grain et uf la vitesse du vent. En faisant I’analyse dimensionnelle du
probleme, on voit gu’il n’existe qu’une seule vitesse caracteristique et qu’une seule longueur ca-

racteristique. La longueur de relaxation e ective veri e donc proportionnelle a cette longueur:

Lsat 7 -£d , (94)
f
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avec un pre-facteur de I'ordre de 2=C4 (Andreotti 2002, 2004).
Considerons maintenant I'evolution du ux g en supposant que les grains volent sans retard
a la vitesse du vent. A chaque saut, de longueur a, il y a production ou absorption de nouveaux

grains.
dg dN

a& =N( )]~ Gsat ﬂ . (r th) (95)

En exprimant ¢ en fonction q et en achevant la linearisation, on obtient une longueur de relaxation:

a
Lsat / , (96)

d f
% (o th)
th

qui diverge au seuil de transport et tend rapidement vers 0 a grand vent (Sauermann et al. 2001).

La longueur de saturation est donnee, en premiere approximation, par la plus grande des
ces deux longueurs de relaxation. La relaxation est donc limitee par I’erosion immediatement au
dessus du seuil, puis par I'inertie des grains. Pour des vents legerement plus forts, la longueur de
saturation devient proportionnelle au rapport de densite entre les grains et le uide environnant
fois le diametre des grains.

4.3 Reptation
4.3.1 Description qualitative

Le transport en reptation provient du mouvement de grains induit par les collisions de grains
en saltation avec le lit sableux. On introduit la distribution de probabilite P(a) de la longueur
de saut a des grains ejectes par impact et qui s’arrétent apres ce saut unique. De maniere plus
generale, de nombreux auteurs ont mesure experimentalement ou numeriquement la probabilite
d’observer des grains ejectes avec un certain vecteur vitesse, en fonction de la vitesse d’impact
(Werner 1988, McEwan et al. 1992, Anderson & Ha 1988 & 1991, Rioual et al. 2000). Cette den-
site de probabilite s’appelle la fonction "splash™. Il est a note cependant que cette calibration des
rearrangements operes statistiquement par la collision d’un grain ne correspond pas parfaitement
a la situation reelle. En e et, il y a en realite une vitesse de vent non-nulle et donc une contrainte

uide legerement inferieure au seuil statique, sur la couche de grain super cielle. En consequence,
les grains de surface sont beaucoup plus facile a deloger que dans le cas de grain impactant un lit
statique. D’autre part, I'ejection de grains n’est independant du ux de grains en saltation qu’a
faible ux. Lorsque le nombre d’impacts par unite de temps dans une zone donnee augmente, on
peut penser qu’il y a, en proportion, de moins en moins de grains ejectes par grain incident, mais
gu’il est possible d’ejecter des grains plus profondement pieges.

4.3.2 Flux sature

La description la plus simple ne fait intervenir que la distribution P(a). Les ux d’erosion [
et de deposition [ associes a la reptation sont relies par:

z a1
#()=  daP(a) ~(x a) (97)
0

Par ailleurs, le ux d’erosion I est proportionnel au ux de grains transportes en saltation et au
nombre moyen de grains mis en mouvement par grain entrant en collision avec le lit de sable. On
observe experimentalement et numeriquement que ce nhombre d’ejecta est nul en dessous d’un seuil
en vitesse d’impact puis cro't lineairement avec celle-ci, en premiere approximation.
La conservation de la matiere se reecrit:
@h _  0@gs

ot @7+ i daP(a) "(x a) (%) (98)
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ou (s est le ux de saltation. Dans une situation homogene, = 7 = ' de sorte que le ux de
reptation g, s’ecrit: Z .

gr=a " avec a= P(a)ada (99)

0

La vitesse d’impact des grains en saltation etant independante de 5‘, on peut penser que c’est le
cas egalement de la longueur moyenne de saut a des grains en reptation ainsi que leur nombre. Des
lors, on predit que le ux de grains en reptation est proportionnel au ux de grains en saltation.
Experimentalement, on estime que la part de la reptation se situe entre 1=6 et 1=3 du transport
eolien total.

4.3.3 Longueur de saturation

Considerons un lit de sable qui, comme celui schematise sur la gure 15, n’occupe que le demi-
espace X > 0. Supposons qu’une pluie homogene de grains en saltation vienne impacter cette zone.
Le ux s’ecrit alors: Z 4

g(xX)=a " P(x+a)ada (100)
0

Pour une distribution exponentielle de longueur de saut P(a) / exp( a=a), la relaxation du ux

est egalement exponentielle:
g(X)=a " 1 exp g (101)

Dans ce cas, la description par une equation de relaxation est parfaite et conduit a une longueur
de saturation:
Lsat = @ (102)

Cette longueur etant petite devant la longueur de saturation associee au transport en saltation,
c’est cette derniere qui controle, en dernier ressort, la relaxation du transport eolien. En pratique,
on peut donc considerer que la longueur de saturation vaut, dans ce cas:

Leat  2-2d; (103)
f

4.4 Charriage
4.4.1 Description qualitative

Pres du seuil de transport, tant que la densite de grains reste faible, la retroaction du trans-
port sur I'’ecoulement est negligeable. Des lors, c’est le taux d’erosion qui controle le transport.
L’erosion est elle-m&me limitee par le fait que seules la couche super cielle de grains est soumise a
I’ecoulement. Des lors, le taux d’erosion est egal au volume de grains susceptibles d’étre arraches
du lit par unite de surface, divise par le temps necessaire a ce que les grains erodes soit entra™mes
su samment loin pour permettre I’erosion de la couche suivante. On comprend aisement que ce
temps, dans le cas d’un lit cohesif, peut-etre extrémement long car I’erosion d’un grain necessite la
dissolution du ciment reliant les grains dans le cas d’un gres, ou de I’erosion mecanique des grains
interstitiels dans le cas d’un lit compose d’un melange de sable et d’argile.

4.4.2 Charriage limite par I’erosion: ux sature

La situation la plus simple est celle d’'un lit sableux non-cohesif. La vitesse relative entre
I’ecoulement et le lit sableux induit une force hydrodynamique sur les grains de surface qui tend a
les entra™mer. On de nit la fraction de grains N () susceptible d’tre entra™mee pour un nombre de
Shields . Par construction, N est nul en dessous du seuil d’erosion ¢, puis cro't tres rapidement
jusqu’a saturer a un au dessus d’un second seuil . Physiquement, N( ) re ete la distribution
des pieges potentiels au sein desquelles se trouvent les grains de surface. Ainsi, un lit sableux
prepare par sedimentation est initialement tres desordonne et presente nombre de pieges peu
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profonds (Charru et al. 2004). La valeur de ¢, est donc assez basse et celle de  p assez haute. Au
cours du transport, la surface se rearrange et les grains initialement dans des pieges peu profonds
sont deplaces vers des pieges plus profonds, ce qui conduit a une evolution lente de la distribution
N ( ) et en particulier a une augmentation de ¢, jusqu’a atteindre un etat statistiquement
stationnaire.

La longueur L d’une trajectoire, de nie comme la distance parcourue entre deux etats d’immo-
bilite, est independante du piege dans lequel le grain etait initialement au repos. En moyenne, la
surface exploree par le grain est autour de Ld et contient, par de nition, un unique piege potentiel
su samment profond pour que le grain s’arréte completement. Par consequent, L presente une

moyenne bien de nie, egale a:
d

L= T N() (104)
Au seuil d’entra™ement, les grains entra™es sont immediatement captures par le piege suivant de
sorte que la longueur de la trajectoire est simplement une taille de grain (L = d). Lorsque tous les
grains en surface peuvent étre entrates (¥ ), cette longueur diverge (Charru et al. 2008).
Lorsqu’un grain est entra'ne, on emet I’hypothese gu’il ne peut plus y avoir d’erosion dans
une zone alentour de surface d? avant que le grain ait bouge d’une distance comparable a son
diametre d. Le temps d’erosion T est donc le temps necessaire pour que le grain parcours une
distance d. Nous avons e ectue precedemment la description du mouvement elementaire d’un
grain soumis a une force d’entra™mement constante. Nous invitons le lecteur a reprendre ce calcul
avec une force qui depend de la di erence de vitesse entre I’ecoulement et le grain. Cependant,
nous pouvons utiliser les resultats precedents pour etablir sans calcul que la vitesse moyenne varie
comme 1=In| th] pres du seuil. Comme nous I’avons deja remarque, une transition de ce
type est beaucoup plus abrupte que I’habituelle transition n ud col. Experimentalement, il peut
sembler que la vitesse du grain soit non nulle des le seuil de transport. Loin au dessus du seuil, il
va de soi que I'e et du sol devient negligeable et que la vitesse du grain devient proportionnelle a
la vitesse de I’ecoulement (Anderson & Ha 1991, Nalpanis et al. 1993, Fernandez Luque & van
Beek 1976, Charru et al. 2004).
Si I'on considere que la distribution N ( ) crot lineairement avec th, On obtient une
dependance du ux sature en:

S

/—% P 1 g
Osat In[ ] P g

pres du seuil, puis une divergence du ux lorsque atteint .

4.4.3 Charriage limite par la quantite de mouvement: ux sature

Bien evidemment, la divergence du ux lorsque tous les grains de surface peuvent etre en-
tra™es ne survient en realite pas, puisqu’intervient avant un changement de regime: la densite de
grains transporte devient telle que la retroaction du transport sur I’ecoulement ne peut plus étre
negligee. Dans le regime turbulent, le transport transite vers un regime limite par la quantite de
mouvement, tres proche de ce que nous avons decrit pour la saltation, et caracterise par un ux
sature proportionnel a: s

3
Gat 7 f (p  fyd
p f

( th) (105)

Lorsque I'ecoulement devient su samment puissant, ce ne sont plus une mais plusieurs couches
de grains qui sont entra™ees (Fig. 18). Le transport s’apparente alors a un ecoulement dense de
grains induit par la contrainte de surface. De maniere a faire le lien avec les chapitres precedents,
nos developpons ici un modele simpli e (Ouriemi et al. 2009), qui supposent que dans la couche
de grains mobiles, le uide se meut comme dans une avalanche sous-marine (chapitre?). Nous
avons vu lors du calcul du seuil de transport, que le frottement de I'ecoulement au sein du milieu
poreux constitue par les grains conduit a un ajustement des vitesses du uide et des particules sur
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(a) (b) ()

Fig. 18 { Charriage en couche epaisse. (a) Pro | des contraintes uide T et solide P. Le transfert
entre un ux de quantite de mouvement porte par le uide et un transfert au travers des contacts
entre grains se fait sur la premiere couche de grains en surface. (b) Pro | de vitesse dans le uide.
La vitesse chute brutalement dans la zone de transfert des contraintes, pour rejoindre la vitesse
des grains dans la couche mobile. (c) Pro | de vitesse des grains. Il n’y a plus de mouvement en
dessous

moins d’un grain. En consequence, au dessous d’une couche super cielle de grains, on a egalite
des vitesses: uP = uf. Par simplicite, on suppose le regime visqueux, de sorte que la rheologie du
melange grains/liquide s’ecrit:

b= (Ivisc)Pp avec lyisc = _:Pp et M= wn+ %I (106)

En orientant z vers le bas et en de nissant z
grain, le champ de pression s’ecrit:

0 comme la position de la premiere couche de

PP=(p £)79(z+0d) (107)
A I'equilibre, la contrainte au travers de la couche est constante:
0= P= wPP+ § _ (108)

Le taux de cisaillement se met sous la forme:

= ("Oof)g ( wd+ w2)] (109)

Le seuil d’erosion est franchi a la profondeur z = h de nie par:
h=d — 1 (110)
th

Pour que le calcul soit auto-coherent, il faut donc que le nombre de Shields soit au moins a deux
fois la valeur seuil. En integrant le taux de cisaillement, on obtient le pro | de vitesse:

u=le 009 oy (111)
0

Le ux de sediments transportes s’obtient en integrant une seconde fois:

»2 d3 3
Osat = % th : 1 (112)
0
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4.4.4 Longueur de saturation

La longueur de saturation dans un liquide porteur a ete beaucoup moins etudiee que celle
du transport eolien, notamment du fait qu’elle est beaucoup plus petite, de I'ordre de quelques
tailles de grains. Dans la limite visqueuse ainsi que dans le regime limite par I’erosion, la longueur
de saturation est simplement donnee par la longueur des trajectoires. Dans le modele developpe
ci-dessus, la longueur de saturation est donc egale a L. Une autre loi d’echelle a ete proposee par
Charru et al. 2008 en considerant que les grains transportes sedimentent a la vitesse Uchute SUr une
hauteur proportionnelle a la taille des grains d. La longueur des trajectoires, et donc la longueur
de saturation, va alors comme (uf=ugnute) d. Dans le regime limite par la quantite de mouvement,
on s’attend a ce que la longueur de saturation devienne, comme pour la saltation, limitee par la
longueur necessaire pour accelerer les grains.

Solution du TD

In uence de la pente du lit sur le transport

Le charriage, la saltation et la reptation, sont sensibles a la presence d’une pente du lit, la
gravite entra™ant les grains dans la direction de celle-ci. Pour rendre compte simplement de cet
e et, considerons un modele analogique simpliste. On represente le transport par un ensemble de
patins solides glissants avec frottement sur une surface Z(X;y) inclinee d’une pente longitudinale
@xZ et d’une pente transverse @y Z. On introduit, comme dans le calcul du seuil, la vitesse e ective
U autour du patin. Par soucis de simplicite, on se place dans le regime turbulent. En regime
stationnaire, le patin va a la vitesse uPt telle que:

4(p  £)gd (t+0xZex+0yZey)
3Cl fH]_ =+ (@XZ)2 + (@yZ)Z

jufex uPtjuTex uPt) =

écoulement
—_—

mouvement

Fig. E1.2 - Schema montrant le mouvement d’un patin entra’™ne par un ecoulement sur un plan
incline.

On de nit la vitesse seuil pour un lit plat, u,, pour laquelle uP s’annule. La dependance en pente
du seuil s’ecrit: a

W w1 (@Z= ) +0Z=
02 0o T F 2 2 (113)
Ush th 1+ (@x2Z2)? + (@yz)

On constate que le seuil s’annule comme attendu lorsque la pente transverse ou la pente longi-
tudinale atteint . Cependant, pour les faibles pentes, le seuil depend lineairement de la pente
longitudinale mais quadratiquement de la pente transverse. En introduisant le seuil, I’equilibre des
forces se reecrit:
juTex  uPtj(uTex uPE) _t ;';(@xzz )ex +(@yZ= )ey
= g X

U 1 (0,2 )2 +0,Z=

(114)
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Au premier ordre en pente, la vitesse du patin solide s’ecrit:
wt= u" um ex —¢ 2-ey (115)

La dependance vis-a-vis de la pente longitudinale est entierement encodee dans la variation de la
contrainte seuil. La composante transverse du ux est proportionnelle a la composante longitudi-
nale, a la pente transverse et au rapport ug,=u’ des e ets gravitaires sur les e ets d’entramement
par I’ecoulement. A noter que dans le cas de la saltation, la vitesse uf dans la couche de trans-
port est constante et de I'ordre de uy,. Par extrapolation, on peut passer du patin frottant a la
dependance du ux sature avec la pente. Deux modi cations sont a prendre en compte. D’une part,
le vecteur directeur t selon lequel s’aligne le ux sature presente une composante proportionnelle
a la pente transverse. D’autre part, la norme du ux doit prendre en compte une contrainte seuil
modi ee par la pente comme decrit ci-dessus.
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Notes sur le cours "Geomorphogenese™

B. Andreotti
M3b 200972010

Chapitre 4 Rides et dunes

1 Classi cations naturaliste et physique

L’approche naturaliste des objets naturels conduit a e ectuer un travail de classi cation par
ressemblance (voir I’annexe sur les grains). C’est ainsi que les formes naissant de la destabilisation
d’un lit sedimentaire (rides, dunes, bancs de sables et dunes geantes) ont ete classees selon deux
criteres: leur taille caracteristique (leur longueur d’onde) et leur forme. La classi cation physique
de ces formes se fait, elle, selon les mecanismes physiques a I’ uvre. Bien evidemment, et ce
n’est pas la moindre des di cultes du sujet, ces deux classi cations sont incompatibles entre elles.
Commencons par le cas des ecoulements unidirectionnels permanents. En riviere, on distingue les
rides aquatiques qui sont de I’ordre du centimetre (de la centaine de diametres de grain) et les dunes
aquatiques qui sont de I’ordre du metre (de la hauteur d’eau). Les formations eoliennes, c’est a-dire
formee par le vent, presentent trois tailles distinctes: les rides eoliennes, de I'ordre de la dizaine
de centimetres, les dunes elementaires, de I'ordre de quelques dizaines de metres, et nalement les
dunes geantes de I'ordre du kilometre. Il existe aussi des dunes geantes kilometriques sur Titan
(Lorenz et al. 2006) et sur Mars (Savijarvi et al. 2004). Malheureusement, sont de la méme nature
physique, les rides aquatiques, les dunes eoliennes et les dunes geantes martiennes. Elles se forment
par une seule et méme instabilite lineaire et leur taille ne se distingue que par la densite du uide
qui les entoure. Cette instabilite met en jeu I'interaction entre la forme et le transport de sediments:
I’ecoulement est modi e par la presence d’un relief; en retour, I’ecoulement module le transport de
grain et modi e donc le relief, a travers les processus d’erosion et de deposition. Les rides eoliennes
sont d’une autre nature et n’ont pas d’homologue dans I’eau: elles se forment par une instabilite
d’ecrantage liee au bombardement du sol par des grains volant; leurs homologues sur Mars sont
de I'ordre du metre. Finalement, les dunes en rivieres resultent de I'interaction avec la surface
libre de la riviere: il existe donc un mecanisme supplementaire, totalement negligeable dans le cas
des rides agquatiques. Bien que I’analogie ne soit pas stricte, les dunes geantes eoliennes resultent
egalement d’un e et de taille nie. Il s’agit cette fois d’'une modulation hydrodynamique sur la
hauteur de la couche limite atmospherique. Les strcuctures kilometriques sur Titan sont bien des
dunes geantes et il existe vraisemblablement des dunes metriques sur ce satellite de Saturne.

Le second critere de classi cation est la directionnalite de I'ecoulement (Fryberger & Dean
1979, Pye & Tsoar 1990, Werner 1995). Raisonnons dans le cas eolien, ou I’on parle plutot de
regime de vent ou de rose des vents. Lorsqu’il existe une seule direction de vent dominante tout
au long de I'annee (vents Alizes principalement), les dunes forment des rangs perpendiculaires au
vent: on parle de dunes transverses. On retrouve la méme symetrie dans le cas d’un ecoulement
alterne dans une direction et I'autre. C’est le cas, dans I’eau, des rides formees par la presence des
vagues et des dunes formees par la maree. Elles se distinguent morphologiquement par la taille
des faces d’avalanche ( g. 1). Lorsqu’il existe deux directions de vent principales relativement
proches I'une de I'autre, il appara“t des dunes longitudinales, c’est -a dire dont la ligne de créte
est alignee avec la direction 'moyenne’ du vent (Tsoar 1983, Bristow et al. 2000). A nouveau, les
faces d’avalanches sont petites comparees a la hauteur totale des dunes. Lorsqu’en n le vent est
multi-directionnel, se forment des dunes etoiles reconnaissables par leur multiples bras (Lancaster



1989). La caracteristique morphologique des dunes etoiles est la presence de points de jonction
entre trois lignes de créte.

Passons rapidement sur le cas special des dunes vegetees, statiques, dont la physique est do-
minee par l'interaction entre dune et plantes: ces dernieres ecrantent le vent et accumulent des
grains; le transport tend a detruire mecaniquement la vegetation; en n, les plantes, en competition
pour les nutriments, doivent cro'tre assez vite pour ne pas etre ensevelies. Il existe un dernier type
de dune, qui a joue un role tres important sans la comprehension de la physique des dunes: la bar-
khane. Il s’agit de dunes ayant une forme caracteristique de croissant et se propageant, les cornes
en avant, sur un la roche mere. Tout comme les dunes transverses, les barkhanes se forment sous
I’e et d’'un vent de direction donnee. La di erence provient du mode d’alimentation en sable. Les
dunes transverses se forment a partir de dep6t sableux lacustres ou uviaux remodeles par le vent.
Il 'y a donc une couverture sableuse complete de la surface rocheuse. Dans le cas des barkhanes,
une source de sable localisee (par exemple une plage sur lequel le sable se depose) engendre les
dunes sur un sol non-erodable qui n’est pas recouvert de sable.

2 Introduction aux couches limites turbulentes

2.1 Pro | de vitesse logarithmique

La comprehension des phenomenes d’erosion et de transport granulaire suppose une familiarite
avec les ecoulements uides (d’air, d’eau, de dioxyde de carbone sur d’autres planetes) de couche
limite. Nous en donnons ici une vision succincte qui n’a pas pretention a remplacer la lecture et
I’etude d’un ouvrage d’hydrodynamique physique (Guyon et al. 2001). Considerons I'ecoulement
homogene et stationnaire au dessus d’un lit granulaire plat. Les particules uides n’accelerent pas
et sont donc a I’equilibre des forces (il n’y a aucun e et inertiel):

@, =@xP et @P =0 D

Rappelons que la pression est une quantite qui a des variations spatiales lentes et qui compense la
partie des pseudo-forces (des e ets inertiels) qui derive d’un potentiel. Il s’ensuit que la pression
ne varie pas a la traversee d’une couche limite, c’est a dire une couche dont les dimensions hori-
zontales sont tres grandes par rapport aux dimensions verticales. Revenant a I’equation ci-dessus,
on obtient, par integration:

f= J+0Pz= fu2+@Pz ()

Cette equation traduit les deux possibilites de creer un ecoulement de couche limite: par un
gradient de pression et par entra'nement par les couches superieures. Pres du sol, la contrainte
tend vers la contrainte basale J = ¢u? de sorte que I’on peut considerer generiquement le cas
d’une contrainte constante. Dans le cas d’un ecoulement a bas hombre de Reynolds, les echanges
verticaux de quantite de mouvement sont contréles par la viscosite: T = @,uy. Le pro | de
vitesse dans la couche limite pres du lit de sable est alors lineaire:
f 2
Uy = —2Z = Y, 3

Dans le cas turbulent, ce sont les uctuations de vitesse et non la viscosite qui melangent la quan-
tite de mouvement. Decomposons le champ de vitesse en une partie moyenne <t > et une partie

uctuante . Cette decomposition s’entend theoriqguement comme une moyenne d’ensemble sur
des realisations independantes sous les mémes conditions de forcage. On remplace en generale cette
moyenne d’ensemble par une moyenne spatiale (sous I’hypothese d’homogeneite macroscopique)
ou par une moyenne temporelle (sous I’hypothese de stationnarite des conditions de forcage). C’est
une procedure tres delicate puisqu’on introduit alors un temps ou une longueur sur lesquelles la
moyenne est prise et qui conditionne grandement le resultat. Reecrivant les equations de Navier-
Stokes pour la partie moyenne du champ de vitesse, il appara“t une pseudo-force (un e et inertiel)
qui se traduit par un terme de contraintes turbulentes: T = ¢ <ulul >. Plus generalement, on



Fig. 1 { Relation entre le regime de vent et la forme des dunes geantes (a-d) et des dunes
elementaires (e-h). a) Dunes transverse, Badain Jaran (China, 38 38’N/104 59’E); b) Barkhane,
Sahara Atlantique (Maroc, 28 02’N/12 11°'W); c) Dunes longitudinales, RubAlKhali, (Arabie
Saoudite 18 11°’N/47 21’E); d) Dunes etoiles, Grand Erg Oriental (Algerie, 31 27°'N/07 45’E);
e) White sands (USA, 32 49°'N/106 16’W); f) Sahara Atlantique (Maroc, 27 11’N/13 13’W);
g) Australie (23 51°S/136 33’E); h) Mauritanie (18 09°'N/15 29'W). Les regimes de vent sont
indiques par les roses de ux sableux (1999-2007).
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Fig. 2 { Representation en niveaux de gris de la profondeur d’eau dans un troncon du rio Parana
(H 8m,d 300 m,F =0:16) mesuree par sonar (Parsons et al. 2005). On observe des dunes
geantes, de longueur d’onde 125 m  15H, comportant sur leur dos des dunes de longueur
d’onde 6 m et probablement des rides, qui ne sont pas resolues par I’instrument.

introduit le tenseur de Reynolds: fj = ¢ < uju} >. Linterpretation physique de ce terme est

1
simple: s’il existe une correlation entre grande vitesse verticale vers le haut et grande vitesse hori-
zontale vers la droite, cela cree en moyenne un ux vertical de quantite de mouvement horizontale.
Dans une couche limite turbulente pleinement developpee, la viscosite est completement ine cace
a grande echelle. La seule echelle caracteristique de longueur est donc la distance au sol z. Le
seul temps est I'inverse du gradient de vitesse @,ux. On en deduit I'expression de la contrainte
turbulente due a Prandtl:

f= 2sz@z Uxj@z Ux 4)

ou 7 0:4 est la constante phenomenologique de Von Karman. Le pro | de couche limite est
logarithmique:
u z
Uy =—1In — (5)
Z9
ou zg est une constante d’integration homogene a une longueur et appelee rugosite hydrodyna-
mique.

2.2 Rugosite hydrodynamique et couche de surface

La rugosite hydrodynamique est par de nition, la hauteur a laquelle la vitesse semble s’annuler,
si I’'on prolonge le pro | logarithmique tres pres du sol. Dans le cas ou le lit sedimentaire serait
tres lisse, la zone tres pres du sol, appelee couche de surface, est laminaire tandis que celle loin du
sol est turbulente. La transition se fait a un nombre de Reynolds transitionnel: zuy= = R 7 125
et conduit a la relation suivante entre rugosite hydrodynamique et vitesse:

p__
Zo= Reexp Ry 0 (6)



Si la rugosite e ective due a la sous-couche limite visqueuse est plus petite que la rugosite physique
du sol (la taille des grains d pour ce qui nous concerne), alors zy est determine par cette derniere.
Pour un lit de grains statique parfaitement plat, on trouve experimentalement, zo > d=10. Cela
donne typiquement des rugosites hydrodynamiques de I'ordre de la dizaine de m. Cela signi e
gu’entre la vitesse uy du vent mesuree a 10 m du sol et u , il y a un facteur 35 environ: une valeur
de u de 1 m=s correspond donc a un vent de 125 km/h! Il convient de s’habituer a cette double
idee que la vitesse du vent varie quand on change d’echelle (on pourrait argumenter que pour le
physicien, le logarithme est essentiellement une constante) et que la vitesse de cisaillement est
beaucoup plus petite que la vitesse du vent usuelle. En presence de rides de sable, zo peut étre
beaucoup plus grand, de I’'ordre du mm. A I’echelle kilometrique de la couche limite planetaire, il
est probable que les dunes elles-mémes determinent la rugosite du sol.

Il existe une grande variete de processus pouvant, au sein de la couche de surface, determiner la
rugosite du sol. Nous avons deja evoque la viscosite dans le cas d’un sol lisse. Dans le cas d’un sol
rugueux immobile, au dela du cas des grains, la rugosite hydrodynamique zo croit comme le carre
de I'amplitude de la corrugation, car il s’agit d’un e et non-lineaire. On peut penser a d’autres
systemes comme un champ de ble ou les vagues sur la mer pour lesquelles le "sol" bouge sous
I’e et du vent, ce qui modi e la couche de surface et par consequent, la totalite de I’ecoulement.
Dans le cas d’un transport de sediments su samment intense pour que, I'ecoulement accelerant
les grains, ceux-ci decelerent en retour celui-la, la rugosite hydrodynamique devient une fonction
de la quantite de grains transportee. Ainsi, en presence de transport par charriage, le lit d’'une
riviere sableuse presente une rugosite millimetrique et non de I'ordre de la dizaine de microns.

2.3 Ecoulement au dessus d’un relief

La structure de I’ecoulement turbulent se trouve modi ee par la presence d’obstacles { en
particulier les dunes, que nous evoquerons dans le dernier chapitre. La gure ?? montre la structure
de I’ecoulement moyen au dessus d’un relief sinuso dal, telle qu’elle peut &tre calculee a partir d’'une
equation de cloture turbulente (Jackson & Hunt 1975, Hunt et al. 1988, Andreotti et al. 2002, Kroy
et al. 2002, Fourriere et al. 2009). Il peut se decomposer en trois couches superposees qui di erent
par les mecanismes hydrodynamiques mis en jeu:

{ La couche externe a une extension verticale de I’ordre de la taille horizontale de I'obstacle.

Le melange de quantite de mouvement lie aux uctuations turbulentes y est negligeable
compare au transport induit par le gradient de pression. Des lors, cette couche externe
peut etre decrite comme un ecoulement potentiel non-visqueux. Pour un relief sinuso dal de
longueur d’onde , la vitesse decrot exponentiellement sur une hauteur egale a . Elle est
maximale en haut des bosses et minimale dans les creux. En e et, I'ecoulement dans cette
zone presente la méme symetrie que I'obstacle.

{ Dans la couche interne, les echanges de quantites de mouvement mettent a nouveau en jeu le
gradient de pression, mais cette fois celui-ci s’equilibre avec la contrainte de cisaillement tur-
bulente et non plus avec I'inertie. L’extension verticale “ de cette couche peut tre determinee
dimensionnellement:

2
@P uf()"_ @ u?
O & =0 g5 = 0]
“ suit donc la loi d’echelle (Taylor et al. 1987):
—In?— 2 (8)

Zp

Au sein de la couche interne, on retrouve localement un pro | logarithmique de la méme
forme que celui discute precedemment. A I’interface entre couches interne et externe, les
trois e ets (inertie, pression et contrainte turbulente) coexistent. La vitesse du uide ne
s'ajuste pas instantanement a un changement de contrainte de cisaillement. L’inertie induit
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Fig. 3 { Lignes de courant moyennes autour d’un relief ondule.

donc un retard de phase de la vitesse sur la contrainte. Autrement dit, le maximum de
contrainte est toujours atteint avant le maximum de vitesse, comme le montre la gure ??.
Nous verrons que cet e et est a I’origine de la formation des dunes.

{ La couche de surface, discutee plus haut, determine la rugosite hydrodynamique z,. Elle
peut étre cependant signi cativement plus grande que celle-ci.

3 Rides eoliennes

Les rides eoliennes constituent I'un des exemples caracteristiques de I’'emergence spontanee
de motifs (pattern). Considerons le cas d’un lit de sable horizontal idealement plat. L’experience
montre que les rides apparaissent spontanement par instabilite lineaire du lit. Tous les modes
instables se propagent dans la direction du vent, de sorte qu’il s’agit d’une instabilite convective.
La longueur d’onde moyenne  cro™t avec la vitesse du vent u , avec la taille des grains d et
avec le rapport de densite entre les grains et I’'atmosphere environnante. Ainsi, la longueur d’onde
d’apparition des rides peut varier de quelques centimetres juste au dessus du seuil de transport a
plusieurs dizaines de centimetres par fort vent. On constate egalement que les rides eoliennes sur
Mars presentent des longueurs d’onde de I’ordre du metre alors méme que les vents sont rarement
su samment intenses pour y arracher des grains.

Bien gu’il existe un certain nombre de descriptions phenomenologiques de I’evolution des rides
eoliennes, la comprehension des mecanismes d’instabilite reste parcellaire. Nous developpons ici
un modele incomplet (Anderson 1987, 1990), dont le merite est d’identi er le mecanisme vraisem-
blablement responsable de I'instabilite. On considere que les grains en saltation forment une pluie
homogene couchee d’un angle  sur I’horizontale. Lorsque le lit presente un relief h(x), les parties
au vent recoivent plus d’impacts que les parties sous le vent. Par un simple bilan geometrique, le

ux de saltation s’exprime comme:

1 @h
al = G—2—— 141 @h ©)
1+ g7,12 tan @x
X

Considerons que chaque grain en saltation ejecte N grains en reptation, dont les longueurs de saut
sont distribuee selon une loi P(a). Le ux de reptation s’ecrit, a I’ordre lineaire en pente:

1 @h

=N =N - =
sal 0 tan @X

(10)

La solution de base etant homogenes en espace et en temps (h = 0 et ! constant), les solutions
du probleme linearise sont des superpositions de modes de Fourier. On peut, en toute generalite,
considerer une solution de la forme:

h =hg exp( t+ik(x ct)) (11)

ou est le taux de croissance du mode de nombre d’onde k et ¢ sa vitesse de phase. Apres
simpli cation par h, I'’equation de conservation de la matiere donne directement la relation de



0.05+ 0.5

Fig. 4 { Modele d’ Anderson pour les rides eoliennes. (a)Relation entre le ux de grains en saltation

impactant le sol avec un angle et la pente de ce dernier, tan = g—g. (b) Taux de croissance

adimensionne a,\t% en fonction du nombre d’onde k normalise par la longueur de reptation
moyenne a. (¢) Vitesse de propagation adimensionnee t,fl‘io ¢ en fonction du nombre d’onde ka.

dispersion: 7

. .. Ny .
ikc = Iktan 1 daP (a) exp( ika) (12)

Considerons par exemple une distribution gaussienne de moyenne a et d’ecart type : P(a) ~
e @ @2 ° On optient alors:

N . 2k?
= atan ka sin(ka) exp 5 (13)

N 0 212
c = an 1 cos(ka)exp > (14)
(15)

Ce modele predit donc I'existence d’une instabilite convective, quelle que soit la vitesse du vent.
Dans la realite, les rides ne forment pas un motif regulier lors de leur apparition. Il n’y a donc
pas a proprement parler de longueur d’onde mais une plage de longueurs d’onde instables. Les

uctuations initiales du lit presentant a priori toutes les frequences spatiales, la longueur d’onde
moyenne (la distance moyenne inter-crétes) correspond au maximum de taux de croissance de
I'instabilite. Dans le modele d’Anderson, ce critere predit une longueur d’onde  proportionnelle
a la longueur de reptation moyenne a. La gure 4 montre une serie de mesures experimentales de
la longueur d’onde initiale  (Andreotti et al. 2006). Celle-ci cro't lineairement avec la vitesse du
vent, atteint quelques tailles de grains d pres du seuil de transport et quelques 1000 d par fort
vent. Par comparaison, la longueur de reptation, vaut, au plus, quelques tailles de grain d.

Tres rapidement, I’'amplitude des rides devient su samment grande pour qu’il y ait un phenomene
d’ecrantage: les rides fusionnent progressivement en formant un motif de plus en plus regulier dont
la longueur d’onde devient de plus en plus grande. En n, la longueur d’onde sature et le systeme
atteint dans son ensemble un etat stationnaire { au moins pris dans sa globalite. La longueur
d’onde nale cro™t egalement avec la vitesse du vent (Fig. 5). Le rapport d’aspect des rides 'ma-
tures’ est une constante (A= ?) qui ne depend ni de la taille des grains, ni de la force du vent.
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Fig. 5 { Dependances des caracteristiques des rides eoliennes vis-a-vis de la taille du vent. a)
Schema de principe de I’experience. b) Longueur d’onde initiale et nale en fonction de u =ug.
c¢) Relation de proportionnalite entre amplitude et longueur d’onde. d) Vitesse de propagation des
rides mures en fonction de u =us.

Derniere propriete, la vitesse de propagation des rides 'matures’ cro“t avec la vitesse du vent.
Dans tous les cas, le transport induit par le deplacement des rides est negligeable par rapport au
transport global. Cela signi e que les faces sous le vent des rides ne constituent pas des pieges
pour les grains: les rides ne font que moduler le transport.

En realite, la longueur d’onde observee a grand temps lorsque I’'on part d’un lit plat (6a) n’est
pas la seule con guration stable du systeme. Autour de celle-ci, il existe une plage de longueurs
d’onde pour lesquelles une solution stable existe (6b). Toutefois, si la longueur d’onde est trop
petite (6¢), le processus de marissement par fusion se manifeste; si la longueur d’onde est trop
grande, les rides se comportent localement comme un lit plat de sorte qu’elles se re-destabilisent
lineairement a la longueur d’onde initiale (6d). Autrement dit, le motif des rides presente une
robustesse vis-a-vis des changements de vent. Si le vent change moderement, le motif peut rester
le méme. Si il baisse trop, des petites ridules apparaissent sur le dos des grandes. Si il augmente
trop, le processus de fusion reprend, conduisant a une augmentation de longueur d’onde. Puisqu’au

nal, il existe une plage de solutions de di erentes longueur d’onde, de quoi depend la longueur
d’onde nale que I'on observe? Pour que le motif se rearrange, il faut qu’il presente des defauts
par rapport a la periodicite.Plus le motif initial est desordonne, plus il atteint une grande longueur
d’onde.
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Fig. 6 { Diagramme spatio-temporel montrant I’evolution de rides eoliennes, pour une méme
vitesse de vent, mais di erentes conditions initiales (Andreotti et al. 2006). (a) Demarrage avec

bande stable. (¢) Demarrage avec un motif periodique de petite longueur d’onde. (d) Demarrage

un lit de sable plat. (b) Demarrage avec un motif periodique grave a une longueur d’onde dans la
avec un motif periodique de grande longueur d’onde.

4 Vitesse de propagation des dunes

4.1 Relation de Bagnold

Comme nous I'avons deja evoque, un ecoulement turbulent ne possede pas d’echelle propre
{ en particulier, la viscosite est totalement ine cace a grande echelle pour dissiper I'energie de

I’ecoulement. L’ecoulement autour d’un relief de forme donnee est donc invariant d’echelle. Cela

de la dune:

elle ne depend que de sa forme. Chacun a pu constate que le vent est plus fort au sommet d’une

signi e que la vitesse du vent au sommet d’une dune est independante de la taille

montagne; il n’est cependant pas dix fois plus fort qu’au sommet d’une colline dix fois plus petite.
A proprement parler, I'invariance d’echelle n’est pas stricte puisque la rugosite du sol zg introduit

longueur. Cependant celle-ci ne joue gu’au travers de corrections logarithmique en

une echelle de
In( =zp).

Comme le montre la g ??, la presence de la dune induit un pincement des lignes de courant,
ce qui correspond a une augmentation de la vitesse de I’ecoulement le long du dos (Jackson &

Hunt 1975, Wiggs et al. 1996, Lancaster et al. 1996, Wiggs 2001). Par consequent, le ux de grains
transportes cro't egalement ce qui se traduit par une erosion du dos de la dune. Les grains arraches

se deposent au sommet de la face d’avalanche ou ils forment une congere. Lorsque la pente devient

dune. Il convient de realiser qu’il ne s’agit pas d’un deplacement en bloc: le transport a seulement
lieu a la surface de la dune. De ce fait, la "vie’ d’un grain est extrémement intermittente. Lorsqu’il

localement plus grande que la pente de demarrage spontanee, une avalanche nuclee spontanement
qui se propage le long de la pente, maintenant cette derniere en permanence autour du coe cient
de friction dynamique. Ce deplacement de grains se traduit par une propagation globale de la
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Fig. 7 { (2) Relation entre la vitesse ¢ des dunes et leur hauteur H. (b) Relation entre hauteur H
et largeur W des dunes barkhanes.

apparat a la surface de la dune, il se met en mouvement et apres quelques sauts et une avalanche,
se retrouve quelque-part au milieu de la face d’avalanche. La, il reste immobile le temps que la
dune aie avance au point ou il est a nouveau libere en surface. Et ainsi de suite.

Considerons le ux g de grains qui traverse la créte. Par de nition, g est le volume de grains
(a la compacite de la dune) qui traverse par unite de temps entre deux lignes verticales separees
d’une distance unite. Par conservation de la matiere, ce ux est relie a la vitesse de propagation

c et a la hauteur H de la dune par:

c= % (16)

On peut maintenant utiliser I'invariance d’echelle, qui stipule que, a forme donnee, la vitesse du
vent a la créte de la dune ne depend pas de la hauteur H. Dans la realites, les dunes su samment
grandes pour presenter une face d’avalanche ont des morphologies assez similaires. En particulier,
la largeur des dunes est de I'ordre de 15 H et leur longueur de I'ordre de 12 H. En consequence, la
vitesse ¢ est inversement proportionnelle a la taille de la dune. Considerons le cas des barkhanes
du Sahara Atlantique pour lesquelles, en moyenne, le ux a la créte vaut 300 m?=an. Cela signi e
gu’une petite dune de hauteur H = 1 m parcourt 300 m=an, une grande dune de hauteur H = 10 m
parcourt 30 m=an et une mega-barkhane de hauteur H = 50 m parcourt 6 m=an. Le temps de
residence moyen des grains dans ces trois dunes vaut respectivement 1 mois, 8 ans et 2 siecles. La
gure 7

4.2 Origine de la forme des dunes barkhanes

La gure 8 montre des photographies de barkhanes a I’equilibre, dans I'air et dans I'eau. La
relation entre vitesse et hauteur de dune permet d’expliquer simplement la forme de croissant et le
fonctionnement de ces dunes. Il est bon, pour commencer, de rappeler que le vent sou e depuis la
partie en pente douce de la dune, appelee le dos, vers la partie a I’angle d’avalanche. Les barkhanes
se propagent donc les cornes en avant, sur un sol dur. Considerons d’abord I'idee simpliste selon
laquelle chaque tranche longitudinale de dune se comporte comme une dune transverse. Cela
revient a considerer que la vitesse du vent au dessus de la dune reste toujours selon un méme axe
et qu’il n’y a donc pas de ux transverse a I'axe longitudinal de la barkhane. Considerons une
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Fig. 8 { Comparaison de la morphologie des dunes barkhanes dans I’air et dans I’eau. (a) Bar-
khane eolienne du Sahara Atlantique. (b) Barkhane sous-marine. (¢) Comparaison de champs de
barkhanes eoliennes et sous-marines.

condition initiale constituee d’un tas axisymetrique. Les parties laterales du tas etant plus basses
gue sa partie centrale, elles se propagent plus vite. Rapidement, donc, le tas va prendre une forme
de croissant qui se deforme de plus en plus. En realite, il existe deux sources de couplage entre
les di erentes tranches de dunes: le vent est legerement de €chi lateralement pour contourner
I'obstacle; de plus, il existe une composante du ux de reptation oriente selon la plus grande
pente. Ces mecanismes induisent un transfert de ux sableux entre les parties centrales et les
parties laterales, qui ramenent celles-ci a la vitesse de celles-la. La barkhane se propage alors sans
se deformer. Les barkhanes constituent des systemes ouverts du point de vue du ux sableux. En
e et, la face d’avalanche ne couvre pas toute la largeur de la dune de sorte que les cornes perdent
en permanence du sable. Ce ux de sortie est compense par un ux de sable reparti sur toute la
largeur de la dune, en provenance des cornes des dunes en amont de celle consideree.

Fig. 9 { (a) Instabilite lineaire sur les ancs d’une barkhane de grande taile. (b) Coupe montrant
la perturbation du relief et du ux.
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Fig. 10 { Mesures de la longueur d’onde des dunes elementaires, formees par instabilite lineaire,
en fonction du rapport de densite entre les grains et le uide environnant, multiplie par la taille
des grains.

5 Instabilite lineaire de formation des rides aquatiques et
des dunes eoliennes

Lorsqu’un lit de sable plat est soumis a un ecoulement, au dessus du seuil de transport, il se
destabilise pour formee des rangees periodiques de dunes transverses (Fig. 9). L’existence d’une
longueur d’onde de destabilisation |, suppose qu’il existe une echelle de longueur caracteristique.
De la m&me maniere, I'existence d’une taille minimale au dessous de laquelle il n’existe pas de
barkhane (* 10 m de long au Sahara Atlantique) implique une brisure de I'invariance d’echelle et
donc la presence d’une echelle de longueur. Vu que la turbulence est invariante d’echelle, aux e ets
logarithmiques pres, cette longueur ne peut provenir que du transport de particules. Nous avons
vu dans le chapitre precedent que les processus d’erosion et de deposition peuvent €tre decrits
avec un méme formalisme, quel que soit le mode de transport. Une seule longueur caracteristique
intervient dans cette description: la longueur de saturation Lsye du ux de sediments (Hersen
et al. 2002). Il est donc naturel que cette longueur intervienne dans la loi d’echelle gouvernant la
longueur d’onde la plus instable.

Comme nous I’avons apercu dans le chapitre precedent, I'instabilite de formation des dunes
provient de I'existence d’'un dephasage entre la contrainte basale et le relief, d0 aux e ets iner-
tiels (Kennedy 1963, Richards 1980). La contrainte sur un relief arbitraire de faible amplitude
s’obtient par superposition des modes de Fourier. On note d’'un #, la transformee de Fourier et,
lorsque la notation complexe est utilisee, il convient d’en prendre la partie reelle. Dans la mesure
ou I'ecoulement turbulent ne possede pas d’echelle propre, hormis la rugosite du sol, I'analyse

12



o
=

I I |
w
|

sat
-0.1

k LS&'[

0 T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fig. 11 { Dispersion de relation de I’instabilite lineaire formant les dunes eoliennes et les rides
aquatiques.

dimensionnelle nous permet d’ecrire la perturbation de contrainte sous la forme:
A= su?(A +iB)kh

ou h est le pro | de hauteur du lit et k est le nombre d’onde considere. A designe la composante
de la contrainte en phase avec le relief et B la composante en quadrature. Etant donnes les taux
de croissance typiques de I'instabilite, I’ecoulement autour de la dune peut €tre considere comme
stationnaire pour determiner A et B. De maniere generique, dans le regime turbulent, A et B
sont positifs; ils dependent tres faiblement (logarithmiquement ) de kzp et peuvent etre consideres
comme constants en pratique. Cela signi e que la vitesse d’ecoulement au dessus d’une bosse est
plus grande qu’en son absence (A > 0), ce qui provient directement du pincement des lignes de
courant. Par ailleurs, le maximum de contrainte est situe en amont du sommet de la bosse (B > 0).

On considere une forme generique de loi entre ux de sediments sature et contrainte:

Osat = ( th): 17)

ainsi qu’un ux de reference Q = ( + 1) ( u?){ *D permettant d’adimensionner les resultats.
Nous avons vu au chapitre precedent que le seuil de transport en contrainte depend de la pente
du lit. A I'ordre lineaire, on peut ecrire:

o = 232 20a 4 iB)Kf + 292k = a+ ib)kh (18)
@ @ tn
ou les coe cients a et b valent:
_ A U, _ B+ 'uj
A=A T e U hEB A

Lorsque la vitesse d’ecoulement est asymptotiquement grande (u Uth), les e ets de pente sont
negligeables de sorte que a tend vers A et b vers B, independamment de et . Les composantes
aethdu uxsature en phase et en quadrature avec le relief traduisent donc I’e et de I’ecoulement
sur le transport, corrige des e ets gravitaires lies a la pente. Le ux transporte relaxe vers sa
valeur saturee avec un retard spatial Lgat:

IKLsat@ = Gsat @ (19)

En injectant la forme generale de solution,
h =hg exp( t+ik(x ct)) (20)
dans la conservation de la matiere @Z + @xq = 0, on obtient nalement la relation de dispersion:

oo wlo K Gu_ iQ@rie
- ﬁ_ 1+ ikLsat f B 1+ ikLgat
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Fig. 12 { Comparaison des morphologies dunaires observees sur Mars et sur Terre.

En faisant appara*tre la longueur de saturation Ls;: comme longueur caracteristique et le rapport
L2,,=Q comme temps caracteristique, on obtient le taux de croissance et la vitesse de propagation
¢ des dunes:

Léa:  _  (KLsa)*(b  akLsar) 1)
Q 1+ (KLsat)?
Q 1+ (kLsat)?

On a a aire a une instabilite convective a grande longueur d’onde (Fig. 11). Le nombre d’onde
de coupure k. de cette instabilite est donne par:

| o

Kelsat = (23)
Il s’interprete simplement en termes de dephasages. Le maximum de contrainte hydrodynamique
est situe a une distance B=(2 A) en amont du sommet de la sinuso de consideree. En incluant les
e ets de pente, on obtient la position du maximum de ux sature, situe egalement en amont du
sommet, a une distance b=(2 a). Le ux reel repond avec du retard aux variations de contraintes.
Le maximum de ux est donc lui situe a une distance b=(2 a) Lgsat du sommet. Or ce maximum
separe la zone d’erosion, en amont, de la zone de deposition, en aval. Une perturbation crot si
son sommet se situe dans la zone de deposition. Il y a alors non seulement propagation de la
perturbation (le dos est erode et le sable preleve se depose en aval) mais aussi accumulation de
sable au sommet donc ampli cation.

Pres du seuil, (pour u ” ug,), a tend vers A=(1+ ) et b vers (B H=(1+ ).Si Best
plus petit que 1, alors b est negatif au seuil et il n’y a donc plus d’instabilite. En d’autres termes,
il existe alors un seuil d’instabilite distinct du seuil de transport. En considerant que a et b ne
dependent que tres faiblement de kzg, on peut calculer explicitement le mode le plus instable,
Kmax: s

o O b *
Kmax Lsat = X X with X = 3 + 1+ 3 - (24)
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Dans la mesure ou I'instabilite est convective, il faut en principe calculer le taux de croissance
spatial. Dans ce cas particulier, les resultats sont pratiqguement identiques, que I’'on considere
I'instabilite spatiale ou temporelle.

Nous avons vu precedemment que la vitesse de propagation d’une dune est donnee par la
di erence de ux entre creux et créte rapportee a la di erence de hauteur. A grande longueur
d’onde, cette relation nous donne une loi d’echelle en ¢ / Q= , pour les dunes de hauteur in -
nitesimale (Fig. 11). La relation entre vitesse ¢ et hauteur H de dune decro™ donc comme 1=H
a grande hauteur mais tend vers une constante a H = 0 (Fig. 7). A U =ug, donne, cette analyse
predit une longueur d’onde la plus instable proportionnelle a la longueur de saturation. Nous avons
vu dans le chapitre precedent que pour la saltation, la longueur de saturation provient de I'inertie
des grains. En consequence la longueur d’onde selectionnee veri e, en premiere approximation, la

loi d’echelle suivante: a
S

b ¢
Cette loi traduit I’essence de I'instabilite: le mecanisme destabilisant (associe terme b=a) est d’ori-
gine hydrodynamique et le terme stabilisant (associe au terme -=d) provient du transport de

grains. La gure 10 presente des mesures e ectuees dans des environnements tres di erents, avec
des grains de di erentes tailles (Claudin & Andreotti 2006). Les longueur d’ondes en situations
naturelles ont ete faites sur des zones de dunes transverses naissantes, reconnaissables a leur mor-
phologies (Fig. 12). La longueur d’onde s’entend comme la distance moyenne de créte a créte, ce
qui n’exclut pas une distribution relativement large. Les dunes du Sahara Atlantique se forment
avec une taille de I'ordre de 20 m, pour une taille de grain d de I'ordre de 180 m (Elbelrhiti
et al. 2005). Les dunes de neige se forment lorsque une tempéte de poudreuse depose des ocons
de I'ordre du cm (Fahnestock et al 2000, Frezzotti et al. 2002), mais tres peu denses, sur le sol
gele (Antarctique et mer Baltique). La longueur d’onde est alors de I'ordre de la dizaine de metres,
ce qui s’explique par le fait que le produit sd est sensiblement le méme que pour le sable. Les
dunes Martiennes (Fig. 12) se forment dans une atmosphere de CO, tres diluee, avec des grains
legerement plus petits que sur Terre. Il s’ensuit que les dunes elementaires sont beaucoup plus
grandes, de I’'ordre de 600 m. Des experiences dans le CO, pres du point critique ont ete menees
pour reproduire les conditions a la surface de Venus. Dans cette atmosphere 100 fois plus denses
que I'air, les dunes elementaires se forment avec une longueur d’onde de I'ordre de la dizaine de
centimetres. En n, dans I’eau, en regime turbulent, nombre d’experiences ont ete conduites qui
montrent des longueur d’ondes centimetriques. Soulignons en conclusion que cette loi d’echelle
ne pretend rendre compte que du facteur dominant et non du detail. En particulier, les e ets de
pente se traduisent par des dependances des coe cients a et b vis-a-vis de la vitesse d’ecoulement.
Cet e et etant stabilisant, la longueur d’onde selectionnee cro lorsqu’on se rapproche du seuil
de transport. Notons en n que les coe cients hydrodynamiques A et B dependent du nombre de
Reynolds base sur la taille des grains. Dans la mesure ou I'instabilite provient des e ets inertiels,
les e ets visqueux sont stabilisants et induisent, a nouveau, des longueurs d’onde de destabilisation
plus grandes.

max 7/ d; (25)

6 Evolution non-lineaire des dunes et e ets de taille nie

L’evolution non-lineaire d’un champ de dunes procede de multiples mecanismes superposes.
Considerons pour commencer une rangee de dunes periodique venant de se former par instabi-
lite lineaire. Lorsque le rapport d’aspect H= est asymptotiquement petit, nous avons vu que le
maximum de contrainte se situe en amont du sommet. Lorsque la dune cro™ en amplitude, le
rapport d’aspectH= augmente et le maximum de contrainte se deplace vers I’aval. Deux autres
e ets ont alors lieu. La dune devient asymetrique et, lorsque la pente devient localement plus
grande que le coe cient de friction statique, une avalanche nuclee qui repartit le sable le long de
la face d’avalanche. Par ailleurs, la couche limite se separe de la dune et il se forme une bulle de
recirculation. L’amplitude de la dune sature lorsque le maximum de ux, a une distance Lgat €n
aval du maximum de contrainte, atteint le sommet de la dune.
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Fig. 13 { Diagramme spatio-temporel obtenu en representant une photographie des rides au fond
d’une cellule annulaire en fonction du temps. L’axe vertical a ete dilate pour les besoins de la
visualisation.

Par ailleurs, les dunes ne se forment pas avec un motif totalement regulier: il existe un desordre
intrinseque a toute instabilite lineaire. 1l se produit alors des rearrangement progressifs du champ
de dunes (Andersen et al. 2001). On peut identi er deux processus simples. Tout d’abord, nous
avons vu que les petites dunes sont plus rapides que les grandes. Elles rattrapent donc celles-ci,
provoquant une fusion partielle et donc la formation d’une dune encore plus grande. Ce processus
absorption conduit donc logiquement a une croissance perpetuelle de la taille des dunes (hauteur
et longueur). D’autre part, le dos d’une grande dune ressemble a un lit plat et est donc instable
vis-a-vis de la formation de nouvelles structures a la taille elementaires. 1l y a donc regenerescence
permanente de dunes a I’echelle elementaire (Elbelrhiti et al. 2005).

Enrealite, di erents processus peuvent venir arréter cette evolution du motif dunaire. Considerons
en successivement quelques-uns. Une variante des rides aquatiques ou des dunes eoliennes consiste
a generer des structures a partir d’un ecoulement alterne. Dans I’environnement naturel, cette si-
tuation se rencontre sur le lit sableux du fond des mers: la houle ou le clapot creent un ecoulement
quasi-sinusoidal sur le fond, dont I'amplitude A decro™t exponentiellement avec le rapport de la
hauteur d’eau sur la longueur d’onde des vagues. Au laboratoire, il est plus simple de faire osciller
le lit sableux par rapport au liquide utilise; il est possible de travailler soit dans une situation
lineaire (plateau oscillant) soit en conditions au limites periodiques (cellule de Couette oscillante).
L’instabilite lineaire du lit met en jeu un nouveau temps caracteristique, la pulsation des oscil-
lations. Dans la limite ou  est petit devant le temps de saturation du transport, on se ramene
au cas simple des rides, si ce n’est que I’on varie quasi-statiquement la vitesse de I'ecoulement. Le
taux de croissance resultant se calcule donc comme une moyenne ponderee des taux de croissance
obtenus precedemment pour di erents u . Lorsque devient comparable au temps de saturation
du ux, un nouveau regime appara‘t dont I’analyse de stabilite lineaire n’a jamais ete menee a
ce jour. Le diagramme de la gure 13 montre I'evolution typique du motif ainsi forme. Pendant
une premiere phase, la motif conserve la longueur d’onde initiale. Puis, une fusion de rides s’opere
par nucleation heterogene, qui induit par propagation une transition vers le motif periodique nal,
dont la longueur d’onde est determinee par I'amplitude d’oscillation A. Ainsi, la longueur d’onde

nale des rides au fond de la mer est petite, en eau peu profonde, lorsque la longueur d’onde des
vagues est faible, et en eau profonde, dans le cas de la houle. Dans le cas de la houle en eau peu
profonde, les longueurs d’ondes des rides peut atteindre plusieurs dizaines de metres. On parle
alors plutot de trou d’eau, bien que I'origine soit la méme.

Dans le cas des motifs au fond des rivieres sableuses, I’ecoulement est unidirectionnel. C’est
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Fig. 14 { Instabilite lineaire d’un lit de sable au fond d’une riviere de profondeur H: taux de
croissance et vitesse de propagation c en fonction du nombre d’onde k, pour di erentes valeurs
de H=zy (H=z¢ = 5000, 10000, 20000). Les parametres sont xes a des valeurs typiques: nombre de
Froude F = 0:8; coe cient de friction = tan32 ; seuil de transport adimensionne ug=u = 0:8
et longueur de saturation Lsat=zg = 80. En (a), est adimensionne par Lgt et k par zo de sorte
que les courbes se superposent dans la region kH 1. En (b), (c) et (d), au contraire, toutes
les longueurs sont adimensionnees par H, de sorte que les courbes se superposent quand kH ~ 1.
Les courbes en pointilles montrent la relation de dispersion en I’absence de surface libre, lorsque
le domaine n’est pas borne, pour la méme valeur de kzy. Le panel (¢) est une representation semi-
logarithmique; par convention, est represente le logarithme de la valeur absolue de , le dessous
de la courbe etant grise lorsque est negatif.

alors la profondeur d’eau nie H qui limite la croissance des motifs. L’ecoulement autour d’une
rangee periodique de dunes en riviere est contréle par quatre parametres independants. On re-
trouve les deux parametres presents dans le cas d’une hauteur d’eau grande devant la longueur
d’onde: le rapport entre la longueur d’onde et la rugosite hydrodynamique du lit, et le rapport
d’aspect de la dune. Le con nement de I’ecoulement par la surface libre est contréle par le rapport
entre la longueur d’onde et la hauteur d’eau H, ou de maniere equivalente, le nombre d’onde
adimensionne kH. Comme nous I’avons vu, par simple conservation du debit, cet e et de con ne-
ment conduit a une augmentation de la vitesse au sommet des dunes. Ce premier e et conduit a un
taux de croissance et une vitesse de propagation plus grands que dans le cas semi-in ni, dans une
gamme de nombre d’onde adimensionne kH entre 10 * et 10° ( g. 14c et d). Dans la limite des
tres petits kH, cependant, la couche interne, responsable du dephasage entre contrainte et relief,
devient de taille comparable a la hauteur d’eau. Des lors, il n’existe plus de couche externe et les
contraintes turbulentes deviennent importantes dans tout I'’ecoulement. Il s’ensuit une restabili-
sation de cette gamme de longueur d’ondes, marquee par un dephasage B=A negatif (zone grisee
kH <410 ?surla g.14c). En n, le dernier parametre est le nombre de Froude de I’ecoulement,
qui contréle la longueur d’onde des dunes a laquelle les ondes de surfaces sont en condition de
resonance. A la resonance, la deformation de la surface libre est en quadrature avec le fond, ce qui
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Fig. 15 { Representation des caracteristiques des dunes en riviere dans un digramme reliant le
nombre de Froude F au nombre d’onde adimensionne par la hauteur d’eau, kH. La courbe en
trait plein montre les conditions resonantes pour les ondes de surfaces stationnaires et separe le
regime supercritique (a droite) du regime sous-critique (a gauche). (a) Dunes (symboles noirs) et
mega-dunes (symboles blancs) en rivieres naturelles (Annambhotla et al. 1972, Carling et al. 2000,
Carling et al. 2005, Fourriere et al. 2009, Parsons et al. 2005). (b) Experiences en canal hydrau-
lique: longueur d’onde des structures obtenues a temps asymptotiquement long (Baas 1994, Baas
1999, Guy et al. 1966).

se traduit par des lignes de courant pincees vers I'aval des dunes. Du point de vue de I'instabilite,
les ondes de surfaces conduisent donc a une restabilisation autour des conditions de resonance
(zone grisee kH ~ 2 sur les gures 14b et c). Globalement, ces di erents e ets ne modi ent pas
les conclusions de I'analyse de stabilite lineaire: des qu’il y a separation d’echelle entre la hauteur
d’eau et la longueur de saturation, le maximum du taux de croissance, associe au rides, est insen-
sible aux e ets de taille nie ( g. 14a). Dans la mesure ou il N’y a pas de nouveau pic de taux de
croissance comparable a ce dernier, les dunes ne se forment pas en riviere par instabilite lineaire.
Les processus de fusion de structures decrits plus haut conduisent a une croissance de la longueur
d’onde, jusqu’a ce que les e ets stabilisants associes a la profondeur nie deviennent dominants.
On a alors une restabilisation des structures a une longueur d’onde commensurable avec la hauteur
d’eau. La gure 15 montre une serie de mesures experimentales de ces longueurs d’onde observees
a temps long. Les points, extrémement disperses, se situent a gauche de la resonance, en regime
d’ondes sous-critique, et a droite de la zone de restabilisation par con nement (kH > 0:3). Les
dunes simples se localisent le long de la courbe de resonance tandis que les mega-dunes { qui
presentent par de nition des dunes sur leur dos { sont observees dans les rivieres naturelles, a bas
Froude et petit kH.

Dans le cas des dunes eoliennes, il n’y a de prime abord pas de surface libre pour arréter la crois-
sance des dunes, comme dans le cas des rivieres. Pourtant, on concoit aisement que I’ecoulement
du vent autour de dunes de longueur kilometriqgue commence a mettre en jeu la structure verti-
cale de I'atmosphere. Dans les zones desertiques, cette structure est particulierement simple (Stull
1988, Garrat 1994). Par de nition, un desert est une zone ou il ne pleut pas, ce qui traduit une
structure primaire d’atmosphere extrémement stable. Cette stabilite provient d’une strati cation
en densite de I'atmosphere. La variable thermodynamique adaptee est la temperature virtuelle
potentielle , dejaugee des e ets adiabatiques et des e ets de teneur en humidite (Stull 1988,
Garrat 1994). L’atmosphere est strati ee de maniere stable, ce qui implique une suppression des

uctuations turbulentes, lorsque  cro™t avec I'altitude ( g. 16). Bien entendu les zones desertiques
sont aussi des zones ou le sol peut-étre fortement chau e. Il s’ensuit le developpement d’une couche
de convection d’autant plus haute que la temperature du sol est forte. La couche de convection est
separee de I'amosphere strati ee par une interface appelee couche d’inversion, au sein de laquelle
la temperature virtuelle potentielle cro“t fortement. Sur cette couche viennent rebondir les plumes
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Fig. 16 { (a) Longueur d’onde moyenne des dunes geantes de tous les deserts du monde en
fonction de la hauteur moyenne H de la couche d’inversion. (b) Representation schematique du
pro | vertical de temperature virtuelle potentielle dans les regions desertiques.

thermiques emises par le sol, dont les extremites sont marquees par des nuages de type cumulus.
Ainsi, la couche d’inversion correspond au dessus de la premiere couche nuageuse. Cette couche
etant tres ne par rapport a la longueur d’onde des dunes, elle se comporte comme une interface
ou la densite subit une discontinuite . Cette interface est aussi caracterisee par I'annulation des

uctuations turbulentes et donc de la contrainte de cisaillement qui y est associee. En n, elle peut
propager des ondes dont le rappel est a la fois d0 a la gravite et a la strati cation de la couche
superieure. Cette derniere est caracterisee par la frequence de Brunt-Vaisala, qui se construit a
partir du gradient de temperature virtuelle potentielle:

N?2=g = ; avec (26)

dz
La relation de dispersion ! (k) des ondes guidees sur I'interface s’ecrit alors, dans la limite des
grands kH,

12+ 1 — 1 12 N2=_gk; (27)

0 0

A noter que I'on retrouve la relation des ondes de surface en riviere lorsque N = 0 et = .lLa
strati cation apporte une propriete qui n’existe pas dans le cas des rivieres: les ondes de surface
ne peuvent se propager que pour ' > N. En dessous de cette frequence de coupure, des ondes
internes sont rayonnees dans I’atmosphere, ce qui se traduit par une attenuation longitudinale de
I'amplitude. Ce nouvel e et est extrémement stabilisant pour les dunes de grande longueur d’onde.
Comme precedemment, ces e ets stoppent la croissance des dunes geantes eoliennes par fusion, et
selectionnent une longueur d’onde nale ( g. 16) de I'ordre de la hauteur moyenne de la couche
d’inversion (Andreotti et al. 2009).

19



7 Appendice: Origine naturelle des milieux granulaires

Une large partie des sediments provient de la degradation des roches, ordinairement classees
en trois groupes. Les roches ignees resultent du refroidissement et de la cristallisation de magmas,
issus soit du manteau, soit de la fusion de roches metamorphiques. Les roches metamorphiques
resultent de la modi cation, par I'action de la chaleur et de la pression, de roches ignees ou
sedimentaires. Les roches sedimentaires proviennent de la lithi cation par diagenese des sediment:
la porosite du dep6t est reduite par compaction, cimentation (par dissolution puis precipitation
ou cristallisation) et transformation minerale, jusqu’a expulsion du uide interstitiel et formation
d’une roche solide.

L’alteration est la desagregation de roches ignees, metamorphiques ou sedimentaires par action
mecanique, chimique et biologique. L’alteration physique provient essentiellement de la formation
de fractures par dilatation induite par les variations de temperatures ou simplement par relaxation
des pre-contraintes sous lesquelles les roches se sont formees (decompression). En climat humide,
I’alternance entre gel et degel elargit les fractures du fait du changement de volume de I’eau. Les
racines des plantes peuvent jouer le méme role. A ces e ets s’ajoute I'erosion directe par I'eau
ou la glace, ou encore par les chocs des grains transportes par le vent. L’alteration chimique agit
principalement en presence d’eau et d’air. Certains mineraux (halite, calcite) se dissolvent totale-
ment et leurs ions sont evacues en solution. D’autres mineraux, comme les micas ou les feldspaths
sont transformes en d’autres especes minerales, souvent de granulometrie plus ne (argiles) et plus
facilement mobilisables par I’erosion. Ces reactions peuvent €tre accelerees par I’action biologique.
La fermentation et la respiration induisent une oxydation de la matiere organique produisant de
I’eau et du dioxyde de carbone, ce dernier etant fondamental pour les reactions de mise en solu-
tion (de la calcite notamment). Par ailleurs, les microorganismes sont capables de dissoudre des
mineraux par attaque acide, liberant des ions (metalliques en particulier). Outre I’alteration, des
sediments peuvent etre produit par I’activite volcanique, notamment les cendres, les laves et les
debris plus grossiers rejettes par les volcans lors d’eruptions. Ces processus donnent naissance a
des sols et des debris rocheux. L’erosion correspond a I’enlevement de ces produits d’alteration
des zones d’alteration active et le transport est leur mouvement vers les bassins de sedimentation
ou ils se deposent. Parallelement, les ions en solution dans I’eau sont transportes et participent a
la formation des roches sedimentaires.

Les geologues utilisent une terminologie di erente pour des grains de granulometries di erentes:
par ordre de taille croissante, argile, limon (silt), sable ( n, moyen ou grossier), gravier, galet
(caillou), bloc rocheux. La classi cation physique ne distingue que deux classes de grains, selon
gu’ils presentent des interactions cohesives ou non. Le degre de polydispersite des sediments natu-
rels depend de I’existence ou non d’un processus de tri lors du transport. Les moraines glaciaires
constituees de sediments erodes et transportes par un glacier sont extrémement polydisperse. Les
depOts wuviatiles de galets, de sable et de limon sont par comparaison un peu mieux tries et les
depOts lacustres et marins un peu mieux encore. En n, les dep6ts eoliens et en particulier les dunes
sont constitues de sable pratiquement monodisperse.

La forme des grains depend egalement de I’origine. Les grains de dep6ts glaciaires et uviatiles
sont tres anguleux et brillants. Au cours du transport, il appara™ des traces d’impact en croissant
asymetrique (*'coup d’ongle™). Les grains des depots sableux eoliens sont arrondis, depolis et mats.
lls presentent les traces de I'abrasion induite par les collisions des grains transportes sur le sol.

La couleur des grains de sable peut s’acquerir pendant la diagenese. Des reactions avec les
oxydes de fer apportent une coloration rouge. Pendant la phase d’expulsion des uides, la presence
de matiere organique appauvrit le milieu en oxygene et amene des ions Fe*™* de couleur verte.
En n, les grains de quartz des depo6ts eoliens peuvent tre enduits de pigment hematitique rouge.
Les impacts des grains erodant cette pellicule de rouille, une dune est d’autant plus rouge qu’elle
est statique et d’autant plus blanche qu’elle est mobile ( g. 17).
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Fig. 17 { Gauche: photographie de grains eoliens, recouverts pour certains d’oxyde ferrique. Droite:
comparaison entre les couleurs d’une dune barkhane de taille moyenne, tres mobile et claire, et
dune barkhane geante, peu mobile et rouge.
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