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Chapitre 1

Probleme a deux corps

Remarque : avant d’aborder ce chapitre, il est fortement conseillé de lire (et comprendre)
I’appendice A, au moins jusqu’a la section A.2.2.

1.1 Lois de conservation et référentiel du centre de masse

Considérons deux corps, deux points matériels M; et M,, de masses respectives m; et m,,
en interaction mutuelle. On pose 7, = OT/[l et 7y = WQ les positions de ces points dans le
référentiel du laboratoire, supposé galiléen. Nous appellerons ﬁ12 la force que le corps 1 exerce
sur le corps 2 et inversement le la force que le corps 2 exerce sur le corps 1. D’apres la troisiéme
loi de Newton, Flz et F21 ont le méme module, la méme direction et des sens opposés. De plus,
la direction des forces d’interaction se confond avec la droite qui passe par les deux points :

Fiy
W2
M,
FIGURE 1.1 — Deux corps interagissent avec une force mutuelle F = Fw = —Fm.

Le centre de masse C' du systéme se situe sur le segment [M; M,], plus prés du corps le plus

lourd. Son vecteur position est
R my Ty + mot
o= bt S SR A (1.2)
my + My
Nous supposons le systéme isolé, c’est a dire il n’y a pas de force extérieure agissant sur
les deux corps. D’apres les lois de Newton, le centre de masse de ce systéeme isolé a une vitesse

rectiligne uniforme dans le référentiel du laboratoire (supposé galiléen) :

ey

?-'C =0 ce qui est équivalent a F.C = cste. (1.3)

Ceci implique que le référentiel du centre de masse K., défini comme le référentiel d’origine C
en translation par rapport au référentiel du laboratoire, est un référentiel galiléen.

On pose 7y . = CM, et Ty e = C'M, les vecteurs positions des deux points matériels dans le
référentiel R.. Ces positions s’expriment simplement en terme de la position relative 7

ri= M1M2 :7’2—7“1 :TZ,C_Tl,C (1.4)
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4 CHAPITRE 1. PROBLEME A DEUX CORPS

On trouve, apres un rapide calcul,

Mg my

r,=1r—r,=——"""F Ty ,.=Tyg—T7T,= ———T. (1.5
1,c 1 c m, +m2 2,c 2 c m, +m2 )

La deuxieme loi de Newton dans X, appliquée a chacun des deux corps
My e = Fy MoTy o = Fiy (1.6)

donne alors deux fois la méme équation
mimy, = =
L 2 r = 12 (17)
my + My

Nous allons introduire m la masse réduite

mymey

m (1.8)

my + My

et la force F' = ﬁm- A cause de linvariance par translation du systéme, F dépend seulement de
la position relative 7y — 7, = 7. On obtient donc I’équation du mouvement relatif

mit = F(7) (1.9)

A partir d’un probléme & deux corps, nous avons obtenu deux problémes & un corps. Le centre
de masse a un mouvement rectiligne uniforme dans le référentiel du laboratoire, et 1’équation
(1.9) du mouvement relatif représente le mouvement d’un corps fictif de masse m soumis a une
force extérieure F. On dit que le probleme & deux corps est séparable.

1.2 Force centrale

Nous allons supposer que la force Fest centrale, c’est-a-dire que
— La force est dirigée selon 7
— La norme et le sens de la force ne dépendent que de r.

Dans le contexte du probleme & deux corps, ¥ = 7, — 7 est la position relative des deux corps, et
est donc aussi la position de la particule fictive. Cependant, tout ce qui est dit dans ce chapitre
s’applique également a une particule réelle dans un champ de force centrale.

Une force centrale est forcément conservative, c’est-a-dire qu’il existe un potentiel V(r) tel

que !

U, avec U, =

(1.10)

<3

dr

Le potentiel V ne dépend que de r, et pas de € ou de ¢, parce que la force F a seulement une
composante selon 4,., et pas selon g ou 1. Si la force entre les deux corps est attractive, comme

représenté sur le dessin en figure 1.1, on a %ff) >0 Vr>0.

Dorénavant, nous nous concentrons sur les équations (1.9) et (1.10), qui décrivent le mou-
vement d’une particule fictive de position 7 et masse m dans un potentiel extérieur V(r) qui
dépend seulement de la distance r & un point immobile donné O, dit le centre du champ de
force. Une fois ce probléme résolu, on pourra remonter aux mouvements individuels des deux
corps par rapport a leur centre de masse en utilisant les équations (1.5).

1. Nous avons utilisé dans (1.10) Pexpression du gradient en coordonnées sphériques gr?a,df(r7 0,¢) = %ﬂr +
1950y + 25904
r 960 0 rsinf 0¢ P



1.2. FORCE CENTRALE )

1.2.1 Conservation du moment cinétique et loi des aires

Appliquons le théoréeme du moment cinétique & la particule fictive en O :

L . . - -

priakl NF =0 = L est constant. (1.11)
Le moment cinétique de la particule fictive est L = # A m#. Comme 7 et 7 sont & chaque instant
orthogonaux a L qui est constant, on déduit que la trajectoire de la particule fictive se trouve
dans un plan P orthogonal & L. On peut ainsi réduire ultérieurement le nombre de degrés de
liberté du systéme. Dans le plan P, on utilisera les coordonnées polaires. En rajoutant un axe z
orthogonal a P orienté selon L, on aura des coordonnées cylindriques. On considére pour I'instant
le cas L # 0. Dans ce cas? :

L = rti, Ami = ri, A m(ii, + r0ti,) = mr?0d, et donc £ =|L| =mr20 = Cste. (1.12)

La constance du module ¢ de L a une interprétation géométrique simple : I'aire élémentaire d A
balayée par ¥ pendant dt est constante, comme montré en figure 1.2.

r2 dA  r%2do 14
dA = —df —_— = = — 1.1
2 T ol@ 2 2m (1.13)

C’est la loi des aires, ou seconde loi de Kepler.

trajectoire
de la particule

FIGURE 1.2 — Soit dA laire élémentaire balayée par ¥ pendant dt, en gris sur la figure. L’aire
du triangle (d gauche des pointillés) est 3r° tan(df) ~ ir*df. L'aire a droite des pointillés est
négligeable (d’ordre drdf). On a donc au premier ordre dA = r? df, et dA/dt = %7’29' =/{/(2m),
qut est constant.

1.2.2 Potentiel effectif

Nous allons maintenant utiliser la conservation de 1’énergie pour obtenir la solution complete
du probléme. La force étant conservative, dérivée du potentiel V(r), I’énergie mécanique est

conserveée : )
E = imv2 + V(r) = const. (1.14)

En utilisant le fait que

1 2

L = M, 4 o = T2 4 1207 = (Tﬂ n

m2r2

5 ) car £ =mr2f (1.15)

on se rameéne a un probléme purement radiale, a un seul degré de liberté, pour une particule
fictive de masse m dans un potentiel effectif U,g(r)

62

2mr2’

1
E = imf2 + Uy(r) avec Uy(r)=V(r)+

2. Clairement, L=0 correspond & une trajectoire rectiligne pour la particule fictive.

(1.16)
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1.2.3 Etude qualitative des trajectoires

Supposons pour simplifier que le potentiel V' (r) atteint une limite finie V(co) pour r grand ;
comme le potentiel est défini & une constante pres, on s’arrange pour avoir V(oo) = 0. On
s’intéresse a deux situations :

Force attractive : si la force est toujours attractive entre les deux corps, alors V) 5 0 et
puisque V(c0) =0, on a V(r) < 0.

Force répulsive : si la force est toujours répulsive entre les deux corps, alors d‘gff) < 0 et,
puisque V(oc0) =0, on a V(r) > 0.

(On exclut les forces qui sont attractives pour certaines valeurs de 7 et répulsives pour d’autres
valeurs.)

Le potentiel effectif Ug(r) est la somme de V(r), et du terme % qui est positif et dé-
croissant. Dans le cas répulsif, U4 est donc la somme de deux termes positifs et décroissants,
et est lui-méme positif et décroissant. Dans le cas attractif, U4 est la somme de deux termes
de signes opposés et de sens de variation opposés. La situation est plus compliquée, mais on
a typiquement une somme comme représentée sur la figure 1.3 : U4 est d’abord décroissant,
atteint un minimum négatif U, pour un certain rayon r,, puis croit jusqu’a 0 quand r — co.

A Uest(r) A Ues(r)
\ L
\ Vo
\ Vo
\ 1
\ VL
\ v
\ v
\ A
\ \\
\ \\\
\\ E N o _
"min "max T~----___________ > [ et —
Ty r Tmin r
B -
: ’
U* ...... K

FIGURE 1.3 — Le potentiel effectif U4 dans le cas attractif (& gauche) et dans le cas répulsif (a
droite). Le potentiel effectif est la somme de deux termes, V(r) (en pointillés rouges) et %
(en pointillés bleus). Dans le cas attractif, le potentiel effectif prend sa valeur minimal U, pour
une valeur de r = r,. Si F < 0 (uniquement dans le cas attractif), le mouvement est limité
aux valeurs de r comprises entre les points de rebroussement r;, et r ... Si E > 0 (dans le
cas répulsif ou attractif), il n’y a qu'un point de rebroussement 7, et toutes les valeurs de r
supérieures a r,,;, sont possibles.

Lorsque le systéme a une énergie F donnée, sa position r doit étre telle que Uy(r) < E,

puisque E — Uyg(r) = $ms? > 0, voir (1.16). On en déduit que

— FE > U, dans le cas attractif, et £ > 0 dans le cas répulsif.

— Lorsque E = U, (cas attractif uniquement), la seule valeur de r possible est r = r,, et on
a 7 = 0. La trajectoire est un cercle de rayon r,.

— Lorsque U, < E < 0 (as attractif uniquement), il existe deux valeurs de r appelés r;,
et 7. pour lesquelles Uyg(r) = E, voir la figure 1.3. Ce sont les points de rebroussement
pour le mouvement radial ; a ces points de rebroussement, la vitesse radiale 7 change de
signe en passant par 0. La coordonnée r augmente (7 > 0) entre 7, et r,.., puis diminue
(r < 0) de rp .y & Tpin, PUis augmente a nouveau, etc.
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— Lorsque E > 0 (cas attractif ou répulsif), il n’y a qu’'un seul point de rebroussement, 7., .
Si r est initialement grand et décroissant, il diminue jusqu’a r,;, puis augmente a nouveau
vers l'infini.

Supposons pour fixer les idées que, a t = 0 la particule est en r,;,. Pour ¢t > 0, et jusqu’au

moment ot 7 = r,. (si on est dans le cas E < 0), on a 7 > 0. On a donc, a partir de (1.16),

=) 2(E—Ug(r)). (1.17)

Cette équation différentielle non-linéaire du premier ordre se résout par séparation des variables :

dt = dr : (1.18)

%(E - Ueﬂ(r»

puis, apres intégration, on obtient ¢ en fonction de r :

" dr
t= . (1.19)
Tmin %(E — Uest(r))
(On rappelle que cette expression n’est valable que pour U'intervalle de temps ou r va de r;, a
Tmaxs Mais des expressions similaires peuvent étre écrites pour les instants ultérieurs.)
En particulier, dans le cas E2 < 0, le temps nécessaire pour aller de r,;, a 7., est
rm‘dx dfr“
At = . (1.20)

rain \) (B — Usge(r))

Lorsque t atteint At, la distance r atteint r . et la vitesse radiale 7 s’annule puis change de
signe. Il faut modifier (1.17) en rajoutant un signe —. La trajectoire de r en fonction du temps
est alors symétrique autour de At; r(At +t) = r(At —t). Le temps nécessaire pour aller de
Thax & Tmin €St donc égal a At et, finalement, la valeur de r dans le cas £ < 0 est une fonction
périodique et symétrique du temps de période 2A¢t.

La trajectoire dans le plan P est-elle pour autant une courbe fermée ? Pour répondre a cette
question, il faut regarder la variation de 'angle 6 pendant ce temps. Supposons que £ > 0.
(En général, on s’arrange toujours pour orienter l’espace de maniére & avoir £ > 0. Nous ferons
toujours cette hypothese dans la suite.) On commence par remarquer que

l

f=-—"_>0 1.21
2 (1.21)

min

L’angle 6 grandit donc toujours, et la vitesse angulaire 6 ne s’annule jamais. Toujours par
séparation des variables, on peut déterminer € en fonction de r. Partant de (1.21), on a df =
#dt, puis on utilise (1.18) et on inteégre; en supposant que 6§ = 0 lorsque r = r on obtient

=
mr2 U

eff

min»

(1.22)

/ﬁm e ()

expression uniquement valable jusqu’a ce que r vaille r .. si on est dans le cas EF < 0. Lorsque

r va de r;, & T, (ce qui prend un temps At), Pangle augmente donc de

Tmax % d'r'

Al = = . 1.23
T i \/2m(E - Ueff<r)> ( )

in

Pendant la période 2At (temps pour que r aille de r_;, a r,;,, 'angle augmente de 2A0. Si
2A0 est un multiple de 2w, alors le mouvement est périodique de période 2At. Si 240 est de



8 CHAPITRE 1. PROBLEME A DEUX CORPS

la forme 277 (ou la fraction ™ est irréductible), alors le mouvement est périodique de période
2At x n. Si 2A6 est de la forme 27 x (nombre irrationnel), le mouvement n’est pas périodique.
Dans le cas ou E > 0, le mouvement radial n’est pas limité, et on a seulement la contrainte
r > r.m. La particule peur venir de U'infini, s’approcher a une distance r,;, du centre et repartir
vers l'infini dans une direction différente. L’angle Af obtenu a partir de (1.23) en remplacant
Thmax PAr +00 est alors I'angle entre la position de la particule a la distance minimale et la
direction dans laquelle la particule repart vers 'infini. L’angle 2A6 est ’angle entre la direction
d’approche (depuis l'infini) et la direction dans laquelle la particule repart vers l'infini.

min

1.3 Probleme de Kepler

1.3.1 Equation de la trajectoire

Nous considérons dans cette section le probleme de Kepler, qui correspond au cas de la force
gravitationnelle

o
Vir)=—— avec o= Gmymy = GMm >0 (1.24)

r
ou M = m; + my est la masse totale, m = 177:1:;22 est la masse réduite et G est la constante

de gravitation universelle [G] = M1 L3T~2 de valeur G ~ 6,674 x 1071 m3 .52 . kg ! dans le
Systeme International d’unités (SI).
Le potentiel effectif (1.16) est donc de la forme

«o 02

U(r) = —— + 1.25
eff( ) r 22 ( )
En résolvant dgﬁﬁ” = 0, on peut calculer aisément la valeur r, qui rend le potentiel effectif

minimum et la valeur U, du minimum correspondante

2 1a’m
=— et =—— 1.2
e © U, 2 (2 (126)
En remplagant U,y (r) dans la formule intégrale (1.22) pour I’angle 6, on obtient
Z
(1.27)

/ \/QWL a £2

Miraculeusement, cette intégrale se calcule. On remarque d’abord que le dénominateur est une
fonction de 1/r, et que le dr/r? du numérateur est justement, au signe pres, la différentielle de
1/r. On fait donc naturellement le changement de variable x = 1/r pour obtenir

1/r _
V2m (E + az) — 222

Tmin

Le contenu de la racine carré est un polynéme en x du second degré; on le met sous sa forme
canonique, puis on factorise par m?a?/¢? :

2.2 2.2 2 2
e e, M ma” _mTa” | 2BL7 47 2
m(E + ax) — Fx® = —/ (x £2> + 2mFE + PR [ 3 (maac 1) ,
(1.29)
et donc B
1
£ 4q
° (1.30)

2 2’
Tmin ]. 2E22 — T — 1)
mo ma
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En introduisant le parameétre p et ’excentricité e de 'orbite :
2 [ 2E(? | E
P=ma =™ ¢ + ma? U, (1.31)

1/r —nd v —.d
. _pdr :/ e (1.32)
Vre V€ =02 =12y 1 ()

on obtient

min

Cette intégrale se calcule a I’aide de la fonction arccos : on rappelle que arccos’ () = —1/V1 — a2,
d

et donc - arccos(ax +b) = —a/y/1 — (axz + b)2. On obtient donc

r—1 Tonin — 1
6 = arccos (L> — arccos (M> (1.33)
e e
Le deuxiéme terme du membre de droite est nul : en effet, les valeurs de r,;, et 7., sont telles
que E = Ug(rpi) = Ueg(Thmax)- Cela signifie que la racine carrée dans (1.22) s’annule quand r
vaut 7, ou ... En suivant les étapes, on voit que la racine carrée dans (1.32) s’annule quand

x vaut 1/r . oul/r Comme r,;, est plus petit que r cela implique que
p/rmax —1 p p

r.. —1
p/m;n =41 et f = —1, cest-a-dire Tmin = 1+e et Thax = —e

max* max?

(1.34)

Le deuxieéme terme dans le membre de droite de (1.33) est donc arccos(1) = 0. Finalement, en
prenant le cosinus des deux cOtés, on obtient ’équation de la trajectoire :

p
r— 1.35
ecost + 1 ( )
Exercices 1) Vérifier que cette solution vérifie la seconde loi de Newton, mi = — 31U, ce qui
donne en projection m(¥ —rf?) = —+3. Indice : pour dériver par rapport au temps, il faut écrire
% = ‘ji—f X % = %%, voir (1.12). 2) Refaire le calcul dans le cas d’une force répulsive, ou I'on

a maintenant V() = +a/r. (On trouve le méme résultat, sauf que le +1 est remplacé par —1.)
Une fois que l'on a la trajectoire (1.35) de la particule virtuelle, on peut remonter aux

positions du probléme & deux corps dans le référentiel . du centre de masse, voir (1.5) :

o m m _ m m

Pl =— 2 = ——F, Ty, = 1 = —17. (136)
mq + me mq ’ mq + moy moy
Chacun des deux corps a donc une trajectoire de la forme (1.35) autour du centre de masse,
mais avec la valeur de p qui est modifiée. Dans le cas particulier ol on aurait m, > m,, comme
dans le cas du Soleil et une planéte telle la Terre, mﬂl ~ () et mﬂ2 ~ 1 si bien que 7} . >~ 0 et

—

To.c T

1.3.2 Premiéres propriétés des trajectoires kepleriennes

Le type de la trajectoire dépend de la valeur de ’excentricité e :

Si e =0 (ce qui correspond a E = U,), alors r = p pour tout angle 0 : la trajectoire est
circulaire.

Si e <1 (ce qui correspond a U, < E < 0), alors —1 < ecosf < 1 et le dénominateur dans
(1.35) ne s’annule pour aucune valeur de 6 : la valeur de r reste bornée. En fait, on peut
facilement déterminer les valeurs extrémales de r : le minimum r est atteint quand
cos f est maximal (cosf = 1 pour 6 = 0), et le maximum r

min

est atteint quand cosf est

max
minimal (cos# = —1 pour 6 = 7). On retrouve les valeurs données dans (1.34) :
p p
= = ) 1.37
Tmln 1 + 67 TmaX 1 —e ( )

La trajectoire est une ellipse. Ce cas est étudié section 1.3.3.
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Si e >1 (ce qui correspond & E > 0), alors le dénominateur dans (1.35) s’annule pour cosf =
—1/e, c’est-a~dire pour § = + arccos(—1/e). Pour ces angles, la valeur r est infinie. Phy-
siquement, l'objet “vient de l'infini” avec 'angle — arccos(—1/e), atteint la distance mini-
male r;, = p/(1+ e) pour § = 0, puis repart vers l'infini avec I’angle + arccos(—1/e). La
trajectoire est une hyperbole. Ce cas est étudié section 1.3.4.

Mathématiquement, le cas e = 1 correspond a une parabole (r est infini pour # = 7), mais
physiquement, e sera soit tres légeérement inférieur a 1 (ellipse), soit tres légerement supérieur &
1 (hyperbole), mais jamais exactement égal a 1.

La famille de courbes décrites par (1.35) (cercle, ellipse, parabole, hyperbole) s’appelle les
coniques, parce que ce sont les courbes que 'on obtient en prenant l’intersection d’un cone et
d’un plan.

1.3.3 Trajectoire elliptique

Voici quelques caractérisations des ellipses, illustrées par la figure 1.4 :

— L’ensemble des points (z,y) tels que

— 4+ = =1 (1.38)

est une ellipse centrée sur l'origine (0, 0), de grand axe horizontal 2a et de petit axe vertical
2b. C’est, littéralement, un cercle aplati : si (X, Y') appartiennent au cercle de rayon a, alors
(r=X,y= gY) appartient a l’ellipse dont on vient de donner I’équation. Par conséquent,
sa surface est g x a? = mab. On appelle a le demi-grand axe et b le demi-petit axe.

— Si on choisit deux points F'et F” dans le plan et une longueur L supérieure & la distance
FF’, Vensemble de tous les points M tels que

FM+FM=1L (1.39)

est une ellipse. Les points F et F’ s’appellent les foyers de 'ellipse. En considérant les
deux points de Dellipse sur l'axe (F'F’), on voit que 'on doit avoir L = 2a. Si on pose
2¢ = FF’ et que l'on considére les deux points de ’ellipse sur la médiatrice de [F'F’], on
voit que I'on doit avoir a? = b? + ¢2.

— En coordonnées polaires, I’équation de 'ellipse s’écrit r = p/(ecosf + 1), mais dans cette
description le centre du repére est le foyer F, pas le centre de lellipse.

On peut relier les demi-axes a et b aux parametre p et a I’excentricité e de I’ellipse en passant
par les valeurs de 7, et 7., données dans (1.37) ; en effet, il est clair géométriquement que

2a=rmin+rmaX:1f_e 1362131’62 — azlfeQ (1.40)
et que
c:a—rmin:11962—1?_6:13662:6@. (1.41)
On obtient enfin b par Pythagore :
2 2 _ .2 2 2 p? p
b*=a*—c :a(l—e):ap:ﬁ = b:ﬁ (1.42)

On a donc obtenu a et b en fonction de p et e. On peut inverser ces relations et obtenir p et e
en fonction de a et b; on trouve (exercice) :

b? b2
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2a

<+ >

|

2 : \ /

y F/ F

FIGURE 1.4 — Ellipse de demi-axes a et b, et position des foyers. A gauche : la longueur totale des
lignes vertes, ou celle des lignes oranges, ou celle des lignes roses est égale & 2a. En choisissant
I'origine au centre de Dellipse, 'équation cartésienne de I'ellipse est 22 /a® +y? /b* = 1. A droite :
en choisissant 1’origine des axes sur le foyer F, I’équation de l’ellipse en coordonnées polaires est
r =p/(ecosf + 1). Pour Dellipse de la figure, on a a = 2,5cm, b =2cm, ¢ = 1,5cm, p = 1,6 cm
et e =0,6.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la troisieme loi de Kepler, qui relie la
période T de révolution au demi-grand axe a de l'orbite elliptique. La loi des aires (1.13) intégrée
sur une période donne que l'aire de 'ellipse est ﬁT. Par ailleurs, I'aire de ’ellipse est wmab. En

écrivant 1’égalité au carré et en utilisant 1’égalité p = n% voir (1.31), on obtient
e _pere

720202 = T2

pp i (1.44)

Par ailleurs on a montré que p = b?/a et on sait (par définition de o) que « = GMm. On a donc

a’ GM

Iei M = m; 4+ m, est la masse totale. Encore une fois, dans le cas d’'une planete du systeme
solaire, M est approximativement égale a la masse du Soleil, et on voit que pour les différentes
planétes du systeme solaire, le rapport entre le cube du demi-grand axe de l'orbite et le carré
de la période est une constante; c’est la troisieme loi de Kepler.

1.3.4 Trajectoire hyperbolique

Considérons toujours le probleme de Kepler avec le potentiel attractif (1.24), mais dans le
cas ou F > 0, et donc e > 1. Dans ce cas, la courbe décrite par I’équation (1.35) est une branche
d’hyperbole qui contourne son foyer F), centre du champ de force.

Une branche d’hyperbole est une courbe avec deux asymptotes, voir figure 1.5. La courbe
est symétrique, et le point de la courbe le plus proche du foyer est le sommet S de ’hyperbole,
qui est sur l’axe de symétrie. On note ¢, ’angle entre 1’axe de symétrie et les asymptotes.

L’équation de la trajectoire en coordonnées polaires par rapport au point F est encore donnée
par 1’équation (1.35), a savoir r = p/(ecosf + 1), mais I'angle # ne varie que dans un certain
intervalle de valeurs : on a vu section 1.3.2 que 6 varie entre — arccos(—1/e) et + arccos(—1/e).
Par définition de ¢,, on a par ailleurs que 6 varie entre —(m — ¢,) et ™ — ¢,. On a donc
T — ¢p = arccos(—1/e), ce qui implique que

1
oS g = . (1.46)
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FIGURE 1.5 — Branche d’hyperbole tournant autour de son foyer F' dans le cas d’un potentiel
attractif en 1/r. L équation polaire de cette branche par rapport au foyer Fest r = p/(ecos6+1).
Le sommet S est le point ot r est minimal, obtenu pour § = 0. L’axe horizontal est un axe de
symétrie, et ¢, est I’angle entre cet axe et les asymptotes (en pointillés). L’angle x = m—2¢, est
I’angle de déviation de la particule. La courbe représentée en gris clair est la deuxieme branche
de I’hyperbole ; elle ne nous intéresse pas pour le potentiel attractif.

On note y l'angle de déflexion de la particule, c’est-a-dire I'angle entre la direction d’arrivée
et la direction finale de la particule. On a clairement xy = m — 2¢,. Par ailleurs, ’angle § = 0
correspond au périhélie (point ot r est minimal), et on a encore r,,;, = 5.

Remarque : on peut caractériser une hyperbole de maniére similaire aux caractérisations
de lellipse dans la section précédente : I’équation d’une hyperbole en cartésien peut s’écrire
2?/a? — y*/b? = 1, c’est 'ensemble de tous les points M tels que F’M — FM = 2a, etc., et on
peut relier les parametres a et b aux parametres e et p. Dans ce cours, nous ne rentrons pas dans

ces détails techniques.

1.3.5 Potentiel répulsif en 1/r et diffusion de Rutherford

Considérons maintenant le cas d’un potentiel répulsif en 1/7 :
Vi(r)=—, a>0. (1.47)

C’est le potentiel électrostatique entre deux charges ¢; et ¢, de méme signe; on a alors o =
0142/ (4meg).

Comme illustré dans la partie droite de la figure 1.3, Le potentiel effectif U.g(r) est mainte-
nant une fonction monotone décroissante, et I’énergie F est forcément positive.

On peut refaire les calculs de la section 1.3.1 et on trouve (comme déja mentionné) une
expression tres similaire a (1.35), mais avec un —1 a la place du +1 :

r=—2>1 (1.48)

ecosfh —1

Cette équation décrit la deuxiéme branche de I'hyperbole de la figure 1.5 du cas attractif; voir
la figure 1.6. L’angle 6 varie maintenant entre — arccos(1/e) et + arccos(1/e). Par ailleurs, par
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définition de ¢, (angle entre 'axe de symétrie et les asymptotes), 'angle 6 varie entre —¢, et

+¢y. On a donc ¢, = arccos(1/e) et, comme dans le cas attractif, 1/e = cos(¢,). L’angle de

déviation x est lui aussi donné par la méme formule que dans le cas précédent : x = 7™ — 2¢,,.
La distance minimale au centre de force F est obtenue pour 8 = 0 et vaut :

Trin = . (1.49)

FIGURE 1.6 — Dans le cas d’un potentiel répulsif, c¢’est la branche de I'hyperbole extérieure au
centre de force qui représente la trajectoire physique. x est 'angle de déflexion d’une particule
suivant cette trajectoire. (On imagine que la particule vient du coin inférieur droit et repart par
le coin supérieur droit.) p est le paramétre d’impact : c’est la distance minimale entre le centre
F'et la particule si celle-ci n’avait pas été déviée.

On souhaite maintenant exprimer I'angle de déflexion en fonction de deux parametres phy-
siques importants :

La vitesse a l’infini v__, qui est la norme de la vitesse de la particule lorsque r est tres grand,
c’est-a-dire longtemps avant 'approche de F ou longtemps apres.

Le parameétre d’impact p, qui est la distance minimale qu’il y aurait eu entre la particule et
le centre d’attraction si la particule n’avait pas été déviée, voir figure 1.6.

(Remarque : on peut aussi définir ces quantités dans le cas attractif.)
Lorsque la particule est infiniment loin du centre de la force, le potentiel est nul et I’énergie

est purement cinétique. On a donc
1

E = §mvgo (1.50)

(Lorsque la particule se rapproche du centre, V(r) est positif et, puisque E est conservée, la
vitesse v est inférieure & v .)

Toujours lorsque la particule est infiniment loin du centre de la force, elle est sur I'asymptote

a I’hyperbole et sa vitesse est dirigée selon cette asymptote. On en déduit que la norme ¢ du

moment cinétique est donnée par

0= |7 Ami| = pmu,,. (1.51)
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On voit donc que, connaissant p, v, et a, on peut calculer le parametre p et ’excentricité e de

I’hyperbole. Pour ’excentricité :

2E 02 2 2
e= 1+ =1+ (=) (1.52)
mao (0%

Calculons I'angle ¢, entre les asymptotes de I’hyperbole et ’axe de symétrie. On a :

1 1
by = arccos — = arccos —————. (1.53)
e

1+ (252

[e%

o0

ou, plus simplement,

2
pmvs,
(6

(1.54)

¢y = arctan

Pour cette derniére expression, on a utilisé la relation de trigonométrie arccos \/11+7 = arctanz

démontrée a I’aide d’un dessin figure 1.7.

F1GURE 1.7 — Un triangle rectangle de petits cotés 1 et = a, d’apreés Pythagore, une hypothénuse

égale a V1 + x2. Avec l'angle ¢, défini sur la figure, on a cos ¢y = 1/v1 + 22 et tan ¢, = . On
3 . _ 1 _

en déduit que ¢, = arccos T — arctanz.

En 1909, Hans Geiger, Ernest Marsden et Ernest Rutherford ont fait une expérience im-
portante en envoyant des particules alpha (des noyaux d’hélium) sur une feuille d’or. Les par-
ticules alpha interagissent avec les noyaux d’or selon une interaction électrostatique répulsive
V(r) = a/r avec

_ Qalphaqnoyau d’or 2e X T9e

= =3,610"20J - m. 1.55
d7e, 47, ’ o (1.55)

(Avec e = 1,610 C la charge élémentaire, ¢, = 8,85107 2 F/m. Il y a 79 protons dans un
atome d’or et 2 dans une particule alpha.)
Les particules alpha sont envoyées avec une énergie d’environ 5MeV =~ 5106 x 1,6 1071 =
81071 J. On a donc
mv?, ~1,610712]. (1.56)

(Nota : on confond la masse réduite m avec la masse de la particule alpha parce que que noyau
d’or est beaucoup plus lourd.)
En combinant ces deux résultats, on calcule o/(mwv2,) et on obtient donc avec (1.54) :

P
=~ arctan ——. 1.57
%0 2,310 m (1.57)

Pour la grande majorité des particules alpha envoyées, le paramétre d’impact p était grand
devant 2,310"* m. L’angle ¢, est alors arctangente d'un nombre trés grand, et vaut presque
7/2. L’angle de déviation x = m — 2¢,, est presque nul.

Cependant, une petite fraction des particules alpha furent tres déviées, parfois a plus de 90°.
Pour avoir x > 7, il faut que ¢, < 7, et donc p < 2,3 10~ m puisque tan 7 = 1. Ce qui est
intéressant, c’est que le parametre d’impact est forcément plus grand que I'objet qui dévie la
particule alpha. C’est a la suite de cette expérience que Rutherford a émis I’hypothese que la
charge positive d'un atome occupait un trés faible espace, de 'ordre de 10~'* m ou plus petit :

c’est ce qu’on appelle le noyau atomique.



Chapitre 2

Equations de Lagrange

Dans le formalisme lagrangien, les équations du mouvement prennent une forme scalaire,
trés élégante et compacte, ayant la propriété remarquable d’étre invariante par changement de
systemes de coordonnées. Ce formalisme, qui se révele fructueux dans de nombreux domaines de
la physique dont la théorie quantique des champs et la relativité, est aussi précieux en mécanique
car il permet d’absorber toutes les contraintes mécaniques d’un systéme dans un choix opportun
de coordonnées indépendantes.

Dans ce chapitre, nous allons commencer par donner sans justification les équations de La-
grange (section 2.1), puis montrer comment les mettre en pratique sur plusieurs exemples (sec-
tion 2.2). Enfin, nous donnerons quelques propriétés de ces équations (section 2.3) puis nous
terminerons avec deux justifications des équations de Lagrange (sections 2.4 et 2.5).

2.1 Les équations de Lagrange

2.1.1 Introduction

Pour repérer un point matériel dans ’espace, on a besoin de trois coordonnées, x, y et z.
Pour repérer N points matériels, il faut 3N coordonnées, 1, y1, 21, T, Yo, 29, -, T, Yn €6 25

Cependant, le choix des coordonnées cartésiennes n’est pas toujours le plus naturel, ni le plus
pratique. On peut par exemple faire le choix d’utiliser les coordonnées sphériques ou cylindriques.
En fait, le choix des coordonnées est libre tant qu’elles permettent de décrire entierement le
systeme que l’on considere.

Bien choisir les coordonnées est crucial quand le systéme est soumis a des contraintes ; prenons
quelques exemples

— Un solide 1l est inutile de donner les positions de chacun des atomes du solide! Les
atomes en question sont contraints de rester toujours positionnés de la méme maniere les
uns par rapport aux autres, et il suffit de donner la position du centre de masse (trois
coordonnées) et trois angles pour orienter le solide dans 1’espace.

— Un bateau voguant sur les océans Pour donner la position de ce systeme, il serait
ridicule d’utiliser les coordonnées cartésiennes (z,y, z). Le bateau est contraint de rester a
la surface de la mer et deux coordonnées suffisent, par exemple la longitude et la latitude,
pour donner sa position. A ces deux coordonnées, il faut en ajouter une troisitme pour
donner le cap, c’est-a-dire I'orientation du bateau.

— Le chariot d’une montagne russe Ici, le chariot est contraint de rester sur la piste.
Une seule coordonnée suffit a décrire sa position : la distance parcourue le long de la piste
depuis le point de départ.

15
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— Un exercice de mécanique On considere en deux di-
mensions un plan incliné pouvant glisser sur une table. ’\.\
On pose un solide (assimilable & un point matériel) sur | |
le plan incliné.
Le plan est contraint de reposer sur la table, et le solide de reposer sur le plan. Le systéme

peut étre décrit par deux coordonnées : I'abscisse x du plan, et la distance ¢ entre le coin
supérieur du plan et le solide.

Le choix des coordonnées est libre, mais il faut quand méme faire attention : on sait que I’écri-
ture du vecteur accélération est plus compliqué en coordonnées sphériques qu’en coordonnées
cartésiennes !

La formulation lagrangienne des lois de la mécanique permet d’utiliser assez facilement n’im-
porte quel systéme de coordonnées. En particulier, elle permet ainsi de prendre en compte de
manieére automatique toutes les contraintes.

2.1.2 Notations et définitions

On consideére un systéme de N points matériels (ou de solides en translation). On pose
Ty Tgy ey T (2.1)

les vecteurs position des N points.

— On note s le nombre de degrés de libertés, qui est le nombre minimal de coordonnées
nécessaires pour décrire entierement la position du systéme en tenant compte des éven-
tuelles contraintes. Ainsi, un point matériel dans ’espace a trois degrés de liberté, qui
peuvent étre (x, y, z) ou (r, 0, ¢) ou (p, z, ¢) ou autre. Comme on 1’a vu plus haut, un
solide indéformable en a six, le systeme constitué d’un bloc glissant sur un plan incliné
mobile en a deux.

— Pour un systéme a s degrés de libertés, on se donne s coordonnées généralisées
q1, 925+ 4s ou s < 3N. (2.2)

Ces coordonnées sont choisies de maniére a caractériser entierement la position du systeme.
On peut donc écrire les vecteurs positions 7, ..., 75 comme des fonctions des ¢y, ..., q, et
(éventuellement) du temps.

— Lors du mouvement, les coordonnées généralisées dépendent du temps. On introduit les
. e tsa dq; Sa s s s a . d2q, .

vitesses généralisées ¢, = d‘? et les accélérations généralisées §;, = dtq;. Attention !

Comme les coordonnées généralisées n’ont pas forcément la dimension d’une longueur, les

vitesses généralisées n’ont pas forcément la dimension d’une vitesse.

— On établit les équations du mouvement, qui sont des relations entre les coordonnées
q;, les vitesses ¢;, les accélérations §; et (éventuellement) du temps t.

— Enfin, on cherche a intégrer (c’est-a-dire résoudre) les équations du mouvement pour les
conditions initiales g;(0) et ¢;(0) qui nous intéressent, afin d’obtenir la trajectoire g, (t).

2.1.3 Les équations de Lagrange

On considére un systeme mécanique sans forces magnétiques, et sans forces dissipa-
tives, c’est-a-dire des forces de frottement qui travaillent. (Les équations de Lagrange peuvent
prendre en compte les forces dissipatives et les forces magnétiques au prix d’une complexité
accrue. Dans ce cours, on ne considére que le cas simple.)

Voici la méthode pour obtenir les équations du mouvement

1. On choisit les coordonnées généralisées g;.
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2. On calcule I'énergie cinétique 7" du systeme en fonction des coordonnées généralisées g;,
des vitesses généralisées ¢, et (éventuellement) du temps ¢ :

T:T(qlv-..7qsv(j17"'7qs7t>~ (23)

3. On calcule I’énergie potentielle d’interaction U du systeme en fonction des coordonnées gé-
néralisées et (éventuellement) du temps t. (L’énergie potentielle ne dépend pas des vitesses
généralisées.)

U=U(qq,,qs1). (2.4)

4. On forme le lagrangien £ du systéme

L=T-U. (2.5)
(Attention au signe moins! Le lagrangien est une quantité différente de 1’énergie mécanique
T+U.)
5. On écrit les équations de Lagrange, aussi appelées équations d’Euler-Lagrange :
d [0« 0L
(=) == =1,2, ..., 2.6

Remarque : on commence par dériver £ par rapport aux coordonnées g; (& droite) et
par rapport aux vitesses généralisées ¢; (a gauche). Pour faire ces dérivées il faut donc
considérer les ¢; et les ¢; comme des variables indépendantes. Par contre, lorsque 'on
dérive par rapport au temps, on considere les g; et les ¢, comme des fonctions du temps.

(Par exemple, %(qf(b) = 2¢,414y + 41dy.)

2.2 Exemples

2.2.1 Une particule dans un potentiel

On considere un point matériel de masse m soumis a une force F dérivant d’un potentiel U :
F = —gradU. (2.7)

Choix des coordonnées généralisées Il n'y a aucune contrainte au mouvement de la par-
ticule, le nombre de degrés de liberté est 3 et on choisit naturellement les coordonnées
cartésiennes de la particule : ¢ =z, gy =y et ¢35 = 2.

Calcul de I’énergie cinétique La vitesse de la particule est le vecteur ¥ = €, + g€, + Z¢€,
et son énergie cinétique est

1
T=-mi? = Qm(az2 + 92 + 2). (2.8)
Calcul de I’énergie potentielle L’énergie potentielle est donnée dans I’énoncé : c’est U =

U(z,y,z). (Rappel : 'énergie potentielle est un champ, c’est-a-dire une fonction de 'es-
pace).

Ecriture du lagrangien

1
L’zT—U:§m(:i'2+g]2+z’2)—U(x,y,z) (2.9)
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Ecriture des équations du mouvement Il y a s = 3 coordonnées, il faut donc écrire trois
équations. On commence par la coordonnée x :

9L _ oU %_mgj d<a£>_m¢' (2.10)
or Oz’ oi dt \ oz /) '
On obtient alors ’équation du mouvement a partir de I’équation de Lagrange (2.6) :
ou
{=—— =F 2.11
mx ({_)3'} x? ( )
ou F, = —g—g est la composante selon x de la force F’, voir (2.7). On a retrouvé le principe
fondamental de la dynamique projeté selon 'axe €,. On trouve de méme mgj = F, et

mz=1F,.

2.2.2 Le pendule pesant

On considére un point matériel de masse m relié a un point fixe O par un fil idéal (sans
masse, sans torsion, inextensible, ..) de longueur /¢, oscillant dans un plan donné. Le point est
soumis & son poids mg, et la force de tension F'du fil.

Y ~ -
g, lmg

FIGURE 2.1 — Le pendule pesant

Choix des coordonnées généralisées Le mouvement de la masse est contraint de demeurer
dans un plan, & une distance constante (égale a ¢) du point O. Pour décrire sa position, il
suffit d’une seule coordonnée. On choisit ’angle orienté 6 par rapport a la verticale.

s=1, q =10 (2.12)

(d’autres choix de la coordonnée sont possible ; celui-ci est le plus naturel.) Attention : ¢,
m, g sont des parametres du probleme, qui sont fixés une fois pour toute. Ce ne sont pas
des coordonnées.

Calcul de I’énergie cinétique 6 est la vitesse angulaire du point matériel. Sa vitesse est donc
£0, et son énergie cinétique est

T = %m(ﬁéﬁ = %m€292. (2.13)

Calcul de I’énergie potentielle La distance entre la masse et le plafond est £cosf. En pre-
nant l'origine des altitudes en O, I'altitude y est donc y = —¢ cos §. (Attention au signe — :
on a pris un axe y orienté vers le haut.) L’énergie potentielle de pesanteur est alors

U =mgy = —mglcosb. (2.14)

Nota : la force F n’intervient pas dans ce calcul. Son seul role est de garantir la contrainte
(distance entre O et la masse constante et égale a ¢) et, d’ailleurs cette force ne travaille pas
puisqu’elle est toujours perpendiculaire au mouvement : il n’y a pas d’énergie potentielle
associée.
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Ecriture du lagrangien

1 )
L=T-U= §m€2¢92 + mgl cos . (2.15)

Ecriture des équations du mouvement Il n’y a qu'un degré de liberté (une seule coordon-
née généralisée), et donc il n’y a qu'une équation a écrire. On a

0c L YL W
dt

o i 9o 2
50 mglsin 0, % > me=6. (2.16)

On obtient donc I’équation du mouvement & partir de I’équation de Lagrange (2.6) :
ml20 = —mglsin 0 (2.17)

ou, apres simplification,
b+ %sme ~0. (2.18)
Remarques Les équations écrites ci-dessus sont valides quelle que soit 'amplitude des oscilla-
tions. Cependant, dans la limite des “petites oscillations”, on a 8 < 1 et 'on peut écrire

92
cos 6 ~ 1—5, sinf ~ 6, (2.19)

Le lagrangien et les équations du mouvement peuvent alors se mettre sous la forme
Lo 1 22 52
L= §M0 — §Mw 0° 4 Cste, 0+ wb=0, (2.20)

ot 'on a noté M = ml? et w = \/gW Il est facile de voir que la constante dans le
lagrangien n’a aucune influence sur les équations du mouvement, et on peut ’enlever pour
simplifier. Les équations obtenues sont les mémes que pour une masse M accrochée a un
ressort de raideur Mw?. Un systéme décrit par des équations de la forme (2.20) s’appelle
un oscillateur harmonique a une dimension. Les solutions peuvent s’écrire sous plusieurs
formes équivalentes

T = ¢y cos(wt) + ¢, sin(wt) ou  x=acos(wt+ @) ou  x = Re(Ae™?), (2.21)

avec des constantes (c; et ¢y, ou a et ¢, ou A € C) & déterminer selon les conditions
initiales. w est la pulsation, a est I'amplitude, ¢ est la phase et A = ae'® est I'amplitude
compleze.

2.2.3 Une perle coulissant sur une tige en rotation

On considere une petite perle de masse m enfilée sur une tige sur laquelle la perle glisse sans
frotter. La tige est maintenue en rotation avec une vitesse angulaire w constante dans un plan
horizontal.

FIGURE 2.2 — La perle sur la tige en rotation
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Choix des coordonnées généralisées La position de la perle est entierement déterminée si
on se donne la distance p entre la perle et le centre de rotation. On a donc s = 1 coordonnée
généralisée.

Calcul de I’énergie cinétique Il y a deux composantes au vecteur vitesse de la perle. D’une
part, lorsque p varie, la perle a une vitesse p le long de 'axe de la tige. D’autre part, la
perle est entrainée par la tige et acquiert une vitesse pw perpendiculaire a la tige. (C’est
la vitesse du point de la tige ou se trouve la perle.) Si on introduit les vecteurs polaires € -
et €y, la vitesse est

U=pé€,+ pwey. (2.22)

Une autre maniere de comprendre ce vecteur vitesse est d’écrire le vecteur position

7= pé, = p(cos(wt)é, + sin(wt)é, ), (2.23)

de . .
. L o B -
puis de dériver, en se souvenant que —f = ¢, et que 0 = w.

A partir du vecteur vitesse, il est facile d’obtenir I'énergie cinétique :

1 1
T = 5m(17)2 = §m(,0'2 + p?w?). (2.24)

Calcul de I’énergie potentielle Il n’y a pas d’énergie potentielle dans ce systéeme !
U=0. (2.25)

Remarque : on pourrait mettre U = Cste, ¢a ne changerait rien.
Ecriture du lagrangien
1
L=T-U= im(p2 + p?w?). (2.26)

Ecriture des équations du mouvement Il n’y a qu'un degré de liberté (une seule coordon-
née généralisée), et donc il n’y a qu'une équation a écrire. On a

0L , oL d (35) =i

9L _ 9L _ d (oL 2.2

On obtient donc I’équation du mouvement a partir de I’équation de Lagrange (2.6) ; apres
simplification par m :
p=w?p (2.28)

Remarque : la tige exerce une force sur la perle, pour Ientrainer avec elle. On n’a pas
besoin de se préoccuper de cette force qui n’est 1a que pour maintenir la contrainte.
2.2.4 Mobile sur un plan incliné

Un plan incliné de masse m, et faisant un angle 6 glisse sans frottement sur une table
horizontale. Sur ce plan, un mobile M de masse m, glisse sans frottement.

éy{ A ‘<M lﬁ
e C
x ‘ 0
0 i | |
Lo

FIGURE 2.3 — Un mobile sur un plan incliné.
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Choix des coordonnées généralisées Il faut repérer la position du plan incliné sur la table
(une coordonnée), et la position du mobile sur le plan incliné (une coordonnée). On a donc
s = 2 degrés de liberté. Choisissons par exemple comme premiere coordonnée ¢; = z.,
I’abscisse du centre de masse C du plan incliné, et ¢, = ¢ = AM, la distance entre le coin
supérieur gauche du plan incliné et le mobile M.

Calcul de I’énergie cinétique Dans ce genre de situation ou il est un peu difficile d’écrire di-
rectement les vitesses, on commence par écrire les vecteurs positions des objets considérés.
Soient 7; la position du centre de masse du plan incliné, et 7, la position du mobile. En
posant y I'ordonnée du centre de masse C' du plan incliné, on a, dans le repere (O, €,,€,),

y Cx

?1 :OC:xcéw‘i‘ycéy,

S . . (2.29)

Ty =0M=0C+CA+AM =zc€, +yc€,+ CA+Lcosfé, —Isinbe,.
Dans ces expressions, seules 2 et ¢ sont des variables (les coordonnées généralisées). Les
quantités yo, CA, 0, €, et €, sont des constantes (des parametres).

On dérive ces expressions par rapport au temps, afin d’obtenir les vitesses réelles 7| et 7y
en fonction des vitesses généralisées T et L.

T =Zc€,, Ty =Zc€, +L(cosf€, —sinbé,). (2.30)
L’énergie cinétique est alors

T = %ml(?’l)Q + 17712(?.2)2 = %mlx% + %mQ (22,4 0% 4 220 cos h). (2.31)

Calcul de I’énergie potentielle La seule force qui travaille est le poids et, donc, la seule
énergie potentielle & prendre en compte est ’énergie potentielle de pesanteur. (Comme
d’habitude, on peut ignorer la réaction de la table sur le plan incliné, la réaction du plan
incliné sur le mobile, la réaction du mobile sur le plan incliné, etc. : toutes ces forces ne
sont la que pour garantir les contraintes.)
Le plan incliné se déplace a altitude constante; son énergie potentielle de pesanteur est
donc constante et n’intervient pas. L’altitude du mobile par rapport au point A (par
exemple) est —¢sin §; énergie potentielle du systéme est donc

U= —myglsinb. (2.32)

Ecriture du lagrangien

1 1 , .
L=T-U= §(m1 + my) 3% + §m2€2 + myZ ol cos 0 + mqyglsinf. (2.33)

Ecriture des équations du mouvement Il y a s = 2 degrés de liberté, il y a donc deux
équations du mouvement a écrire, une pour chaque coordonnée. Commencons par ¢ :

%f = Mmygsinb, 8(% = Myl + myd g cos b, % (%f) = myl +mydscosf. (2.34)

On obtient la premiére équation du mouvement & partir de I’équation de Lagrange (2.6) ;

apres simplification par m, : )
{+ Zpscosf = gsind. (2.35)

On passe maintenant a la deuxieme coordonnée :

0L 0L . ;
ars =0 B, = (M1t ma)ictmslcost. (2.36)
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L’équation de Lagrange donne alors la seconde équation du mouvement :

% (my + my)Z o + myl cos 0] =0. (2.37)

Remarquer que, puisque 0£/0z- = 0, on a préféré ne pas calculer la dérivée par rapport
au temps, mais de la laisser explicitement dans I’équation du mouvement (2.37). Sous cette
forme, elle s’intégre directement sous la forme

(my + my)Z o + myl cos§ = Cste. (2.38)

2.2.5 Le pendule au point d’attache mobile

Considérons un pendule, de masse m et de longueur ¢, dont le point d’attache bouge hori-
zontalement selon une loi X (¢) imposée, comme illustré en figure 2.4.

FIGURE 2.4 — Pendule dont le point d’attache bouge horizontalement selon une loi X (¢) imposée.

Choix des coordonnées généralisées Puisque la position X (¢) du point d’attache est une
fonction connue du temps, 'angle 0 suffit & déterminer complétement la position du pen-
dule. Elle sera notre coordonnée lagrangienne.

Calcul de I’énergie cinétique Exprimons d’abord la position et la vitesse de la masse m en

fonction de 6 : ) )
x=X(t)+¢sinf, = X(t)+0cosb,

. (2.39)
y = —F{cosb, = £0sin 6.
On a donc pour I’énergie cinétique
Lo, .o 1 2 ) 22
T = jm(d +y):§m<X +20X0 cos 0+ (26%) (2.40)

Calcul de I’énergie potentielle On trouve la méme expression (2.14) que pour le pendule
simple :
U =mgy = —mglcos (2.41)

Ecriture du lagrangien
1 . .. .
L=T—-U= §m<X2 +2€X9c080—|—€292> + mgl cos 6. (2.42)

Ecriture des équations du mouvement On a :

% = —m¢Xfsinb — mgl sin 6,

a0

0L . . djac . g . (249)
— = mtX cos O + ml30, — (—) = ml(X cos 0 — XOsin 0) + me26.

00 dit \ 90
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On obtient donc 1’équation du mouvement & partir de I’équation de Lagrange (2.6); le
terme en —mlX6sin 6 se simplifie et il reste, apres division par m#2,

§=—Tsing— = cosf (2.44)
{ 14
Remarquons que le X2 dans (2.42) n’a aucune influence dans la suite du calcul : on pourrait
I’enlever du lagrangien sans changer les équations du mouvement. Plus de détails sur ce
genre d’opérations seront donnés dans la section 2.3.3.

2.2.6 Le double pendule pesant

On considere le pendule double schématisé figure 2.5, o deux points matériels M; et M, de
méme masse m au bout de deux fils de méme longueur ¢ oscillent dans le plan vertical xy sous
l'action de la pesanteur ¢ = —g¢€,, le premier fil étant attaché a un point fixe O et le deuxieme
fil étant attaché a la premiere masse.

FIGURE 2.5 — Le double pendule pesant.

Choix des coordonnées généralisées Pour décrire entierement la position du systeme, il
suffit de connaitre les angles ¢, et ¢, que font les deux fils par rapport a la verticale.

s=2, 91 = %1, qo = Po- (2~45)

De maniére assez naturelle, on travaille en coordonnées polaires, mais on a besoin de deux
jeux de vecteurs unitaires, l'un associé a ¢, et l'autre associé a ¢,. (Voir la figure.) Les
positions des deux masses sont alors

OMl :gépJ’ OM2 :OM1+M1M2 :ng’1+€§p72. (246)

Calcul de I’énergie cinétique Les vecteurs vitesse ¥; et ¥, des deux masses s’obtiennent en
dérivant les positions (2.46). En utilisant les propriétés des coordonnées polaires, on obtient

—

ﬁl - Z()bl 69071, 62 == E(,bl g@,l + €¢2 élp,z. (247)

Les normes des vitesses au carré s’obtiennent en prenant le produit scalaire de chaque
vitesse avec elle-méme. On obtient

Q}% = £2¢%, ’U% = £2 (90% + 90% + 2¢1¢2 5%1 : égo,2>' (248)

Par ailleurs, on a

— —

) = cos <6p,17 ep,2) = cos(py — 7). (2.49)

€p,1 " €y

2 =c08 (€, 1,6,
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(La notation (i, v) signifie ici “angle entre les vecteurs 4 et 9. La premiere égalité vient
de la définition du produit scalaire et du fait que les vecteurs €, ; et €, 5 sont unitaires.)

On obtient finalement pour I’énergie cinétique

1 1 1 . . ..
T = gmoi + gmug = oml? (2% + ¢35 +2cos(py — %)%%)- (2.50)
(Remarque : on peut aussi obtenir ce résultat en écrivant les coordonnées cartésiennes des
deux points, x; = fsiny;, y; = —fcosp; et x5 = fsiny; + £sinp,, Yy, = —Lcosp; —
€ cos p,, puis I'énergie cinétique sous la forme T' = Im(2? + %) + sm(43 + y3). Exercice.)

Calcul de I’énergie potentielle En prenant l'origine des altitudes en O, 'altitude du point
M, est y; = —lcosy,, et celle du point M, est y, = —L(cosp; + cosp,). L’énergie
potentielle est alors

U =mgy; + mgys, = —mgl(2cos p; + cos ). (2.51)
Ecriture du lagrangien
1
£=T—-U=;me (2@% + 92+ 2cos(py — <p1)¢1¢2) + mg£<2 C08 oy + COS @2). (2.52)

On va simplifier le probleme en se mettant dans la limite de petites oscillations : ¢; < 1,
¢, < 1, et on développe : cos p; ~ 1 — 2. Comme cos(p, — ;) multiplie un terme ¢, @,
qui est déja petit, on peut se contenter d’écrire cos(py — ;) = 1. On arrive alors a

1 ) ) .. 1
L= §m€2 (2@% + go% + 2<,plg02) — §mg€<2<p% + @%) (2.53)

Remarque : le développement des cos dans (2.52) donne une constante 3mg¢ que l'on n’a
pas écrite dans (2.53) : cette constante n’influence pas les équations du mouvement, et on
peut 'omettre.

Ecriture des équations du mouvement Il y a deux degrés de liberté, et donc deux équations
a écrire. On a, pour la premiere coordonnée ¢,

0L 0L d (04
— = —mgl X 2, = =ml? (2%, +$,), (,)—m€2 2¢1 +By). (2.54
8@1 1 8@1 ( 1 2) dt 8@1 ( 1 2) ( )
L’équation de Lagrange donne alors la premiere équation du mouvement ; apres simplifi-
cation par m#? :
2 . . 2 2 g
G1 + Py = —wg X 204, avec wy = 7. (2.55)

De méme, partant de I’équation de Lagrange pour ¢,, on obtient :
P1 + Po = —wi X y. (2.56)

Remarques et résolution des équations Les équations (2.55) et (2.56) décrivent un oscilla-
teur harmonique a deux degrés de liberté : des combinaisons linéaires des dérivées secondes
sont égales a des combinaisons linéaires des variables. Le lagrangien d’un oscillateur har-
monique s’écrit comme une forme quadratique des vitesses généralisées (c’est-a-dire une
combinaison linéaire de termes de la forme ¢? ou ¢;G; moins une forme quadratique des
positions (des termes de la forme ¢? ou qiq]-). Si on définit le vecteur V de toutes les

coordonnées, ici
V= (‘ﬁ) , (2.57)
P2
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on peut écrire les équations du mouvement d’un oscillateur harmonique avec deux matrices
symétriques G et H sous la forme suivante

GV =—HV. (2.58)

Dans I’exemple du double pendule, ces matrices sont données par

G:G D H=u? (3 (1)) (2.59)

En effet la premiere ligne de I’égalité vectorielle (2.58) donne (2.55), et la deuxieéme ligne
(2.56). On remarque aussi que le lagrangien peut s’écrire sous la forme

1. . 1
L= V-GV~ _V-HV. (2.60)

Pour résoudre un tel systéme, on cherche des modes propres ou modes normauz, c’est-a-
dire des solutions qui oscillent comme un oscillateur simple, avec une seule pulsation et
une seule phase, mais avec des amplitudes différentes pour les deux coordonnées :

vevio=(50) - (e th) aon)

On voit facilement que, pour un tel mode propre de pulsation w,
V =—w?V. (2.62)

Les équations vectorielles du mouvement (2.58) deviennent alors
(w?G — H)V =0. (2.63)

En posant
w? = w3, (2.64)

et en utilisant les expressions (2.59) des matrices G et H, on a dans le cas qui nous intéresse

(2.65)

22 —-2 A
200 _ I — 2
w G H—wo( \ Al)’

On sait qu’une équation de la forme MV = 0 (avec M une matrice donnée et V un vecteur
a déterminer) n’a de solution non-nulle que si det(M) = 0. En simplifiant par les w,, on
voit donc que A doit vérifier I’équation

0=02A—2)(A—1)—A2 =22 —4\+2, (2.66)

qui a deux solutions :

AL =242, A =2—-V2, (2.67)

correspondant a deux pulsations possibles, voir (2.64) :

w, = \/24+ V2w, w_ =12 V2w (2.68)

On voit donc qu’il n’y a que deux modes propres possibles, et on a pu calculer leurs
pulsations. On dit que w, et w_ sont les pulsations propres du systéme.
A chacune de ces pulsations est associé un vecteur propre U tel que (w?*G — H)U = 0. Un

calcul rapide donne
1 1
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Finalement, une expression de la forme (2.61) est solution si et seulement si w est w, ou
w_, et si Vest proportionnel a U, ou, respectivement, U_ :

B cos(w,t+ ¢, ) B cos(w_t +¢_)
no= o (Tl e) O (i) @

avec a,, a_, ¢, , ¢_ des constantes arbitraires. Ce sont les deux modes propres, illustrés
figure 2.6. Pour le premier mode propre, la pulsation w, est élevée et les deux angles ¢,
et 5 ont des signes opposés. Le deuxieme mode propre a une pulsation w_ plus faible et
des angles de méme signe.

FIGURE 2.6 — Modes propres du pendule double. A gauche, V/_(t), et a droite, V_(t)

Les modes propres sont des solutions particulieres; la solution la plus générale est une
combinaison linéaire des modes propres

@1(t) = ay cos(wyt + ¢y ) +a_cos(w_t +d_),

@o(t) = —a,V2cos(w, t + ¢, ) +a_v2cos(w_t + ¢_).
(2.71)

Il reste quatre parametres (a,, a_, ¢, ¢_) a ajuster a partir des quatre conditions initiales

©1(0), ¢1(0), ©5(0) et ¥5(0). Si a, et a_ sont tous les deux non-nuls (c’est-a-dire : si on

n’est pas dans un mode propre), alors le mouvement n’est pas périodique puisque w, /w_

n’est pas un nombre rationnel.

V) =V, () +V (1) < {

2.3 Quelques propriétés du lagrangien

2.3.1 Dépendance de T et U en les coordonnées et vitesses généralisées

On considére un systéme de N points matériels avec s degrés de libertés. Cela signifie que
l’on peut déterminer les N vecteurs positions 7y, ..., 7 & 'aide des s coordonnées généralisées
41,45, €t du temps ¢ :

’7‘(1 :r?‘a(QD"'quwt)? pour & = 1)27"'7N' (272)

(Voir (2.23) pour un exemple ot 7* dépend explicitement du temps ¢.)
Comme ’énergie potentielle U est une fonction des 7, et du temps, on voit que 'on peut
écrire cette énergie potentielle comme une fonction des g; et du temps :

U=Ul(qq,,qs,1t). (2.73)

Passons maintenant a 'énergie cinétique. Si on dérive par rapport au temps (2.72), on obtient
les vitesses réelles 7, des particules. On n’oublie pas que les ¢, dépendent du temps; on a donc
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une dérivée de fonctions composées :

: dr,, or,, or,,

P _ ; o 2.74

° T ( g, ) "o (2.74)
On rappelle que les quantités 8% pouri=1,...,s et Za sont les s + 1 dérivées partielles de la
fonction 7. On rappelle que 7, est une fonctlon des s + 1 variables qq, ..., q,,t, et qu’il y a une

dérivée partielle par variable, obtenue en dérivant par rapport a cette variable tout en gardant
les autres variables constantes. Ces dérivées partielles sont encore des fonctions des g; et de ¢.
La quantlte « est la dérivée totale par rapport au temps de la fonction 7, prise le long de

— Lors du mouvement, entre t et ¢t + dt, la position 7, augmente de d7, = % dt parce que
les s + 1 variables de la fonction 7, changent : ¢t augmente de d¢ (évidemment) et les g;

augmentent de dg; = %q; dt.

— Si on suppose que t augmente de dt sans que les ¢; changent (ce qui n’est pas une situation

physique), alors 7, augmente de a‘* dt.

Formellement, on peut interpréter (2.74) en disant que F'a est une fonction des g;, des ¢; et
du temps t. En écrivant explicitement toutes les variables :

—

R . . >~ OF,, . oy,
T =T (qqy ey Qgy Gy v 5 gy t) = (Z 8(q1,...,qs,t)qi> —i—ﬁ(ql,...,qs,t). (2.75)
=1 9%

Remarquons que ?:a est une fonction affine des vitesses généralisées, et que (2.75) implique

o oF
o o] . 2.
&L‘ 8%‘ ( 76)

(On a dérivé ?a par rapport a ¢;, en supposant toutes les positions ¢; fixées, les autres vitesses
q; fixées et le temps ¢t fixé.) Ce résultat servira plus tard.

Remarquons que si les 7, ne dépendent pas explicitement du temps, c’est-a-dire si A =0,
alors la vitesse est une fonction linéaire des ¢; et son carré une fonction quadratique des ql :

- or, oF,
?32228% aq. iy (2.77)

En particulier, I’énergie cinétique 1" = %Za maﬁf est une fonction quadratique des ¢; et peut

s’écrire :
S

NS 2 L2 L s 1 o
=50 Ma (B H U+ 2) =5 > anl)dsd (2.78)

a=1 ik=1
avec

N
ox, 0z, Oy, 0y, 0z, 8za)
@; :§ :mcv + +
S (8% Oq,  0q; Oq,  Og; gy,

Remarquons que les coefficients a,; sont symétriques.
En résumé, on retiendra que :
— U dépend des g; et de ¢,
— T dépend des g;, des ¢, et de ¢,

— Si les relations entre les ¢, et les 7, ne fait pas intervenir ¢, alors 7" est une fonction
quadratique des g;.
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2.3.2 Additivité du lagrangien

Le lagrangien est une grandeur additive. Cela veut dire que pour un systeme composé de
deux parties A et B, décrites séparément par deux fonctions de Lagrange £ 4 et £, en I’absence
d’interaction entre les deux parties, si par exemple on les éloigne suffisamment pour rendre leur
interaction négligeable, la fonction de Lagrange du systeme total tend vers la somme : £ 4+ L p

[ra—rpl-o0
Loop———s La+ Ly, (2.79)

Ceci implique que le systeme A sera décrit par des variables qui sont indépendantes de celles du
systeme B duquel il serait infiniment éloigné. On peut remarquer que la situation n’est pas la
méme en mécanique quantique, ot pour deux systemes intriqués méme infiniment éloignés, on
ne peut pas décrire les deux systemes localement, de fagcon indépendante.

2.3.3 Invariance de jauge

A partir de la forme des équations d’Euler-Lagrange (2.6), on voit que si on multiplie le
lagrangien par une constante, ou si 'on y ajoute une constante, on ne change pas les équations
du mouvement.

Une propriété supplémentaire un peu moins triviale, dite invariance de jauge, est la suivante.
On ne change pas les équations du mouvement si ’on rajoute au lagrangien une quantité A qui
peut s’écrire comme la dérivée totale par rapport au temps d’une fonction quelconque F'(q,t)
des coordonnées et du temps (mais pas des vitesses)

£(q, q,t) est équivalent & £(q,q,t) + A(q, g, t) si A(g, g, t) = %[F(q,t)}. (2.80)
(On a écrit q au lieu de ¢y, ..., g5 et ¢ au lieu de ¢y, ..., ¢, pour alléger les équations.)

En particulier, on peut toujours ajouter (ou enlever) une fonction A(t) (qui ne dépend que
du temps) a un lagrangien sans changer les équations du mouvement. En effet, on peut toujours
écrire A(t) = dfhgt) ou F(t) est une primitive de A, et on est dans le cas (2.80). Par exemple,
dans le lagranglen (2.42) du pendule accroché a un chariot, on a déja vu que ’on pouvait enlever

le terme mX 2 du lagrangien sans changer les équations du mouvement.

La proprlete d’invariance de jauge est une conséquence immédiate du principe de moindre
action que nous verrons section 2.4. On pourrait la démontrer directement, mais le calcul est un
peu compliqué .

1. Pour montrer la propriété (2.80), nous vérifions que les contributions du terme supplémentaire A(q, ¢, t)
au membre de gauche et au membre de droite des équations de Lagrange (2.6) sont identiques. Commencons par
expliciter A(q, q,t) :

A(q7q7t) = %[F(qla"quv :| - 8F+Z a qg~ (281)

A droite de ’équation (2.6) pour la coordonnée g; nous avons :

oA 0%F 0°F
— —q.. 2.82
dq,  0q,0t Z dq, 0q, (2:82)
A gauche, en remarquant avec (2.81) que 27? = gf :
d [0A d [OF o’F o’F
dt [Bdi] Cdt {aqj ~ 0tog, t2 dq; 0q; " (253

ce qui est la méme chose que (2.82). Les contributions de A se simplifient donc, et (2.80) est démontré.
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2.3.4 Impulsions généralisées et lois de conservation

Si un lagrangien £(q, ¢,t) ne dépend pas d’une des coordonnées généralisées g;, alors g—f =0

et, d’apres les équations de Lagrange (2.6), on obtient
d[oL
—|=—|=0. 2.84
i) = (259

Autrement dit, la quantité
0L

L= 2.

est une quantité conservée. On appelle p, ["impulsion généralisée associée a la coordonnée g;.
Considérons quelques exemples simples.

— On consideére une particule évoluant dans un potentiel qui ne dépend que de I'altitude z (par
exemple, le potentiel associé a la pesanteur). On choisit comme coordonnées généralisées
les coordonnées cartésiennes x, y et z. Le lagrangien est alors

£ = %m[:é? + 92 + 2% = U(2). (2.86)

Comme £ ne dépend ni de z, ni de y, on voit que les impulsions généralisées p, et p, sont
conservées, avec

_ 0L _94 _
px_a‘q}_mx7 py_ay-_

Dans ce cas, ces deux impulsions généralisées correspondent aux projections du vecteur
impulsion habituel p = mv selon les axes €, et €,. Ces quantités sont bien conservées,
puisque la force —grad U subie par la particule est dirigée selon €,.

my. (2.87)

— Dans 'exemple 2.2.4 du mobile sur un plan incliné, le lagrangien obtenu était indépendant
de la coordonnée z~ et on avait déja remarqué que I'impulsion généralisée associée, donnée
par (2.38), était conservée. En fait, cette quantité est égale a la projection de I'impulsion
totale du systeme selon l'axe €.

— Considérons maintenant le cas d’une particule contrainte a vivre dans un plan et que 'on
repere par ses coordonnées polaires (7, 0). On suppose que cette particule est soumise a un
potentiel central, c’est-a-dire qui ne dépend que de r. On rappelle que la vitesse en polaire
est U = 7€, + 10 &,. Le lagrangien est donc

‘= %moﬁ +1262) — U(r). (2.88)

Comme £ ne dépend pas de 6, 'impulsion généralisée p, associée est conservée :

_oc

= == = mr20 = Cste. (2.89)
00

Do ¢

Cette quantité est en fait le moment cinétique de la particule selon l'axe €,, voir (1.12).

On peut généraliser ce type de raisonnement de la maniere suivante : considérons un la-
grangien écrit en coordonnées cartésiennes : £ = L(Z1, Y1, 215 Loy eer s Ny L1y Y1y 215 Loy - Zn)- L€
lagrangien dépend effectivement de tous les z;, et donc les impulsions généralisées p, ; = 0.L/01;
ne sont pas conservées. On a quand méme le résultat suivant :

Si le lagrangien est invariant par translation selon I'axe des z (c’est-a-dire si £ est
inchangé si on remplace tous les z; par x; + ¢), alors 'impulsion totale selon z est
conservée.
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(Et idem pour les axes y et z.) En effet, pour ¢ petit, on a

Loz te,) =Ll ay, )+ 527‘. (2.90)

L’hypothese faite implique alors que ZZ % = 0. Mais les équations de lagrange donnent % =

%pm, et donc
d
" > pi,=0. (2.91)
i

L’impulsion totale selon x est conservée, comme annoncé. On montre de méme que si le systeme
est invariant par rotation autour d’un axe, alors le moment cinétique total projeté sur cet axe
est conservé.

2.3.5 Conservation de 1’énergie

Un des axiomes fondamentaux de la mécanique est que le temps est uniforme. Cela signifie
que ’évolution d’un systéme isolé ne dépend pas de la date a laquelle le systéme a été mis en
place. Autrement dit, le temps ¢ ne peut pas apparaitre explicitement dans les équations du
mouvement. Pour étudier ce genre de systemes, on suppose dans cette section que le lagrangien
ne dépend pas explicitement du temps :

L= L(q,4q),

et non £ = £(q, ¢,t). Cette propriété est automatique pour les systeémes isolés, mais elle est aussi
réalisée dans d’autres situations : par exemple, pour un systéme soumis a une force extérieure
indépendante du temps, comme le champ de pesanteur.

£ ne dépend pas explicitement du temps, et donc la dérivée partielle %—f est nulle. La dérivée
totale % n’est cependant pas nulle, car £ dépend de ¢ et ¢ qui dépendent du temps. On a :

d< < (0L 0L

-~ _ i+ =4 . 2.92

i = (G o) (2.92)
(Si le lagrangien avait dépendu explicitement du temps, il aurait fallu rajouter un terme %—f.)

En utilisant les équations de Lagrange, on peut aussi écrire
d< = d (0L 0L “~ d 0L
R 2= i = — g == 2.93
T (qz i (aqi) 0 qZ) 2@ (ql 84) (29

d’ou 'on obtient
d 5 0L
el i~ £ | =0. 2.94

On appelle hamiltonien, noté H, la quantité entre parentheses :

S 8£ S
H:Zq'iai-_’czzq.ipi_’c' (2.95)
i=1 i i=1
(On rappelle que p; = g; est l"impulsion généralisée associée a la variable ¢;.) Comme % =0,

la quantité H est une constante du mouvement.

Calculons maintenant H en faisant I’hypothese supplémentaire que les relations entre les
coordonnées généralisées g; et les vecteurs position 7, ne font pas intervenir explicitement le
temps : 7, =7, (qy,-..,qs), et non 7, =7, (qq, ..., qs,t). On a vu vers la fin de la section 2.3.1 que,
dans ces conditions, I’énergie cinétique T était une fonction quadratique des vitesses généralisées
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g;, c’est-a-dire une somme de termes de la forme aiyj(q)(jicjj. En particulier, la fonction 7" doit
vérifier, pour tout A, I’égalité

T(qps e s Ggy Mps oo s AGg) = N2T(qys v s Qs Gps v 5 Gg)- (2.96)

Si on dérive cette égalité par rapport a A, puis que 'on pose A = 1, on arrive a

°. . 0T
E 5 —— =9T. 2.
=1 4 641’ ( 97)

Comme £ =T —U et que U ne dépend pas des ¢;, on a g—f = g—q-T_. On obtient donc, avec (2.97),

H=2T—(T-U)=T+U, (2.98)

c’est-a-dire que H est I’énergie mécanique du systéme. 2

2.4 Premiere justification : le principe de moindre action

On considere un systéme mécanique sans dissipation, et on se choisit des coordonnées gé-
néralisées. On note ¢ = (¢y,¢s,...,q;) 'ensemble de toutes les coordonnées généralisées, et
G = (41,4, -.-,qs) ensemble de toutes les vitesses généralisées.

On cherche a répondre a la question suivante :

Sachant que le systéme est d la position ¢ au temps t, et a la position q*

. . 2.100
au temps ty, > ty, quelle est sa trajectoire q(t) pour t entre t, et ty ? ( )

(Remarque : ce n’est pas la question que l'on pose habituellement en mécanique, qui serait
plutot : sachant que le systéme est a la position ¢ et a la vitesse ¢ au temps t,, quelle est sa
trajectoire q(t) pourt >t ?)

Selon le principe de moindre action, la réponse a la question (2.100) est qu’il doit exister
une fonctionnelle S[q] de la trajectoire, appelée action, telle que S[g| est extrémale (souvent
minimale) sur la trajectoire réelle pour tous les choix de ¢ tels que ¢(t;) = ¢ et q(t5) = ¢?.

L’action S est une fonctionnelle, c’est-a-dire qu’elle prend comme argument toute la fonction
q; il est habituel de souligner ce point en utilisant des crochets plutét que des parenthéses pour
son argument : S[g] plutdt que S(q). Si ¢* est la trajectoire réelle, et que dg est une petite
perturbation de cette trajectoire, alors dire que S[q| est extrémale pour ¢* revient & dire que
S[g* + 0q] — S|[q*] est toujours du méme signe (positif si S est minimale, par exemple), quel que
soit dq si dq est petit. Ceci implique que

§S = S[q* + §q] — S[q*] = O(6¢?). (2.101)

En effet, si cette différence était d’ordre dg, on pourrait changer le signe de S[q* + dq] — S[¢*] en
changeant le signe de dq.
Remarque importante : dans (2.101), il ne faut considérer que les perturbations telles que

dq(ty) = dq(ty) =0, (2.102)

i
on obtient que la différentielle de H est dH = Zl (¢;dp; + p; dg;) — d£. En remplacant d.£ par son expression,
on voit que les termes en dg, se simplifient et on obtient

2. Remarque : la différentielle de £ est d£ = Zi(g—jdqi + g—;d(ji) =3 (p; dg; + p; dg;). A partir de (2.95),

dH = Z(qz dp, — b, dg;). (2.99)
On voit que si on écrit H en fonction des variables g; et p, (plutdt qu’en fonction de g, et ¢, ), alors les équations
du mouvement se mettent sous la forme élégante et symétrique suivante : ¢, = g—f et p, = —g—f. Ce sont les

équations de Hamilton.
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afin que la trajectoire ¢* + dq aille bien de ¢V a ¢®, comme la trajectoire ¢*.

Beaucoup de problemes en physique se résolvent en minimisant ou en maximisant une quan-
tité, et donc c’est une hypothese raisonnable de postuler qu’il doit exister une action .S qui permet
de résoudre les problemes de mécanique par une opération de minimisation. Par exemple, un
siecle avant la mécanique analytique formulée par Lagrange, Fermat avait reformulé I'optique
géométrique en disant que la trajectoire suivie par un rayon lumineux allant de A a B était celle
qui minimisait le chemin optique; I'action est une sorte de généralisation de ce principe a la
mécanique.

On admet que 'action doive se mettre sous la forme

S[q] :/25@(15)74(15)775) dt (2.103)

1

pour une certaine fonction (pas fonctionnelle) £(q, g,t) des coordonnées g, des vitesses généra-
lisées ¢ et du temps; c’est en effet la forme la plus générale qui n’aboutit pas a des résultats
absurdes. Cette fonction £ est bien évidemment le lagrangien.

Etablissons maintenant les équations du mouvement & partir de (2.101). Pour simplifier nous
considérons un systeme a un seul degré de liberté, si bien que la position du systéme & un instant
donné t est caractérisée par la valeur d’une seule coordonnée ¢(t). On a

55 = Slg"+ 04~ St = [ (0@ + 0000470 + 50, )~ [ £(qr 0, 0,0)

1 1

(2.104)
On a supposé dq petit. En développant au premier ordre, a t fixé, on a
o . . o 0L oL .
(" ()4 Ba(e), 4 (1) +3(1), 1) = £(a(0),4°(1),£) + % Bale) + 5 % 8alt) +0(6¢?).. (2:105)

Dans cette expression, les deux dérivées sont prises de maniére implicite au point (¢*(¢), ¢*(¢),t).
En reportant dans (2.104), on obtient

t2
0SS = / — X dq(t)dt +/ == x 6q(t) dt + O(6¢?). (2.106)
Dans cette expression, 6.q est la variation de la vitesse et est égale a
Sa(t) = Lsq(0). (2.107)
q(t dt q .

On peut donc intégrer par parties la deuxieme intégrale de (2.106)

29 0L t2 > d (0L )
55 = / 9% L Sqtydt+ [aq « Sqlt )L —[I . (aq> x Sq(t)di + O(Sq?).  (2.108)

Le terme intégré est nul, car on a supposé dq(t;) = dq(t;) = 0, voir (2.102). En regroupant les
deux intégrales restantes, on obtient

55/ o t<%§>]5q(t)dt+(9(6q2). (2.100)

La fonction dq(t) est une fonction quelconque, en particulier on pourrait prendre d¢g(¢) nulle
partout sauf dans une région aussi petite que I'on veut de la trajectoire. Par conséquent (2.109)
ne peut conduire a (2.101) que si le terme entre crochets s’annule pour tous les temps ¢. On voit
donc que la trajectoire réelle doit vérifier

oL d (&C) B

— — — | = 2.11
dq dt \ 9¢ ( 0)
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ce qui est I’équation d’Euler-Lagrange (2.6) a un seul degré de liberté. On vérifie que le cas
général (a plusieurs degrés de liberté) s’obtient de la méme manieére.
Faisons quelques remarques pour conclure :

— On a retrouvé les équations de Lagrange, mais il reste a justifier que 'on a £ =T — U.
Cela se fait tout simplement en vérifiant que ’on retrouve bien les équations de Newton
avec cette expression.

— L’action d’une trajectoire est donc 'intégrale sur cette trajectoire de la différence entre
I’énergie cinétique et I’énergie potentielle. On voit bien que, pour une trajectoire donnée, la
valeur de I'action ne dépend pas des coordonnées choisies, méme si la forme du lagrangien
en dépend. C’est pour cette raison que les équations de Lagrange sont bien indépendantes
du systeme de coordonnées.

— Le principe de moindre action prend facilement en compte les contraintes : on cherche la
trajectoire qui est extrémale parmi toutes les trajectoires qui vérifient ces contraintes. Il
suffit alors de choisir un systeme de coordonnées ou les contraintes sont automatiquement
respectées pour résoudre le probleme.

— La propriété d’invariance de jauge (section 2.3.3) est évidente si on utilise l’action : soient
deux lagrangiens £ et £’ qui ne different que par I'ajout de la dérivée totale par rapport
au temps d’une fonction F'(q,t) des coordonnées et du temps :

i . d
£(¢,¢,t) = L(a:4,1) + 5 [F(q,t)], (2.111)
et posons S et S’ les actions correspondant a ces deux lagrangiens. On a alors
2 d ta
S'lq) — Slal = / SlF@y]at=[Fan] " =Fe?. ) - F@t).  (2112)
t, ty

La différence entre les deux actions est constante, donc une trajectoire qui est extrémale
pour I'une est extrémale pour l'autre, et les deux lagrangiens sont donc équivalents. De
méme, la multiplication de £ par une constante change 'action, mais ne change pas les
équations du mouvement.

2.5 Deuxiéme justification : a partir des équations de Newton

Dans cette section, nous allons retrouver les équations d’Fuler-Lagrange a partir des équa-
tions de Newton. Nous verrons comment les forces de contraintes disparaissent en utilisant le
principe du travail virtuel de d’Alembert.

On considere, comme d’habitude, un systéme composé de N points matériels de positions
T, avec o = 1,2, ..., N. Posons

F’a = résultante de toutes les forces agissant sur le point matériel . (2.113)

(Ces forces incluent toutes les forces agissant sur «, aussi bien les forces exterieures, exercées
par des objets extérieurs au systeme, que les forces interieures, exercées par d’autres éléments
du systeme.)
Les équations du mouvement, d’apres la deuxieme loi de Newton, sont alors
m,r, = F,, (2.114)

[e%

avec m,, la masse du point matériel a.
On se choisit des coordonnées généralisées ¢, ..., q,. Les coordonnées réelles 7, s’écrivent en
fonction des coordonnées généralisées et du temps :

Fa :?a(q17Q27"'7q57t)' (2115)
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2.5.1 Equations du mouvement
Pour un ¢ et « fixés, on prend le produit scalaire de (2.114) avec 07, /0q; :

«  OF - OF
m,.T @ =F o

= . 2.116
G = Fu g (2:16)

On va exprimer le membre de gauche de (2.116) en fonction de I’énergie cinétique de la particule
a. Pour cela, on utilisera les deux propriétés suivantes, valables pour tout vecteur 7 fonction de
qgett:

o or d [ oF o
a_ o Rl L (2.117)
9q;  Og; dt \ 9¢; dq;

La premiere égalité a déja été vue en (2.76) ; démontrons la deuxieme. Tout comme 7, la dérivée

partielle 88—; dépend des ¢; et de t, mais pas des ¢;. On peut donc écrire

d [ or ~[a (o o (or

~ (=) = (= )al+=(=—], 2.118

dt (8%) b; [8% (3%) qi’} T (8%) (2:118)
qui est la méme formule pour la dérivée que (2.74), mais appliquée a g—; plutét qu’a 7,. On
peut alors changer 'ordre des dérivées secondes et conclure

d (o N[0 (oFN.], 0 (oF\ _ 0 (o, oF\ o
() =22 o (o) ]+ (50) = 2 (Zaqu) Tog Y

On peut maintenant transformer le membre de gauche de (2.116) de la fagon suivante :

—m, [i (;‘a . gz_cz) _7.. ‘32] (2.121)
—im, |2 (8(%)) _ 8(%)] (2.122)
3(5) %

ol nous avons utilisé (2.117) et on T, = %moiﬁ est 1’énergie cinétique de la particule .. En
sommant sur tous les «, on fait apparaitre I’énergie cinétique totale du systeme 7' =T} + 71, +
-+ + Ty, et on obtient finalement, avec (2.116),

d [oT oT - OF
— =] —=—=0Q.. avec Q. := F .=, 2.124
dt <8q'i> dq; @i @ za: ¢ og ( :
La quantité @, s’appelle la force généralisée associée a la coordonnée i. Le résultat (2.124) est
valable pour tous les systémes, y compris avec des forces de frottement ou des forces électroma-
gnétiques.

2.5.2 Prise en compte des différents types de force

On rappelle que Fa est la résultante de toutes les forces s’appliquant sur le point matériel
«. On décompose cette force en trois contributions : les forces qui dérivent d’un potentiel, les
forces de contrainte, et les autres forces (magnétisme, frottement, ...) :

-

F = _’gotentiel_i_ﬁgontraintes _i_}_ﬁ;utres' (2125)

«
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Cette décomposition entraine une décomposition associée pour les @), :
__ (Hpotentiel contraintes autres
Qi =Q; + QF + Q. (2.126)

Examinons ces contributions les unes aprées les autres

Les forces qui dérivent d’un potentiel Ce sont les forces pour lesquelles il existe un poten-

tiel U = U(#,, 75, ..., Fn, t) qui dépend des positions mais non des vitesses tel que
Fpotentiel — _. U pour tout a € {1,2,..., N}. (2.127)

La notation @;a signifie que 1'on prend le gradient par rapport a la variable 7. Si U ne
dépend pas explicitement du temps, les forces F’a sont dites conservatives.

Réécrivons U comme une fonction des coordonnées généralisées

Uqys oo o t) = U(Fy, o Ty t) = U(Fl(ql, ey Qart)s e Ty e ,qs,t),t>, (2.128)

et en dérivant par rapport a ¢;, on obtient

oU N Fo N coentiol OF i
O N, U T - N Frotenticl . Pa _ pypotentiel, 2.129

(Cette écriture justifie 'appellation de «force généralisée» pour @,.)

Les forces de contraintes Le résultat important est que
Qoentraintes — ) pour tout i. (2.130)

Les explications sur cette propriété des forces de contraintes sont données dans la sec-
tion 2.5.3. Admettons-la pour I'instant pour conclure.

Le terme Q2"**s Ce terme est a traiter au cas par cas.
En utilisant (2.129) et (2.130) dans (2.124), on obtient

d [oT oT ou ¢ d [oT (T —-U) ¢
Sy 24 Y9Y autres — =] =277 autres 2.131
(@) mmre o (@) -tmo e e
On peut alors construire le lagrangien
L=T-U. (2.132)

Le lagrangien dépend des g; et des ¢; (cf. T) et parfois explicitement du temps ¢. Comme U ne
dépend pas des vitesses généralisées ¢;, on obtient

d (0L 0L
— [ 22| = 2= 4 Qavutres 2.133
dt (3% ) 9q; @ (2132)
Dans le cas o les seules forces sont des forces de contraintes ou des forces dérivant d’un potentiel,
on a Q" = () et on retrouve les équations d’Euler-Lagrange (2.6).

2.5.3 Les forces de contrainte et le déplacement virtuel

On considere le systeme a un instant ¢ donné, et on imagine que 1’on change les coordonnées
généralisées ¢; d'une petite quantité dg,, sans changer la valeur de t. Alors, tous les vecteurs
positions augmentent de

L &7,
o7, = 2-1: T%dqi. (2.134)
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Ces quantités, pour o = 1, ..., N, s’appellent les déplacements virtuels des particules du systeme.
En variant le choix des dg;, les 07, représentent tous les déplacements infinitésimaux autorisés
par les contraintes a un instant donné.

Les forces Fgontraintes s’ajustent continuellement pour garantir que les contraintes sont res-
pectées. Par contre elle ne favorisent les déplacements virtuels autorisés ni dans un sens, ni dans
lautre, Cela signifie que le travail virtuel global (correspondant au déplacement virtuel) doit

étre nul :
N

Frcontraintes . 57— () pour tous les choix de dg;. (2.135)
a=1
C’est le principe du travail virtuel de d’Alembert. En utilisant la définition (2.134) des 67, dans
(2.135), on obtient

- .
contraintes | or
o' «

i
M=

Q
Il
—

I
M=

N ) 5. oF
Fgéontramtes . (Z Zayg @
i=1 g,
N >
Z Fgontraintes . % dqz
a=1 8 ’

1

Q
Il
—_

(2.136)

I
M-

i=1

-
Pl

quontraintes d 4,
i
ou 'on a utilisé la définition (2.116) de Q).

Cette égalité devant étre valable pour tous les choix des dg;, on voit que le principe du travail
virtuel de d’Alembert (2.135) redonne bien la condition (2.130) : Q¢°"™aintes — () pour tout i.

Faisons deux remarques importantes :

—_

— Dans la condition (2.135), ¢’est la somme sur tous les a qui est nulle, mais il peut arriver
que certains termes soient non-nuls.

— Lorsque le systeme évolue pendant un instant d¢, les coordonnées généralisées évoluent de

dg;, et les positions réelles ¥, = 7, (qy, ..., q5, t) évoluent de
“\OF or
dr, = —% dg; —2 dt. 2.137
o (D) + 5 2197)

C’est le déplacement réel. Si on le divise par dt, on retrouve la vitesse, voir (2.74). La
seule différence entre le déplacement réel d7,, et le déplacement virtuel 67, est la présence
du terme (97, /0t)dt. Lorsque les fonctions 7, (¢, ... , ¢, t) ne dépendent pas explicitement
du temps, alors d7, = 07, le travail virtuel est égal au travail réel, et le principe de
d’Alembert se simplifie en : le travail de toutes les forces de contraintes est nul. A contrario,
si les fonctions 7, (qy, ..., qs,t) dépendent explicitement du temps, il peut arriver que les
forces de contraintes aient un travail non nul.

2.5.4 Quelques exemples

On vérifie le principe du travail virtuel de d’Alembert sur trois des exemples de la section 2.2,
voir figure 2.7.

Pour le pendule La position du pendule s’écrit 7 = (€, (avec (€,,€,) les vecteurs unitaires
polaires). Cette position dépend de la coordonnée généralisée 6 puisque le vecteur € , dépend
de A, mais elle ne dépend pas explicitement du temps t. On a donc ici d7* = 7, et le travail
virtuel est égal au travail réel.

La force de contrainte est la force de tension F' du fil, qui s’ajuste continuellement pour
maintenir le fil a la longueur constante £. On voit bien que le travail de la force de contrainte
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Ftable 1

FIGURE 2.7 — Trois des exemples de la section 2.2.

est nul, puisque le déplacement est toujours perpendiculaire a la force. Le principe de
d’Alembert est respecté.

Pour la perle sur la tige La position de la perle est 7 = pé, (avec (€,,€,) les vecteurs uni-
taires polaires). Cette position dépend de la coordonnée généralisée p et du temps ¢, puisque
le vecteur €, dépend de l'angle wt entre I’horizontale et la tige. On est dans la situation
ou d7 et &7 sont différents : le vecteur o7 décrit le déplacement le long de la tige dii aux
changements de p, alors que le vecteur d7 prend également en compte le mouvement de la
tige :

of =dpé,, dif =dpé, + pwdté,. (2.138)

(On a représenté ces deux vecteurs sur la figure 2.7.)
La force de contrainte est la force R exercée par la tige sur la perle qui s’ajuste continuel-
lement pour maintenir la perle sur la tige. Cette force est perpendiculaire a la tige; on a
donc :

R- 67 =0. (2.139)

Le travail virtuel de la force de contrainte est bien nul, le principe de d’Alembert est
respecté. Cependant, le travail réel R - d7 n’est pas nul : en pratique, la tige fournit de
I’énergie a la perle pour 1’éjecter.

Pour le plan incliné+mobile Ily a dans ce systéme N = 2 objets, le plan incliné (de position
7,) et le mobile (de position 7). Leurs positions sont des fonctions des s = 2 coordonnées
généralisées, ’abscisse z du centre de masse du plan, et la distance ¢ entre le mobile et
le coin supérieur gauche du plan. Les expressions de 7, et 7, en fonction de ¢ et z ne
font pas intervenir le temps, voir (2.29). On est donc dans la situation ou le déplacement
virtuel est égal au déplacement réel :

Le plan incliné (objet 1), ressent deux forces de contrainte, I'une étant la réaction normale
de la table Fi,; ., et Iautre la réaction du mobile F, ;. Le mobile (objet 2) ressent comme
unique force de contrainte la réaction du plan incliné F}, :

Flcontraintes — Ftable 1 + F2 1 Fé:ontraintes = ]—7’1 9. (2141)

Ces forces font en sorte que le plan reste sur la table et le mobile sur le plan. On les a
représentées sur la figure 2.7.

Le travail (réel ou virtuel, c’est ici la méme chose) des forces de contraintes est donc
OW = (Fiapier + Fay) - diy + F 5 - dity. (2.142)

I est clair que F,,,,; ne travaille pas : cette force est verticale, mais agit sur un point qui
se déplace horizontalement. Cependant, les deux autres forces de contrainte travaillent :
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par exemple, on voit bien sur la figure 2.7 que la force F21 n’est pas perpendiculaire au
mouvement du plan incliné.
Selon le principe des actions réciproques, on a F’21 = —Fu. Le travail des forces de
contrainte se réduit donc a

A partir de l'expression (2.29) de 7, et 7, en fonction des coordonnées généralisées z et
{, on a

oy — 7 = CA+l(cos0E, — sinfé, ), d(7y —7;) = dl(cosf €, —sinbe,). (2.144)

Mais le vecteur cosf €, —sinf €, est le vecteur unitaire dans la direction descendante de

la pente. Il est perpendiculaire a F’Ql, et le travail total des forces de contraintes est nul.
Le principe de d’Alembert est respecté.



Chapitre 3

Mouvement d’un solide

3.1 Généralités

3.1.1 Définition d’un corps solide

Un corps solide est simplement défini comme un systeme de points matériels a distances fixes
les uns des autres. Nous considérons des corps solides parfaitement rigides et excluons toute
élasticité ou déformation de ce solide. Le corps solide constitue donc un cas tres particulier d’un
systeme de points matériels. En effet méme si un corps solide est constitué d’un grand nombre de
points matériels, la description de son mouvement ne requiert que la connaissance (en fonction
du temps) de la position de 'un de ses points et de 'orientation du solide autour de ce point.
On voit que tout corps solide possede six degrés de libertés, et les six coordonnées choisies pour
décrire la position (et le mouvement) du solide peuvent étre choisies d’'un grand nombre de
manieres différentes.

3.1.2 Description mathématique d’un solide

On peut considérer un solide comme un ensemble discret de N points matériels de masse
m,, et de position Ra, avec @ = 1,..., N. On peut également considérer un solide comme un
milieu continu, caractérisé par une masse volumique p(ﬁf) Toutes les quantités intéressantes
peuvent alors s’écrire comme une somme sur les particules a, ou comme une intégrale sur le
volume du solide, le passage de 'un a I'autre se faisant en remplagant les masses des particules
par pdV = dm, la masse contenue dans un élément de volume dV; en coordonnées cartésiennes
par exemple, on a pdV = p(z,y, z) dedydz. Ainsi, la masse totale M du solide ou la position

R de son centre de masse peuvent s’écrire :

. 1 ; 1 L1 R
M:Zma:/pd‘/:/dm, RC:MZmaRa:M/deR:M/dmR. (3.1)

(Beaucoup de livres préferent mettre des intégrales triples [[[ plutot que des intégrales simples
| pour rappeler qu’on est en trois dimensions. C’est une affaire de goft.)

Pour décrire le mouvement d’un point P du solide on utilise d’une part le vecteur R = aﬁ,
ou O est le centre du référentiel d’étude. On va également utiliser le vecteur ¥ = ﬁ, ou A est
un point donné du solide. Il sera pratique plus tard de prendre A égal au centre de masse, mais
pour l'instant A est un point quelconque lié au solide. On a évidemment :

R

On consideére un petit mouvement du solide. Si on suppose, dans un premier temps, que le point
A est immobile, alors le mouvement est une rotation autour d’un certain axe passant par A et

39
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porté par un vecteur unitaire 7. Supposons que la rotation soit infinitésimale et d’angle dy ; pour
décrire cette rotation, on définit d¢ le vecteur rotation infinitésimal par la formule suivante :

dg = den. (3.3)

(Le sens de la rotation décrit par un vecteur d¢ est donné par la régle du tire-bouchon : le solide
tourne dans le sens selon lequel on devrait tourner un tire-bouchon pour qu’il avance dans le
sens pointé par d@.)

Dans le cas général ou A n’est pas immobile, on peut décrire un mouvement infinitésimal du
solide comme une translation infinitésimale dR 4 du point A plus une rotation infinitésimale d¢.

translation infinitésimale du point A
mouvement infinitésimal du solide = +

rotation infinitésimale autour d’un axe passant par A
Une formule importante de ce chapitre est
dif =d@ A7,  etdonc dR=dR, +d@g AT (3.4)

Pour comprendre 'expression de d7, on décompose 7 en un vecteur parallele et un vecteur
perpendiculaire a 7 : 7 =7 + 7 (voir la figure 3.1). Lors de la rotation autour de 7, le vecteur
FH ne change pas, tandis que 7, change de direction mais pas de longueur et reste orthogonal a
7. Sa variation d7'| est donc & la fois orthogonale a 71 et a 7, (puisque 0 = d(7?) = 27, - d7)).
Comme par ailleurs la norme de dr est |7, ||dy, on arrive & d7;, = d@ A7, . Finalement, comme
dr = d7| (car drj = 0) et que dp A7 = dp AT, (car 7 est colinéaire & d@), on arrive bien a
dir =dp AT

/
L, RSITmmemm--- d?:d@/\?

FiGURE 3.1 — Lors de la rotation infinitésimale de vecteur dgp = den, le point P de vecteur
7 = AP est transformé en le point P’ de vecteur 7' = AP’. On décompose 7 en 7 (parallele a
d@, et donc & 1) et 7, (perpendiculaire a dg). Le vecteur 7 est inchangé lors de la rotation,
alors que le vecteur 7, subit une rotation d’angle d¢ dans le plan passant par A perpendiculaire
an.

En divisant (3.4) par dt et en introduisant la vitesse V du point P, la vitesse V, du point A
et le vecteur vitesse angulaire {2 par

o dR, - dp -
t —V, F —VA, E —\Q, (3-5)

n gl

d

o
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on obtient la relation

— =0QNMT, et donc V=V + QAT (3.6)

La vitesse V, du point A caractérise le mouvement de translation du solide a un instant donné,
et la vitesse angulaire {2 caractérise sa rotation. (Remarque et exercice : on peut montrer que le
vecteur vitesse angulaire {2 ne dépend pas du point A choisi.).

3.2 Energie cinétique et moment d’inertie

3.2.1 Calcul de I’énergie cinétique et moment d’inertie

A partir de I'expression (3.6), écrivons ’énergie cinétique du solide considéré d’abord comme
un ensemble discret de points matériels, puis comme un continuum

1 1 1 - = -
T_szaV§—2/di2—2/dm[Vj—i—QVA-(Q/\T)—i—HQ/\rHZ] (3.7)

Remarquons que VA et 2 ne dépendent pas du point courant peuvent sortir de I'intégrale. Ainsi,
le premier terme est simplement [ dm Vj = Vj Jdm =M Vj avec M la masse totale du solide..
Pour le deuxieme terme, on trouve

/diA-(ﬁA?):VA-<§/\/dm?>. (3.8)

Ce terme est nul si VA = 0, bien siir, ou si A = C, le centre de masse du solide. En effet, par
définition du centre de masse, on a f dm7 =0si A= C. On se placera toujours dans ’un
de ces deux cas ou ce second terme est nul.

Pour le troisiéme terme, introduisons # I’angle entre 7 et fZ, et | la distance entre Pet l'axe
de rotation, c’est-a-dire I'axe porté par Q et passant par A, voir figure 3.2.

P o 1
A ‘&I: 7 ,{)\OQ’
X
“O

FIGURE 3.2 — Définitions de 6 et r .

Ona||2A7|]2 = 2%2sin? 0. Mais | = r sin#, et donc

|2 AF|]2 = 222, (3.9)
On arrive alors a ) . .
avec
I, :/dmri. (3.11)

Dans cette expression, on a noté A l'axe passant par A et parallele a !_é, et I, est le moment
d’inertie du solide par rapport a ’axe A. Dans l'expression de I 5, | est la distance entre
le point courant et 'axe A.
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On obtient finalement deux expressions pour I’énergie cinétique du solide

1 1

si C est le centre de masse T = §MVC% +5 A82? (avec A passant par C),  (3.12)
1
si A est un point immobile T = §IA/ 0?2 (avec A" passant par A).  (3.13)

Dans la premiere expression, le premier terme %M V2 représente D'énergie cinétique de translation
et le second terme %I 822 énergie cinétique de rotation.

3.2.2 Exemple : le pendule rigide

On considére un pendule rigide constitué d’une tige fine homogene de masse M et de longueur
£, qui oscille par rapport a I'une de ses extrémités qui est maintenue fixe, voir figure 3.3. A tout
instant, la position du pendule est caractérisée par son angle orienté 6 par rapport a la verticale
descendante. Le vecteur rotation (2 est perpendiculaire au plan (Ozy) du mouvement, et en
particulier perpendiculaire a la tige. Il est donné par 9= ééz.

FIGURE 3.3 — Le pendule rigide

Ici, le point O est immobile. On note A’ 'axe passant par O et porté par €,, et on calcule
I,/. En notant que la masse d’un élément dr de la tige est dm = Adr avec A = ]\% la masse
linéique, ’expression (3.11) donne :

¥4 3 3 2
M M [ 03] Mt
Iy=[ Zarr2=2 |8 2 220 3.14
A /06” ex[:a 3} 3 (3.14)

L’expression dans (3.13) donne alors :

1 M2
T=_-I1,="-02 (3.15)
2 6
On peut aussi utiliser (3.12) et considérer le centre de masse C de la tige, qui se trouve

évidemment en son milieu. Soit A l'axe parallele & €, et passant par C'; Pexpression (3.11)

donne : L /_4/2 M., M [(£/2>3 B (5/2)3] _ M3

A e 3 12

(3.16)
02

Par ailleurs, la vitesse du point C est (en norme) Vi = £2¢/2, et (3.12) donne :

1 1 1 N2 1 M2
T=-MV2+-1,022=-M Q,> L
s Vet 5la 2 (2 T3 g

2 _ 202(L . LY _ 1 000
02 = MEO (2 + o) = cME22. (317)
On trouve évidemment la méme expression.
Terminons 'exercice ; l'altitude du centre de masse (au milieu de la tige) est y = —g cos 6.
L’énergie potentielle est donc
Mgt
2

U=-— cos 0, (3.18)
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et, en se souvenant que {2 = |0\, le lagrangien est

£

M2 . M
= 66 6% + 29£COSG. (3.19)

Les équations de Lagrange donnent, aprés division par M¢?/3,

0 = ——-sinb. 3.20

50 (3.20)

Pour des petites oscillations, sinf ~ 6 et on retrouve un oscillateur harmonique de pulsation
— /34
w=1/57

3.2.3 Exemple : cylindre roulant sans glisser sur un plan incliné

Considérons un cylindre homogene de rayon a et masse M qui roule sur un plan incliné
d’angle o comme représenté figure 3.4. On note X la distance parcourue depuis le début de
I’expérience, et 6 I'angle dont a tourné le cylindre depuis le début de I'expérience.

FI1GURE 3.4 — Un cylindre homogene de rayon a et masse M roule sans vitesse initiale sur un
plan incliné d’angle a. On a représenté le cylindre dans sa configuration initiale (en haut) et
a deux autres instants. Les points S, S;, S, sont les points de contact entre le cylindre et la
pente; pour se repérer, on a tracé (en bleu) sur le cylindre le rayon entre le centre et le point
de contact initial S;. On pose X la distance parcourue depuis le début de I'’expérience ; pour le
cylindre du milieu, on a X = §,,5].

La vitesse du centre de masse est X, et la vitesse de rotation du cylindre est . En utilisant
(3.12), 'énergie cinétique du solide s’écrit donc

1 . 1 .
T = §MX2 + §IA92, (3.21)

ou I, est le moment d’inertie par rapport a l'axe A qui est I'axe de révolution du cylindre.
Calculons maintenant I 4. On se place (naturellement) en coordonnées cylindrique (r, 6, z) avec
O au centre du cylindre et I’axe z selon ’axe de révolution du cylindre. On rappelle que 1’élément
de volume est dV = rdrdfdz. Soit h la hauteur du cylindre ; son volume est ma?h, et sa masse
volumique est M /(wa?h). La masse correspondant & un élément de volume est alors

dV = M rdrdfdz. (3.22)

M
dm = =
m ma?h

ma?h

La distance a I’axe est justement la coordonnée r du systéme. On obtient donc

a 27 b 4 2
2 M M M
IA:/dmr2:/d7"/ dG/ dz rxr= X o x h= (3.23)
0 0 —b

ma?h - wa?h T 4 2
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Pour relier X et 6, on a besoin d’une hypotheése supplémentaire. On va supposer que le
cylindre roule sans glisser. Avec cette hypothese, on a alors

X = af. (3.24)

En effet, entre les deux premiers cylindres de la figure 3.4, la distance parcourue X = 5,5,
doit étre égale, en ’absence de glissement, a la longueur représentée en pointillés rouges sur le
cylindre du milieu, et cette longueur est justement af.

Avec cette contrainte du «roulement sans glissementy, le systéme n’a qu’'un seul degré de
liberté et, si on choisit X comme variable, en utilisant § = X/a et 6 =X /a, on trouve pour
I’énergie cinétique

1 Ma?. M

1. 1. 3.
T = ~MX2+ - 02 — S MX? + 2 X2 = 2 \xe, 2
2 t9X 2 T 1 (3.25)

Lorsque le cylindre se déplace d’une distance X, son altitude décroit de X sin . En prenant
I'origine des altitudes a la position initiale, ’altitude du centre de masse est donc —X sin« et
I’énergie potentielle est

U=—-MgsinaX. (3.26)
Le lagrangien est donc
£ = %MX2 + Mgsina X. (3.27)
et les équations du mouvement sont, apreés simplification,
X = %gsina. (3.28)

On remarque que le rayon a n’intervient pas dans ces équations. Pour un objet qui glisse sans
rouler sur une pente d’angle «, on aurait eu la méme équation sans le 2/3.

3.3 Moment cinétique et axes principaux du solide

3.3.1 Calcul direct du moment cinétique

On rappelle que le moment cinétique d’un ensemble de points P, de masses m,, par rapport
a un point fize O est

—_—

Lo=YS R, A(m,R,)  avec R, =OP, (3.29)

Le théoréme du moment cinétique dit que la dérivée temporelle de EO est la somme des moments
des forces extérieures par rapport au point O :
d - - S ,
gLo=Mo= > R NF, (3.30)
«
(Plus de détails sont donnés dans la section A.2.3 de 'appendice A.)
On note C le centre de masse de l’ensemble de points, et on écrit R, = R+ 7, (ce qui
implique R, = R +17,) ot R = OC et #,, = CP,.. On remplace dans (3.29) ; aprés développe-
ment, on obtient quatre termes, mais un petit calcul montre que deux de ces termes sont nuls,

et il reste . ]
Lo=RoANMRo+L  avec L'=Y 7, A(m,7,). (3.31)

C’est le premier théoréme de Konig, & démontrer en exercice. (Voir aussi 'appendice A.) Le

terme R A MR représente le moment cinétique qu’aurait le systéme s’il était un point matériel
positionné en son centre de masse. Le terme L’ est le moment cinétique due & la rotation du
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systeme autour de son centre de masse. L’ est également le moment cinétique du systeme dans
le référentiel barycentrique.

Le résultat qui précede est vrai pour n’importe quel ensemble de points. Calculons maintenant
L’ dans le cas particulier ou le systéme est un solide. On peut alors écrire r = 0N 7, et on
obtient, en remplacant la somme par une intégrale

E’:§:ﬂwth§A?@:i/dm?A(ﬁAF%:/ﬂm?A(ﬁA?ﬁ. (3.32)

07

Dans la derniére expression, on a écrit 7 = T+ 7, avec ?H parallele a Qet 7 | perpendiculaire
a 2, de sorte que QAF—(_Z)/\FL
On rappelle I'égalité @ A (DA E) = (d-&)b— (d@-b) & On obtient alors

I/ = /dm (F7,)F— (- D). (3.33)

Mais 7 - 7, = r2. On reconnait alors dans le premier terme lexpression (3.11) du moment
cinétique I, par rapport a I'axe A passant par le centre de masse et parallele a 2 :

?:Qé—/mm%ma. (3.34)

Le deuxiéme terme dans (3.34) est un vecteur perpendiculaire & 2. On voit donc que :

En général, le moment cinétique L’ du solide dans le référentiel barycentrique n’est pas colinéaire
a l’axe de rotation (2.

3.3.2 Axes principaux

Parfois, le deuxiéme terme dans (3.34) est nul, le moment cinétique L’ est colinéaire & 1’axe
de rotation 2 et est donné pas I'=1 A 0. En particulier, cela arrive si la rotation  se fait selon
un axe de symétrie du solide. («axe de symétrie» peut avoir plusieurs sens; ici, «A est un axe
de symétrie» veut dire que si on remplace toutes les coordonnées des points 7 = 7"” + 7, par
7 =7 —7, alors le solide est inchangg.)

On appelle aze principal du solide un axe A passant par le centre de masse tel que le deuxieme
terme dans (3.34) est nul, et donc tel que L' = 1,2

Tous les axes de symétrie sont des axes principaux, mais il peut aussi exister des axes
principaux qui ne sont pas des axes de symétrie.

Nous allons admettre les résultats suivants (des éléments de démonstration sont donnés dans
la section 3.5

— Tout solide a au moins trois axes principaux orthogonaux deux a deux. On note Ay, A,,
As ces trois axes, et I;, I,, Is les moments d’inertie correspondants, appelés «moments
principaux» du solide.

— Si le solide a un axe de symétrie, on peut choisir A;, A, ou Aj selon cet axe.

— Pour une rotation 2 d’axe quelconque, on peut décomposer le vecteur 9 de la fagon
suivante :

Q=0+ 0y + 2, avec £2; paralldle & A, (3.35)

On a alors

R ~ N - 1 - 1. - 1. -

—

(En particulier, si {2 est selon A, (par exemple), alors 2, = 2, 2, = 2, = 0 ct on obtient,
L'=1LQet T =112
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3.3.3 Exemple

On considere une boite dont la base est un carré de c6té a avec quatre pieds en ses coins
qui reposent sur une table horizontale. Dans la boite, un moteur fait tourner un axe vertical,
sortant du centre de la boite, a une vitesse angulaire {2. Sur cet axe est fixée en son centre une
tige de masse M et de longueur ¢, mais qui est inclinée d’un angle v avec ’horizontale. La masse
du bloc moteur (=boite+pieds+moteur+axe vertical) étant M’, la masse totale du systéme est
M + M’. Le centre de masse C est aligné avec I’axe en rotation, voir figure 3.5.

On utilise le repere fixe (O, €,,€,,€,) avec €, vertical ascendant et €,, €, selon les cotés du
carré, et O sur la table & la verticale de C. On utilise également la base orthonormée (€;, €,, €;)
liée a la tige en rotation : €; est dans 'axe de la tige, €; est dans le plan vertical contenant la
tige et €, est horizontal.

Dy

FIGURE 3.5 — Le systéme étudié vu au moment ou la tige inclinée est dans le plan (Oyz).

Question : a linstant ou la tige est dans le plan (Oyz) (comme sur la figure), quelles sont les
forces de réaction s’exercant sur les pieds de la boite ?

On note ]:?gauche = Rgauene €, la force de réaction totale s’exercant sur les deux pieds de
gauche (sur la figure, on ne voit qu'un pied a gauche parce qu’ils sont 'un derriere l'autre), et
]_%dmite = Ryoite €~ 1a force de réaction totale s’exercant sur les deux pieds de droite. Comme le
centre de masse est immobile, et que les seules forces extérieures sont le poids et les réactions
de la table sur les pieds, I’équilibre en translation de la boite implique

Rgauche + Rdroite = (M + M/>g (337)

(Rappel : les forces exercées par le moteur sont des forces internes, qui n’interviennent pas dans
le principe fondamental de la dynamique.)

On cherche maintenant a appliquer le théoreme du moment cinétique. Le moment cinétique
de la boite est nul, celui de ’axe vertical est négligeable, reste le moment cinétique de la tige;
on le calcule en utilisant (3.36) mais, pour cela, on doit identifier les axes principaux A, A, et
Ay de la tige, et calculer les moments principaux I, I, et I3 correspondants. Dans le cas de la
tige, le calcul est tres simple.

— Clairement, par symétrie, ’axe de la tige est un axe principal, et tout axe perpendiculaire

a la tige (et passant par son centre) est également un axe principal. On peut donc prendre,
avec nos notations, A; parallele a €;, A, parallele a €, et A; parallele a €;.
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— Comme toute la masse de la tige est sur 'axe A, le moment I3 est nul. En effet, dans
I'intégrale (3.11), on a r; = 0 pour tous les points.

— Les moments I; et I, sont clairement égaux par symétrie. En fait, on les a déja calculé
dans la section 3.2.2 sur le pendule rigide, voir (3.16). On a donc

M2

hi=l="

I, =0. (3.38)

Le vecteur vitesse angulaire est {2 = (2¢€,, mais pour appliquer (3.36) on a besoin de 1’écrire
dans le repeére (€;, €5, €5). On a €, = cosa €; + sina €, et donc

Q=0+ 0, + 0, avec (2, = Qcosaé,, 2y =0, 2= 0sinaé,. (3.39)
Avec (3.36) on obtient alors

-

B, _ L M2
L, == Ilgl +I292 +1393 ==

12

2cos €. (3.40)

D’apres (3.31), le moment cinétique du systéme par rapport a n’importe quel point fixe est égal
a L’ puisque le point C' est immobile. En particulier, EO =1

On remarque que le moment cinétique L’ nest pas colinéaire au vecteur vitesse angulaire.
Par ailleurs, I’ dépend du temps (puisque le vecteur €; tourne avec le systéme), alors que le
vecteur (2 est constant.

Un petit calcul (a faire en exercice) donne

d =
&51 - Q /\ 51 — _QSiIlOé52, (341)
et donc
AL/ M3
FTERERT) 22 cos asin v €,. (3.42)

Cette quantité doit étre égale a la somme M des moment des forces extérieures. Comme la somme
des forces extérieures est nulle, la somme des moments ne dépend pas du point de référence,
mais on la calcule & partir du point O. On trouve (& faire en exercice)

— a N a -
M = E(Rdroite - Rgauche)em + §<Rderriére - Rdevant>ey' (343)

Avec Rg..ant 1a projection selon €, de la somme des deux forces de réaction des pieds de devant,
et idem pour Ry iere-

Les expressions (3.42) et (3.43) sont vraies & tout instant. A I'instant de la figure, quand la
tige est dans le plan (Oyz), on a €, = €,. On en déduit que, a cet instant,

a M, :
Rderriére = Rdevant') et i(Rdroite - Rgauche) = 12 2 cosasina. (344)

et on peut en déduire Ry, e €6 Ryayene avec l'aide de (3.37).

Le calcul donne que si M¢?§2? cos asina > 6a(M + M’)g, alors Ry, < 0 ce qui n’est pas
possible (& moins que les pieds soient collés a la table). On en déduit que la boite doit bouger,
et certains pieds doivent décoller, si {2 est trop grand.
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3.4 Un exemple difficile : la toupie

On considére une toupie constitué d’une spheére de masse M et d’une tige de masse négli-
geable; voir la figure 3.6 pour les notations. La distance entre une extrémité de la tige et le
centre de la sphere est notée BC = £. On suppose que le point B glisse sur le sol sans frotter.

Ce probleme peut se résoudre en appliquant le principe fondamental de la dynamique et le
théoréme de ’énergie cinétique, mais il est (légérement) plus simple & traiter avec les équations
de Lagrange.

FIGURE 3.6 — Toupie sphérique.

Pour repérer l'orientation de la toupie dans I’espace, on utilise les angles d’Euler'. Les deux
premiers angles d’Euler 6 et ¢ sont les angles habituels des coordonnées sphériques : ils reperent

ici Pextrémité A de la toupie dans le repere (C, €,, €,, €,). (Les trois vecteurs €,, €,, €, sont

fixes, ils ne sont pas liés a la toupie.) Le troisieme angle d’Euler est l'angle 1, qui Iglesure de
combien la toupie a tourné autour de son axe (par rapport & un point de départ arbitraire).

Les trois angles d’Euler donnent 'orientation de la toupie. Il reste & donner la position. A
priori, on aurait besoin de donner trois nombres, disons les coordonnées X, Y, Z du point C.
Mais a cause de la contrainte que B touche le sol, on sait que Z = £cos 6. On a donc juste besoin
de donner X et Y.

On a donc finalement s = 5 variables : 0, ¢, 1, X et Y. Ecrivons le lagrangien, en commencant
par les termes faciles.

L’énergie potentielle de pesanteur est

U=MgZ = Mgl cosb. (3.45)
L’énergie cinétique de translation est
1 . . . 1 . . .
Trons = 5M(X2 +Y2422%) = 5M(X2 + Y2+ %sin% 062). (3.46)

Reste a calculer ’énergie cinétique de rotation.

On néglige la masse de la tige ; tout se passe comme si la toupie était une sphere homogene.
Clairement, pour une sphére homogene, tous les axes sont des axes de symétrie, et donc tous les
axes sont des axes principaux. On a donc, tout simplement,

1 =
Tot = 51‘927 (347)

T

1. I y a plusieurs variantes pour définir les angles d’Euler, on peut rencontrer des définitions légerement
différentes.
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ou I, calculé en TD, est le moment cinétique de la sphere homogeéne par rapport a n’importe
quel axe passant par son centre.
Il reste a calculer le vecteur vitesse angulaire f2.

— Lorsque ¢ varie, cela correspond a une rotation le long de I'axe €, et donc a un vecteur
rotation pe€,.
— Lorsque % varie, cela correspond a une rotation autour de l’axe €, et donc a un vecteur

rotation ¢ €,. (On note (€,, €y, €,) les vecteurs habituels des coordonnées sphériques, non
représentées sur la figure.)

— Lorsque 6 varie, cela correspond a une rotation autour de l'axe €, et donc a un vecteur

rotation éé'@. (Celui-la est peut-étre plus difficile & voir, mais la rotation associée a ’angle
0 se fait bien dans le plan contenant €, et €y, et donc d’axe €, perpendiculaire & ce plan.)

En combinant ces trois contributions, on obtient le vecteur rotation
Q=pe,+ye. +0é,, (3.48)

et
02 = @2 42 4 62 + 25008, - €, = @2 + % + 62 + 2 cos O i (3.49)

(Remarque : attention au double produit ; les trois vecteurs €,, €,, €, ne forment pas un repere
orthonormé. On a quand méme €,-€, = 0 et €,.-€, = 0, et donc il ne reste que le double produit
avec €, - €..)

En combinant ce résultat avec les précédents, on peut enfin écrire le lagrangien de la toupie :

1 . . . 1 . . .
£ = 5M(X2 + Y2 4 %sin%060%) + 51(952 + 1% + 0% +2cos 0 pr)) — Mgl cos . (3.50)

On remarque que ce lagrangien dépend des cing vitesses généralisées X, Y, &, ¥ et 6, mais
ne dépend que d’une seule coordonnée généralisée, 0. D’apres les résultats de la section 2.3.4,
cela signifie que les quatre impulsions généralisées py = 0L 10X, py = 0L/0Y, p, = 0L/0p et
py = 0L/ sont des quantités conservées au cours du mouvement. Apres simplification par M
ou I, on trouve donc les quatre constantes du mouvement suivantes :

Px _ 3 Pr_y P

2 By, P = cost, Po — 419 cosh. (3.51)

1
Il n’est pas étonnant que X et Y soient des constantes du mouvement ; si la toupie (sans frotte-
ment, rappelons-le), est lancée sur la table, elle conserve sa vitesse initiale. Le fait que ¥+ cos 6
et ¥ + 1) cos @ soient des quantités conservées est moins évident.

FEcrivons maintenant I’équation de Lagrange associée a la variable 8 ; apres simplification :

M2 sinfcos 062 + (M?sin?0 + I1)6 = (Mgl — I i) sin 6. (3.52)

Cette équation est horriblement compliquée, mais on voit qu’il existe des solutions ou 6 est une
constante a condition que
Mgt

o =—7" (3.53)

Plus la toupie tourne vite sur elle-méme (¢ grand), plus le mouvement de précession (¢) est
faible.

3.5 Tenseur d’inertie

(Les notions abordées dans cette section ne seront pas demandées en examen.)
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3.5.1 Calcul général de I’énergie cinétique de rotation

Reprenons le calcul de I'énergie cinétique d’un solide en rotation & partir de (3.7). Pour le
point A, on choisit de prendre le centre de masse C, ce qui fait que le deuxieme terme est nul,
et on obtient

1 1 o
T = MVZ+T, WWQMZQ/mMWAm% (3.54)

Dans cette expression, on avait écrit |2 A 7|2 = 222 sin? 0 = 2%r2 | voir (3.9), et on avait ainsi
obtenu (3.11) et (3.12).

Nous allons choisir un repére orthonormée (€, €,, €;) liée au solide, c’est-a-dire telle que les
vecteurs tournent avec le solide (voir la figure 3.7 pour un exemple), et nous allons calculer
T... dans ce repere. Pour l'instant, on choisit le repére (€, €5, €5) de maniére arbitraire, sans se
préoccuper des axes principaux du solide.

FIGURE 3.7 — Une pyramide en mouvement, a deux instants de sa trajectoire. Les axes (€}, €,, €3)
sont liés au solide ; par exemple, 'axe €; va du centre C' vers la pointe de la pyramide, et 'axe
€, sort par la face verte.

Ecrivons 7 et {2 dans le repere (€;, €,,€3) :
T = 33161 + 33262 + x363, Q — 9161 + 0262 + 9363. (355)

On pourrait calculer en coordonnées le vecteur 7 A 2 et remplacer dans (3.54), mais les calculs
sont plus simples si on fait la transformation suivante : avec 6 'angle entre 7 et {2, on a | 2A7]? =
2%2r%sin® 0 = 2%12(1 — cos? ) = 2%r — 2?rcos® O = 2%r — (2 -7)?, et donc

1 N
nm:2/mnp%%49¢ﬁ. (3.56)

11 ne reste plus qu’a remplacer 22, 72 et 97 par leurs expressions en fonction des coordonnées :

On peut aussi utiliser un symbole somme :

3 3 3
P2=)"02  r2=>a2  QF=) O (3.58)
£ : :

En fait, ce genre de calcul est habituellement mené en utilisant la convention d’Einstein qui
consiste a supprimer les symboles > . Si un indice apparait deux fois dans un terme, on considére
que, implicitement, on somme sur cet indice et, alors, au lieu d’écrire (3.58), on écrit plus
simplement :

22 =02, r? = a?, Q-7 =x; (avecla convention d’Einstein). (3.59)
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Dans ces expressions, le nom de 'indice est arbitraire ; au lieu d’écrire {2 -7 = (2,x;, on pourrait
aussi bien écrire 2.7 = 2,z ; ou r? = x? Il faut juste faire attention a ne pas réutiliser le méme
indice dans un produit. Ainsi, on peut écrire

De maniere implicite, dans les deux cas, on somme sur ¢ et sur j. Il était important d’utiliser j
plutot que 7 dans un facteur ; si on ne I’avait pas fait, on aurait obtenu z,x; £2,12;, et on n’aurait
pas su ce que cela voulait dire!

Dans la premiére expression de (3.60), on a le facteur §2,02;. Pour des raisons qui seront
claires plus loin, on aimerait avoir le méme facteur dans la deuxiéme expression de (3.60). On
peut le faire en introduisant le symbole de Kronecker

1 sii—i
52‘]' = S% Z j.’ (3‘61)
0 sii#j.

On peut alors écrire

$2; = 0,42, (3.62)
(implicitement, on somme sur les j dans le terme de droite parce qu’il y en a deux, mais on ne
somme pas sur les 4, ni a gauche ni & droite). Puis :

(implicitement, on somme sur les i dans I’expression du milieu, et on somme sur les i et les j a
droite).
Finalement, a partir de (3.56), on obtient '’expression suivante de T, :

1
T = 3 /dm 692,027 — w;2,;02,02,] . (3.64)

(Implicitement, le premier terme dans les crochets est sommé sur 4, j et k, et le deuxiéme terme
est sommé sur ¢ et j.) On peut alors mettre 2, (2; en facteur,

1
et donc : .

L’objet I,; a deux indices qui varient de 1 a 3, et peut étre représenté par une matrice 3 x 3.
On l'appelle la matrice d’inertie. Cette matrice est clairement symétrique (I;; = I;;) et s’écrit,
explicitement,

Jdm (23 +23) — [dmaz,z, — [dmzzg
I=| —[dmazyz, [dm(zi+23) —[dmazyzs |. (3.67)
— [dmzqzy — [dmagz,  [dm (2] + 23)

Ainsi, par exemple, si le solide tourne autour de l'axe €5, c’est-a-dire si 2 = (2€;, 1'énergie
cinétique de rotation est §1Is5 2% avec I3 = [ dm (23 + 23). On reconnait I'expression (3.11) de
I, puisque x? + z3 est justement le terme 72, carré de la distance a I’axe de rotation, qui est
ici 'axe €;.

Comme les vecteurs (€, €,, €3) sont liés au solide, la matrice d’inertie ne dépend pas de la
position ou de l'orientation du solide; on peut la calculer une bonne fois pour toute (pour un

solide donnée) et 'utiliser pour calculer 7, pour un vecteur 2 quelconque.
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3.5.2 Calcul général du moment cinétique

On peut calculer le moment cinétique intrinséque L en utilisant le méme repére (€1, €4, €5
que dans la partie précédente. On repart de Iexpression (3.32), et on utilise 1'égalité a A (bAC) =
(@-&)b— (d-b)¢ On obtient

~—

E/:/de(QA?):/dm[f«?ﬁ—(?-ﬁ)ﬂ. (3.68)

Le moment cinétique est un vecteur, que 'on projette sur le méme repere orthonormé (€;, &,
€5) attaché au solide que l'on avait utilisé pour 2 et 7 : on avait écrit 2 = 2, €, + 25 €5 + 25 €;
et ¥ = x, €; + T4 €y + 3 €5 ; maintenant, on écrit aussi L" = L] €; + L €, + L} é;.

On projette (3.68) sur 'axe €, :

L = / dm [ 2, — (7- 2)r;). (3.69)
(Il n’y a aucune somme sur i.) Puis, en utilisant la convention d’Einstein,
L; = /dm (2702, — 2, 02,1;] = /dm (0,07 — 2;w,]02; = 1,82, (3.70)

ou l'on a utilisé (3.62) et ot on a reconnu l'expression de I;;, voir (3.66). On voit donc que la
matrice d’inertie I;; permet de calculer a la fois I'énergie cinétique et le moment cinétique d’un
solide :

1 /7
Trot = §Iij0i9j7 Li = IZ‘]’Q]‘- (371)

En particulier, on remarque que

0= L0, = Q1,92 = 2T, (3.72)

3.5.3 Notion de tenseur d’inertie

Dans cette section, nous avons commencé par choisir de maniere arbitraire un rgpéze ortho-
normé (€, €,, €3) lié au solide. Si nous choisissons un autre repere orthonormé (€,, é,, €5), alors
le vecteur rotation {2 aura des composantes f)z différentes dans cette nouvelle base. On aura
également une nouvelle matrice d’inertie fij mais, évidemment, I’énergie cinétique et le moment
cinétique demeurent inchangés.

00, L=L

T, 11.4(24(2»—

1 N o = =~ :
ot = 5 i$2:42; 5 €. :IQ e, = 6 L 6 (373)

ot L , 2 sont des quantités intrinseques, indépendantes du systéme
de coordonnées, alors que les (2;, les L ou les I;; dépendent du systéme de coordonnées. On dit

Des quantités telles que T,

que les {2, représentent le vecteur 2 dans un certain repere.

De la méme maniere, la matrice I;; n’est que I’écriture dans un certain repere d’un objet
intrinseque noté I ou parfois I qu’on appelle le tenseur d’inertie. On écrira alors, sans faire
référence au systéme de coordonnées,

L' =10, T, ==0-(I02). (3.74)

l\')\»—t

(Attention, I n’est pas un scalaire, L nest pas colinéaire & Det 02 (1 f)) n’est pas égal a [ f)Q)
Mathématiquement, le tenseur d’inertie I représente une application linéaire qui transforme
le vecteur {2 en un vecteur L’. (L’application est linéaire parce que I(a{2,+b{2,) = al(2,+bIf2,.)?

2. Attention, le vocabulaire autour des tenseurs dépend des auteurs : certains préférent appeler «opérateur
d’inertie» Pobjet I dans L' = I 9] qui transforme un vecteur en un autre vecteur, et réservent le terme de tenseur
a une application qui transforme deux (ou plus...) vecteurs en un scalaire, notant I (/i, E) ou IAB la quantité
I,;A;B;; ainsi, avec cette notation, on pourrait écrire T}, = %IQQ
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Dans un repere orthonormé (€, €,, €;) donné, cette application linéaire s’écrit a 1’aide d’une
matrice I;; qui transforme les coordonnées du vecteur 2 pour donner les coordonnées du vecteur
L’ dans le méme repere.

On a vu que la matrice I;; était symétrique; on dit alors que le tenseur I est symétrique, ce

qui implique (& faire en exercice) A - (IB) = (IA) - B.

3.5.4 Axes principaux

On a dit que A était un axe principal si, lors d’une rotation autour de A, le moment cinétique
était colinéaire au vecteur rotation, et donc dirigé selon A. Autrement dit, si on note {2 = 2n
avec 1 un vecteur directeur de A, alors L’ = L’ 7. On a alors

/7

L
L'n=1(21) Ccest-a-dire I = ﬁﬁ (3.75)

on dit alors que 7 est un vecteur propre du tenseur I, dont la valeur propre correspondante est
L’/£2. On utilise le méme vocabulaire que pour les matrices parce que c’est le méme concept.
D’ailleurs, dans un repére orthonormé (€;, €,, €;) donné, le vecteur 7 écrit dans ce repére est un
vecteur propre de la matrice I;; qui représente le tenseur I dans ce repere.

Un théoréme d’algebre trés important affirme que

Toute matrice réelle symétrique est diagonalisable, avec des vecteurs propres ortho-
gonaux deur a deuz.

(Le fait que la matrice est réelle est important, mais il existe une version de ce théoréme pour
des matrices complexes qui a une grande importance en mécanique quantique.)

Cela implique (il faut prendre le temps d’y réfléchir un peu...) que 'on peut choisir un repére
orthonormé (€;, €,, €5) tel que les trois vecteurs de la base sont des vecteurs propres du tenseur.
(C’est-a-dire : tels que ces trois vecteurs donnent les directions de trois axes principaux du
solide.)

Autrement dit, il existe un repére orthonormé (€, €,, €;) et trois scalaires Iy, I,, I5 tels que

I, 0 0
Ie;, =1, €, ouencore [;; = | 0 I, 0. (3.76)
0 0 I

On retrouve alors facilement les expressions (3.36).
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Chapitre 4

Postulats de la relativité restreinte
et transformations de Lorentz

4.1 Relativité galiléenne — rappels

Cette premieére partie consiste en un rappel des notions de changements de référentiel et de
la relativité en mécanique dite newtonienne ou classique. Ces notions sont a priori déja connues,
et doivent étre maitrisées pour la suite du cours.

4.1.1 Meécanique newtonienne et transformations de Galilée

On appelle un référentiel d’inertie, ou galiléen, un référentiel dans lequel le mou-
vement des corps obéit au principe d’inertie, a savoir que si aucune force ne s’ap-
plique a une masse m donnée, celle-ci est immobile ou se meut a vitesse constante.

La mécanique Newtonienne suppose que de tels référentiels existent. Dans ces référentiels
s’applique le principe fondamental de la dynamique (PFD), voir appendice A.

Un autre postulat de la mécanique classique est ce qu’on appelle le principe de relativité :

Postulat de relativité :
Tout référentiel en translation uniforme par rapport a un référentiel d’inertie est également un
référentiel d’inertie.
Les lois de la physique sont identiques dans tous les référentiels d’inertie.

On peut associer a chaque référentiel un jeu de coordonnées d’espace (par exemple (z,y, 2))
et de temps (t) qui serviront a décrire des phénomeénes physiques dans le référentiel associé
(par exemple le mouvement d’une masse donnée) et on peut passer d’une description dans
un référentiel & une description dans un autre en changeant les coordonnées avec lesquelles le
systeme est décrit.

On appelle “transformations” les opérations appliquées a ces jeux de coordonnées pour passer
d’une référentiel a un autre, c’est-a-dire exprimer les coordonnées du référentiel 1 en fonction de
celles du référentiel 2.

En mécanique newtonienne, il est admis que les transformations reliant deux référentiels en
translation uniforme qui satisfont au postulat de relativité sont les transformations de Galilée
que nous rappelons ci dessous.

Soient R un référentiel et R’ un autre référentiel animé d’une vitesse VR/ /% Par rapport a
ZR. On associe a chacun de ses référentiels les jeux de coordonnées (z,y, z,t) et (z',y’,2’,t"). On
choisit arbitrairement les axes x et 2’ comme étant confondus, y et y” et z et 2’ comme étant

paralleles En terme de vecteur unitaires, on peut alors écrire que 4, = t,/, U, = U,y et U, = U

On écrit alors la vitesse de déplacement de R’ par rapport & R comme ‘753/ /R = Vi, ou Vest

o7
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une grandeur positive (cf. figure 1.1). Enfin, on considére que a t = 0, les origines O et O" de R
et R’ sont confondues.

y y
1 I —>
: | Ver
1 ] -
i i
1 I
1 I
1 I
—\/? : : \‘0 M
yl\/l_y M T I
: l
1 I
1 s
1,7 1,7 X
L0’ X’
/7
7
7/
7/

FIGURE 4.1 — Schéma & l'instant t, des coordonnées d’un point M quelconque dans les deux
référentiels R et R’.

On considere un événement : une lampe s’allume, M. Dupont s’endort, etc. Tout événement
est caractérisé par sa position spatiale de coordonnées (z,y, z), et par sa date t, dans un référentiel
R. On notera donc (z,y, z, t) les coordonnées spatio-temporelles de cet événement. Dans un autre
référentiel R’, les coordonnées du méme événement seront différentes; notons les (z/,y’, 2", t’).

Exprimons maintenant (z’,y’, 2’,t") en fonction de (z,v, z,t) dans le cadre de la mécanique
newtonienne ; tout d’abord, le temps s’écoule de la méme facon quel que soit le référentiel consi-
déré, et donc t = ¢’. Ensuite, R’ s’étant déplacé uniquement suivant x, on peut immédiatement
conclure que ¥y = y et que 2’ = 2. Enfin, On peut noter que, pendant le temps t le référentiel
R’ s’est déplacé suivant 'axe x de V' x t car V = cste. Ainsi, 2’ =z — V.

En résumé, pour tout événement, on a :

¥ =x-—-Vt

/ —
‘Z, B Z (ce résultat est incorrect en relativité restreinte)
t =t

Ces équations sont appelées les transformations de Galilée. On peut alors exprimer la vitesse
du point M dans les deux référentiels et ainsi établir les transformations des vitesses.

Dans R :

dx n
= —1
dt *

dte v dt *

Upp = Vg Uy + Uy Uy + U, U,
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De méme, dans R’, par définition :

—/ —

dz’ dy’ dz’ .,

Ui = g te gty T gt

On peut alors utiliser les transformations de Galilée pour exprimer ¥}, en fonction de ¥,; :
dy’ _ dy ot dz’ _ dz

de dt de/ dt

dz” d dz
=—(-Vt)=—-V car V =cste
dt’/ dt ( ) dt
Ainsi : q q q
- €T, Y., Z -
vy = —u, + —u, +—1u, — Vi
M= g te gt s v
Bhy =Ty — Vs IR (incorrect en relativité restreinte)

On trouve le principe d’additivité des vitesses de Galilée, valable en mécanique classique
et qui jouera un rdle essentiel dans la remise en cause des transformations de Galilée par la
théorie de la relativité restreinte.

Enfin, on peut vouloir transformer 'accélération du point M en utilisant les transformations
de Galilée. On trouve :

dvy,  diy,  dAVaz R B}
dhyy=—M = M _ =a,—0 car Vg, % est constant
Mgy dt dt M IR :
et donc
ayy = dyy (incorrect en relativité restreinte).

L’accélération est donc invariante (c’est la méme dans R ou R’) par les transformations de
Galilée.

4.1.2 Signification du postulat de relativité

Dans le postulat de relativité, que veut-on dire par identiques dans “lois de la physique
identiques dans deux référentiels R et &R’ en translation uniforme” ?

On veut dire que les lois de la physique et donc les équations les décrivant s’écrivent exacte-
ment de la méme maniere dans le systéme primé et dans le systeme non primé.

Une conséquence de cela est qu’il n’est pas possible & un observateur A enfermé dans un
vaisseau spatial sans fenétre de faire des expériences qui lui permettent de déterminer s’il est en
mouvement uniforme par rapport & un observateur B situé en dehors du vaisseau. En ouvrant les
fenétres du vaisseau, 'observateur A pourra certainement voir s’il est en mouvement par rapport
I’observateur B mais ce mouvement est nécessairement relatif car il n’y a aucune expérience
permettant de trancher si ¢’est A qui bouge par rapport a B ou B qui bouge par rapport a A. Le
principe de relativité stipule qu’il n’y a pas de vitesse absolue, c’est-a-dire de vitesse par rapport
a un référentiel privilégié.

En mécanique newtonienne, on admet que les transformations de Galilée décrivent correcte-
ment les changements de référentiels et que le PFD est valable dans les référentiels d’inertie.

Si on reprend le cas des deux référentiels précédents, et que I'on applique le PFD & un point
M de masse m, on peut écrire dans K (qu’on suppose étre un référentiel d’inertie) :

-

F . =ma,,.

D’apres le principe de relativité on doit donc écrire dans R’ :
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(On a supposé que la masse était identique dans les deux référentiels.)
Or, on a montré plus haut que
On peut écrire que

v/

F,

ext — Fext'
La force qui s’exerce sur M est identique (en norme et en direction) dans les référentiels X
et R’. Cest tout du moins la prédiction de la mécanique newtonienne. Prédiction que I'on peut

tester expérimentalement.

4.2 Problemes liés a la propagation de la lumiére en mécanique
classique

4.2.1 Nature ondulatoire de la lumiére

En 1864, Maxwell publie son étude sur la nature ondulatoire de la lumiere, décrite comme une
onde électromagnétique. Par exemple, dans le vide, la lumiere peut étre décrite par un champ
électrique E et un champ magnétique B, tous les deux oscillants & la méme fréquence dans une
direction transverse a la direction de propagation de ’onde que ’on repére par le vecteur d’onde
E (cf. figure 1.2).

FIGURE 4.2 — Représentation d’une onde électromagnétique dans le vide.

L’onde est régie par quatre équations, les équations de Mazwell qui couplent les champs
E et B entre eux et avec les propriétés du milieu dans lequel 1'onde se propage (permittivité
électrique, perméabilité magnétique, densité de charges libres... etc...). Au final, pour décrire
I’onde lumineuse, on se contente souvent de décrire le champ E‘, sachant que B pourra étre
déduit de E grace aux équations de Maxwell. Ce n’est pas le but du cours de rentrer dans
le détail des lois de I’électromagnétisme, qui sont vues par ailleurs dans une autre
UE. On rappellera juste ici quelques résultats que 1’on confrontera a la relativité
galiléenne et au principe de relativité.

L’un des résultats de la théorie de Maxwell est que 'onde électromagnétique se propage,
dans le vide, a la célérité, notée ¢, donnée par :

ol €, est la permittivité du vide et p, la perméabilité du vide, deux grandeurs associées au
milieu de propagation, et donc indépendantes du référentiel de description.
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Ce qui est remarquable ici, c’est que, contrairement aux ondes mécaniques (vibrations sur
une corde, onde sonore...), 'onde électromagnétique, donc la lumiére, peut se propager dans le
vide.

4.2.2 Hypotheése de I’éther

Si on se place dans le cadre des transformations de Galilée, 'onde lumineuse ne peut se
propager a la vitesse ¢ que dans un unique référentiel d’inertie R,. Dans tout autre référentiel
d’inertie & animé d’une vitesse V par rapport a X, le principe d’additivité des vitesses s’applique
et donc la vitesse de propagation doit obligatoirement étre différente de ¢. Comme la vitesse
de propagation de la lumiere dans le vide est une conséquence directe de la formulation des
équations de Maxwell, cela implique que ces équations, et ainsi les lois de 1’électromagnétisme,
ne sont vraies que dans le référentiel R,. C’est en désaccord direct avec le principe de relativité
énoncé plus haut.

Ainsi, a la fin du XIX® siecle, a été posée I'hypothese de I’éther. L’éther serait un milieu
hypothétique dans lequel se déplacerait la lumiere a la vitesse c. Maxwell postule ainsi que la
lumieére serait le résultat de la déformation élastique de ce milieu, un peu a I'image d’une onde
mécanique (par exemple une déformation transversale d’une corde, ou encore une onde sonore
qui est une déformation élastique de lair se propageant). L’hypothése de 1’éther implique
que les relations de Maxwell ne seraient valables que dans le référentiel ou 1’éther
est immobile. En particulier, ce n’est que dans ce référentiel que la vitesse de la lumiere est
égale a c¢. On introduit donc la notion de référentiel absolu, ce qui brise la encore le principe de
relativité ou tous les référentiels d’inertie sont censés étre équivalents.

4.2.3 L’expérience de Michelson-Morley

L’hypothese de I’éther a été testée expérimentalement. L’un des premiers test expérimentaux
est expérience de Michelson-Morley (1887), dont le but était de mesurer la vitesse de rotation
de la Terre dans le référentiel de ’éther.

L’expérience est la suivante : dans le référentiel terrestre, un faisceau lumineux est séparé a
l'aide d’une lame séparatrice en deux faisceaux (notés (1) et (2)), orthogonaux 'un a l'autre.
Chaque faisceau est réfléchi par un miroir et renvoyé vers la lame séparatrice apres avoir chacun
parcouru la méme distance 2d, voir figure 4.3.

Les deux faisceaux peuvent interférer au moment de leur recroisement sur la lame séparatrice,
et ainsi l'intensité lumineuse finale mesurée en sortie I dépend du déphasage entre les faisceaux
(1) et (2), c’est-a-dire de la différence de temps de trajet entre les faisceaux (1) et (2) au moment
ou ils se recombinent sur la séparatrice. Sans poser les calculs, on peut en effet comprendre que
I'intensité finale de I'onde totale dépend du retard entre les deux ondes (1) et (2) que l'on va
supposer sinusoidales, cf. figure 4.4. L’interférometre de Michelson-Morley permet ainsi, par la
mesure de I'intensité lumineuse en sortie, de mesurer le retard de la propagation de la lumiere
entre les trajets (1) et (2).

Dans le probléeme, on s’arrange a ce que le faisceau (1) soit dans la direction de rotation de
la Terre, et le faisceau (2) dans une direction transverse.

Pour prévoir les résultats de cette expérience, on va se placer dans le cadre des transforma-
tions de Galilée, et de I’hypothese de I’éther. L’éther étant un référentiel absolu, on considere
que la Terre se déplace dans I’éther suivant la vitesse constante VT Je- Cela revient également a

dire que c’est I’éther qui se déplace par rapport a la Terre avec la vitesse constante qe T = —VT /e
qui est en module la vitesse de rotation de la Terre autour du Soleil. On a donc un probleme a
deux référentiels d’inertie : R le référentiel terrestre que ’on considere immobile, et dans lequel
la lumiere se propage a la vitesse a priori inconnue vy, et le référentiel R, qui est I’éther, et
dans lequel la vitesse de la lumiere en module est fixe et vaut v, = c.
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Ether
Terre
—
Miroir —>
A Ether/Terre
' Trajet (2) o
d o
: PR
A4 > Vs >
Fal_sceau S Trajet (1)
incident PR
\

Mesure de I’intensité
en sortie de I’interférométre

FIGURE 4.3 — Schéma de principe de ’expérience de Michelson-Morley.

Retard ot entre les ondes (1) et (2) Onde lumineuse en sortie de I’interférometre
5t=0 A A Amplitude maximale de I’onde en sortie
' Onde (1) i Intensité maximale
--------- st o A\
/:\ onde (2) — .
_________ N NS g 5
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_ T _ A A St A Amplitude nulle de I’onde en sortie
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FIGURE 4.4 —'onde lumineuse en sortie de 'interférometre est issue de la somme des deux ondes
ayant parcouru les trajets (1) et (2). Pamplitude de cette onde, et donc son intensité, dépend
donc du retard de propagation 0t entre les deux trajets. On représente ici deux cas extrémes ou
les deux ondes arrivent en méme temps (intensité maximale), ou avec un retard entre les deux
de I (intensité minimale).

Dans la suite, on va déterminer les temps d’aller-retour mis par les faisceaux lumineux afin
de parcourir les trajets (1) et (2) de la figure 4.3, dans le référentiel Terre R, en utilisant
uniquement les transformations de Galilée et donc le principe d’additivité des vitesses entre les
référentiels R et R,, c’est-a-dire :

Trajet (1) Dans ce cas, les vitesses v et 1, sr sont colinéaires. On obtient donc, pour laller,
que :
vp =V, +Vyp=c+Vyp

Pour le retour, on a :
vy, =V, = Vor=c—Vor
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Donc, au final, le temps d’une aller-retour sur le trajet (1) est :

d d 2dc
t1:7+7:7

2 _ 12
br, Ur, ¢ Ve/T

Trajet (2) Dans le cas du trajet (2), les vecteurs o et V, /7 sont orthogonaux. Comme vy =

U, + f/e /7, On peut représenter schématiquement le vecteur v,, par exemple pour aller (cf.
figure 1.4). En utilisant Pythagore :

FIGURE 4.5 — Vitesses a l'aller du trajet 2

2 _ 2 2 .2 y2
vp = = Vp=¢ =V

U =/ c? _VeQ/T

La situation est la méme pour le retour. On obtient alors le temps de parcours total sur
le trajet (2) :
o 2d 2d

ty = =
27w 2 _ 12
T c Ve/T

Bilan Ainsi, dans le cadre des transformations de Galilée, les temps de parcours des trajets (1)
et (2) sont différents. Si on calcule la différence de temps de trajet entre (1) et (2) :

c 1
CQ_VE/T c2—V62/T
2d
_ _ 2 _ 172
5t—c2_v2 (c \/c Vé/T>

e/T

Comme ¢ >V, , alors on a que d¢ > 0. Le trajet (1) est donc le trajet qui prend le plus
de temps. L’appareil de Michelson-Morley devrait donc, dans le cadre de la mécanique
classique, pouvoir mesurer une intensité totale en sortie qui correspond a ce retard.

La figure 4.6 montre deux figures de l’article original de Michelson et Morley paru dans the
American Journal of Science, volume 34, page 333 en 1887. La figure de gauche est un des-
sin représentant leur interférometre monté sur une pierre massive le tout flottant sur un bain
de mercure qui permet de faire tourner le dispositif. La figure de droite montre les résultats
qu’ils ont obtenus. Ils sont spectaculaires et sans appel! En traits pleins, le déplacement des
franges d’interférences (la quantité dt déterminée plus haut multipliée par ¢) mesurée en fonc-
tion de l'orientation d’un des bras de linterférometre. En traits pointillés, 1/8 du déplacement
théoriquement attendu par théorie éther et transformation galiléenne des vitesses! Les résultats
expérimentaux (traits pleins) et théoriques (pointillés) sont absolument incompatibles! Depuis
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The results of the observations are expressed graphically in
fig. 6. The upper is the curve for the observations at noon,
and the lower that for the evening observations. The dotted
éurves represent one-eighth of the theoretical displacements. It
seems fair to conclude from the figure that if there is any dis-

FIGURE 4.6 — Figures issues de l'article original de Michelson et Morley (Am. J. Sci., 34,333
(1887)). A gauche, schéma de 'interférometre. A droite les résultats de 'expérience : déplacement
des franges (¢dt) en unités d’une longueur d’ondes de référence (raie jaune du sodium) en fonction
de l'orientation d’un des bras de l'interférometre Nord/Sud Est/Ouest Sud/Nord. Traits pleins :
la mesure, Traits pointillés : 1/8 du déplacement attendu dans le modeéle éther et transformation
galiléenne des vitesses.

cette expérience pionniere, ce constat a été vérifié par beaucoup d’autre expériences comparables
réalisées plus tard (et méme de nos jours avec des instruments de trés haute sensibilité).

Et c’est 1a ou il faut bien comprendre que la physique est par nature une science expérimen-
tale. Aussi belle et cohérente que semble étre une théorie et dans notre cas celle de ’éther et de
la relativité galiléenne, elle n’est physiquement pas acceptable si elle ne rend pas compte, si elle
ne prédit pas, les résultats expérimentaux observés.

La démarche du physicien est donc de remettre en cause les fondements (les postulats) de
la théorie invalidée par l'expérience et d’en proposer de nouveaux et de construire une autre
théorie capable de rendre compte des faits expérimentaux.

C’est ce que va faire Einstein en proposant sa théorie de la relativité restreinte que nous
exposons dans la suite de ce cours.

4.3 Postulats de la relativité restreinte

4.3.1 Postulats d’Einstein

En 1905 dans son célebre article Zur Elektrodynamik bewegter Korper (Sur I'électrodynamique
des corps en mouvement), Annalen der Physik 17, 891-921 (1905), Einstein pose les postulats
sur lesquels il fonde la théorie de la relativité restreinte. I réaffirme le postulat de relativité
et éléve au rang de postulat 'invariance de la vitesse de la lumiére dans tous les référentiels
d’inertie. De ce fait, les lois de 1’électromagnétisme de Maxwell deviennent universelles et ne
dépendent plus d’un référentiel en particulier et les transformations de Galilée sont remises en
cause.

Postulat de relativité :
Tout référentiel en translation uniforme par rapport a un référentiel d’inertie est également un
référentiel d’inertie.
Les lois de la physique sont identiques dans tous les référentiels d’inertie.

Postulat d’invariance de la vitesse de la lumiére
La vitesse de la lumiére dans le vide est la méme dans tous les référentiels en translation
unifome les uns par rapport aux autres.

C’est ce deuxieme postulat qui est conceptuellement radicalement nouveau car il remet en
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cause les transformations de Galilée en s’opposant au principe d’additivité galiléenne des vitesses
solidement établi a ’époque.

Il faut donc trouver de nouvelles transformations permettant de passer de la description dans
un référentiel donné a un autre.

Remarque importante :

La théorie de la relativité restreinte ne s’applique que dans les cas de change-
ments de référentiels en translation uniforme les uns par rapport aux autres. Le cas
des référentiels accélérés fait intervenir une théorie plus élaborée qui est la théorie de la relativité
générale. Ainsi, les interactions gravitationnelles ne rentrent pas dans le cadre de la relativité
restreinte, et font donc exception au premier postulat de la relativité restreinte.

4.3.2 Transformations de Lorentz

Afin de satisfaire aux postulats d’Einstein, on doit établir de nouvelles transformations des
coordonnées pour passer d’un référentiel d’inertie a un autre. Ces transformations doivent obéir
a plusieurs contraintes.

D’une part, elles doivent laisser invariante la vitesse de la lumiere dans le vide c. La vitesse est
définie comme un rapport d’une distance et d’une durée. Comme les changements de référentiels
en mouvement font nécessairement intervenir un changement des coordonnées spatiales, cela
implique donc que la coordonnée temporelle est également modifiée.

D’autre part, elles doivent garantir que, les référentiels d’inertie étant tous équivalents, la
transformation d’un référentiel X vers R est la méme que celle de R’ vers R.

Evénement spatio-temporel

Nous avons déja mis en avant le fait que les relations de passage entre un référentiel R et un
référentiel R’ en translation uniforme doivent modifier & la fois les coordonnées spatiales et la
coordonnée temporelle.

Un “événement” est quelque chose qui se passe & un endroit de I'espace et a un temps donné.

Pour caractériser un événement il faut donc donner 4 nombres réels, trois qui caractérisent
la position spatiale de I’événement et qui ont la dimension d’une longueur et un qui caractérise
sa position temporelle et qui a la dimension d’un temps. On parle ainsi d’événement spatio-
temporel. Ces 4 nombres repérent un point de ce que ’on appelle ’espace-temps qui est un
“espace” (au sens mathématique du terme) & 4 dimensions. La valeur de ces nombres dépend
du référentiel dans lequel est repéré I’événement.

Par exemple, on considere ’événement :
E, “Antoine Dupont aplatit le ballon au point M de I’en-but néo-zélandais”.

On considere deux référentiels en translation uniforme. Le référentiel X dont le centre des
coordonnées peut étre par exemple le point O du centre du terrain et le référentiel &’ d’un avion
passant au dessus du stade qui est en translation uniforme par rapport & R et dont le centre des
coordonnées O est situé sur le siege du pilote.

Les coordonnées de F; dans R sont (xy = T, Yy = Yas 21 = Zars t1)-

Les coordonnées de F, dans R sont (x] = '\, y1 = Y, 21 = 20 t1)-

En régle générale, x7 # z, (par exemple z; = —7.8 m et z] = +14.9 m), y| # y;, 21 # 21 et
(c’est la grande nouveauté de la théorie de la relativité restreinte) t] # ¢;.

Formulation des transformations dites de “Lorentz”.

On introduit deux référentiels, chacun a une dimension d’espace pour simplifier les expres-
sions. Un référentiel & et un deuxiéme R’ est animé d’une vitesse constante par rapport a R
Ve = Vi, voir la figure 4.7 ot 'on a fait un représentation des référentiels pour V' > 0.
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R R
>
Ve =V i,
- = ./
O Uy @

FIGURE 4.7 — Représentation des deux référentiels & et R’.

On notera z et t les coordonnées d’un événement dans X, et x’ et t’ les coordonnées de ce
méme événement dans R’. On appellera O et O’ les origines de chacun des référentiels. Dans
les deux repeéres, on définit 'origine des temps et de ’espace de maniére a ce que 1’événement
qui a pour coordonnées (z = 0,t = 0) dans R ait pour coordonnées (z’ = 0, = 0) dans R’.
Autrement dit, on s’arrange pour que les origines O et O’ soient confondus & la date t = 0 dans
Rett' =0 dans R

La transformation la plus générale possible pour passer de X a R’ s’écrit

' =g(z,t
g(z,t) (4.1)

t' = h(z,t),
ou les fonctions g et h dépendent également de la vitesse V. Cependant, un argument simple
basé sur ’homogénéité de I’espace ! implique que la transformation est, en fait, linéaire. On écrit

donc

' = ax+ bt,
4.2
{ t' =ex+ ft, (4.2)

ol les coefficients a, b, e et f dépendent de V.

Dans la suite, on va chercher a exprimer les coefficient a, b, e et f afin de satisfaire aux
contraintes que l'on a exprimées plus haut.

Par définition, la vitesse d’un objet suivant x est dans R :

_dx

’UI—E

Dans R’ :

- 4’ dlaz+bt) _adz+bdt  a§E4b  av, +b
A d(ex + ft) _edx+fdt_e‘é—f+f_evm+f

On va utiliser cette relation sur quelques points particuliers (O et O).

1. Dans R, considérons une expérience ou 1’on suit le mouvement d’une particule subissant des forces exercées
par une machine. La particule part de (x = 0,¢ = 0) et arrive en (x,,t;). La méme particule vue dans R’ part
de (' = 0,t’ =0) et arrive en (z/,t]) avec ] = g(x,,t;) et ] = h(z,,t,).

Maintenant, on recommence la méme expérience, mais décalée dans I’espace et le temps : la particule part
de (X,T) et arrive en (X +x,,T + ¢1); en effet, on a également décalé la machine, donc la particule est dans le
méme environnement et suit la méme trajectoire, mais décalée dans ’espace de X et dans le temps de T. Pour la
méme expérience décalée dans R’, la particule part de (X’,T”) avec X’ = g(X,T) et T = h(X,T), et arrive
en (X’ +x, T’ +1t]) parce que, 1a encore, la trajectoire dans R’ est simplement décalée. Mais on doit également
avoir X' +x] =g(X + =z, T+t,) et T/ +t; = h(X +z,,T +t,). Finalement, on obtient que

g(X+‘T17T+t1) :g(XvT)+g($17t1)7 ]’L(X+171,T+t1) = h(X7T) +h($1,t1).

Ces relations, valables pour tout X, T, =, et t,, impliquent que g et h sont linéaires.
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Vitesse de O’ Dans R, O est animé de la vitesse V. Dans &', O’ est immobile et donc sa
vitesse est nulle. Si on remplace dans ’équation précédente :

axV+b

CexV4+f
ce qui donne :

aV+b=0 (4.3)

Vitesse de O Dans R, O est immobile est donc sa vitesse est nulle. Dans &, O se déplace &
la vitesse —V (vers les x” négatifs).

_ax0+b
T ex 0+ f
ce qui donne :
b
-V =- 44
7 (4.4)
Invariance de ¢ Si v, = ¢ dans ®, alors v}, = ¢ dans R’ :
_ac+b
ec+ f’
et on obtient
ac+b=-ec?+ fc (4.5)

Bilan Des équations (4.3) et (4.4), on tire :
f=a, b=—Va.

En injectant cela dans 1’équation (4.5), on arrive & :

V
e =——Fa
c2

On peut ainsi réécrire les transformations en fonction du seul parametre a :

{x’:a@—vw

t/ :a(t—c—‘gzn)

Pour déterminer a, on utilise le fait qu’une transformation de &’ vers R, s’écrit de la méme

facon que celle de R vers R’, & condition de changer la vitesse V en —V; en effet : f/je IR =

—Vgr )% = —Vii,. On peut donc écrire 2

x =alz' +Vt')
t =a(t'+%a)

Ainsi, si on effectue deux transformations a la suite de & vers R’ puis de R’ vers R, on doit
retomber sur le jeu de coordonnée de départ dans R. Par exemple, pour x :
1
1-%

c2

z=a(z’+Vt')=alalz—Vt)+ Va(t — Zz)] = a? [( — ‘C/—;):c] et donc a =

2. N’oublions pas que a dépend de la vitesse entre les deux référentiels. Plus précisément, il dépend de la
norme de cette vitesse, parce que toutes les directions dans I’espace sont équivalentes. Comme les vitesses Vi,
et —V4, ont la méme norme, on a bien le méme coefficient a dans les équations passant de (z,t) a (z’,t") et
celles passant de (z’,t) a (z, t).
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On obtient alors un jeu de transformations a une dimension spatiale et une dimension tem-
porelle entre les référentiels R et R’ qui garantit la validité des postulats d’Einstein.

{ T =yz-Vi) avec y = _t (4.6)

t zy(t—c—‘gx) /1_%;'

Pour déterminer la loi de transformation de la coordonnée spatiale y, on considere, dans le
référentiel R, un flash lumineux partant de (x = 0,y = 0,¢ = 0) et arrivant en (zy,y,,t;). Dans
le référentiel R’, le méme flash lumineux part de (2’ =0,y = 0,t" = 0) et arrive en (z7,y1,1]).

La vitesse de la lumiére étant la méme (en norme!) dans ® et X', on a :

e
= = R (4.7)
t t
1 1

qui conduit a :
224y — 22 = 2% 4+ )7 — 22 (4.8)
En utilisant les transformations des coordonnées x’; et t’; données par les équations (4.6),

on arrive a :
2
2} i — At = = V) T = P — Vay /e?)? (4.9)
Apres quelques lignes de calculs que vous pouvez faire pour vous entrainer et en remarquant que
72(1— %) = 1, on montre que :
yi=m (4.10)
Pour la coordonnée spatiale y, la transformation qui garantit la validité des postulats d’Ein-
stein est simple :

y =y (4.11)

Un raisonnement équivalent sur la coordonnée spatiale z conduit a :

Z =z (4.12)

Les transformations qui permettent de passer du référentiel X au référentiel X’ en
translation uniforme par rapport X avec la vitesse f/je/ y# = Vi, en accord avec les
postulats de la relativité restreinte s’appellent les transformations de Lorentz. En
posant que les origines des coordonnées de ces référentiels O et O’ sont confondus l'instant ¢ =
t" =0, elles s’écrivent :

' =v(x—Vt)
v (4.13)
t =v(t— sua)
avec le facteur de Lorentz :
V= ! >1
B

Les transformations de Lorentz sont le résultat le plus important du cours. Tous
les résultats dont nous parlerons par la suite sont des conséquences plus ou moins directes de
ces transformations! Leur signification profonde est déroutante méme pour le physicien expéri-
menté! Mais leur application mathématique est simple et tout probleme de relativité restreinte
peut se traiter en se rapportant a ces transformations.

Les transformations inverse qui permettent de trouver les coordonnées dans X quand on
connait celles dans X', se trouvent en faisant dans (4.13) les substitutions =’ < z, v’ < v,
Z <z, t' < tet V— —V. On arrive a :
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=" +Vt)
= y,
= Z/
=(t' + %)

(4.14)

~ 0 < 8

Les transformations de Lorentz s’écrivent sous la forme donnée dans I’encadré si on suppose
que O et O sont confondus aux temps t =t = 0. C’est le plus commode et le plus parlant. On
peut cependant bien évidemment écrire les transformations de Lorentz dans le cas général ou
I'événement (x =0,y =0,z = 0,t = 0) dans R a pour coordonnées (x(, ¥}, 2, t;) dans R’ :

' —x, =~v(x—Vit)
y—uw =y 41
2=z, =z (4.15)
t—t) =v(t— %x)
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Chapitre 5

Conséquences des transformations
de Lorentz : simultanéité,
transformations des longueurs et des
durées

,

5.1 Relativité du temps et de la simultanéité

Le point le plus curieux et le plus intriguant des transformations de Lorentz (4.13) est
certainement le fait que que ¢ # t’. Les transformations de Lorentz impliquent que la coordonnée
de temps n’est plus commune a tous les référentiels en translation uniforme. Chaque référentiel
posseéde sa propre échelle de temps, le temps s’écoule différemment dans les référentiels R et
R’. 11 ne fait aucun doute que cette notion est difficile & intégrer lorsqu’on la rencontre pour la
premiéere fois mais c’est bien ce que disent les transformations de Lorentz!

Une conséquence de cela est la suivante :

Si R et R’ sont deux référentiels inertiels en mouvement I'un par rapport & l'autre avec une
vitesse selon 1, alors deux événements simultanés dans X mais ayant des abscisses x différentes
ne peuvent pas étre simultanés dans R’.

5.1.1 Définition de la simultanéité

Deux événements F, et E, ayant lieu dans des endroits distincts sont simultanés dans un
référentiel donné s’ils ont lieu au méme instant dans ce référentiel. On pourrait se satisfaire de
cette phrase comme définition de la simultanéité mais elle manque de précision pour le physicien.

Le physicien veut répondre a la question : «comment puis-je mesurer, c’est-a-dire réaliser une
expérience, qui me permette de savoir si deux événements sont simultanés ou non ? De maniere
plus générale, comment puis-je déterminer la date d’un événement donné 7»

Prenons un exemple : depuis son observatoire dans la montagne, un physicien observe un
éclair frappant une tour située dans la vallée. Le physicien, qui dispose d’une horloge ultra-
précise, veut savoir la date précise a laquelle ’éclair a frappé. Pour cela, il releve la date ¢,
a laquelle il a regu le flash de I’éclair, et il soustrait le temps de propagation de la lumiere, a
savoir : (distance entre lui et la tour)/(vitesse de la lumiére). (Il pourrait aussi mesurer la date
7?0 a laquelle il recoit le bruit du tonnerre, et soustraire le temps de propagation du son, mais
c’est plus difficile parce que la vitesse de propagation du son dépend de la température, du vent,
etc.). Si un autre physicien sur la montagne d’en face fait la méme mesure, les deux physiciens
trouveront la méme date pour ’événement «1’éclair frappe la toury.

71
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Dans un référentiel donné X muni d’une origine des temps, il est donc possible de définir sans
ambiguité la date d’un événement, et de la mesurer. En particulier, il est possible de dé-
terminer si deux événements sont simultanés ou non, et il est possible d’avoir des horloges
identiques immobiles dans le référentiel qui soient synchronisés.

Une maniere simple et directe de déterminer si deux événements F, et E, sont simultanés
dans un référentiel donné est la suivante : on place un observateur H au milieu du segment
liant le point A, coordonnée spatiale de I’événement F,, et le point B, coordonnée spatiale de
I’événement E,.

A Tlinstant ol a lieu 1’événement E;, un flash lumineux part de A en direction de H. A
I'instant ou a lieu I'’événement Ej,, un flash lumineux part de B en direction de H. Les événements
E, et E, sont simultanés dans R si les flashs lumineux issus de A et B arrivent simultanément
en H.

Avec ce protocole, on peut non seulement de tester expérimentalement si deux événements
sont simultanés mais on peut aussi synchroniser des horloges entre elles et ainsi de définir le
temps dans le référentiel X.

Imaginons que nous prenions deux horloges de méme constitution et qui donc battent au
méme rythme et qu’on les ameéne aux points A et B considérés précédemment.

Soit E4 I’événement “l’aiguille de I’horloge situé en A pointe sur midi” et E, 1’événement
“aiguille de I'horloge situé en B pointe sur midi”. Si 'observateur H situé au milieu des coor-
données spatiales de E; et E, recoit au méme instant les photons issus des événements E et
E, (c’est-a-dire qu'il voit simultanément les aiguilles des horloges situées en A et B pointer sur
midi), alors ces horloges sont synchronisées dans .

En suivant ce protocole, on peut synchroniser dans X autant d’horloges que 'on veut, en
autant qu’on veut de points fixes de XK.

A mesure que le “temps passe”, les aiguilles des différents horloges se décalent au méme
rythme et pointent donc simultanément dans des directions communes.

On a ainsi défini le temps dans R. C’est 'indication de la position des aiguilles des horloges
situées en tout point de l’espace ou 'on veut dater un événement.

5.1.2 Relativité de la simultanéité et donc du temps

Une fois la simultanéité définie arrive naturellement la question suivante : si deux événements
sont simultanés dans un référentiel R, le sont-ils dans un référentiel R’ qui est en translation
uniforme par rapport a X7

On considere le cas suivant : deux lampes sont immobiles dans R aux points d’abscisses
x; = —L et x5 = +L. Un observateur H est situé au point O origine des coordonnées (zy = 0)

Soient F; I'événement “la lampe de gauche émet un flash” et E, I’événement “la lampe de
droite émet un flash”.

H, situé au milieu des deux lampes, sait quel événement a lieu en premier dans X en observant
quel flash arrive en premier. Imaginons que H constate que les flashs issus de E; et F, lui
arrivent au méme instant ; d’apres ce qui précede, H conclut que les événements E; et E, sont
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simultanés. En rédéfinissant 1'origine des temps dans R de maniere a ce que la date (commune!)
de ces événements soit ¢t = 0, les coordonnées des deux évérements dans R sont donc

Ef(x=—L,t=0), Ef(x =+L,t=0). (5.1)

Supposons de plus que, & cet instant t = 0 ol les photons sont émis dans X, passe au point
O un observateur H' situé a lorigine des coordonnées O" (2, = x, = 0) d’un référentiel R’
en translation uniforme par rapport & R avec une vitesse Vs Jz = Viig.

t=20 t>0
. R R
A | Vr/r B A Vryr B
W~ <\
Y ol R Y Y 0! Y
1171:—L (0] R :BQZL :12‘12—.[/ 0] .'EQZL

FIGURE 5.1 — Relativité de la simultanéité. Gauche : dans R, les lampes A et B émettent
simultanément deux photons & ¢t = 0. Représentation de la situation a ¢ > 0 dans X.

Aux événements E, et E, de coordonnées spatiales z; = —L et o = +L dans X corres-
pondent des coordonnées spatiales =] et z;, dans R’ qui sont nécessairement symétriques par
rapport a O, c’est-a-dire x| = —x}, parce que les transformations pour passer d’un référentiel
A un autre sont linéaires. !

H' (2, = xy, = 0) est donc situé au milieu du segment [z, z5] et il peut donc déterminer
expérimentalement si les événements E; et F, sont simultanés dans &’. Pour cela, il faut sim-
plement que H’ mesure les instants auxquels les photons issus des deux lampes lui arrivent. Si
ces photons lui arrivent en méme temps, F; et F, sont simultanés dans R’, et sinon E; et F,
ne sont pas simultanés dans R’.

En raisonnant dans le référentiel R, il est facile de voir que H’ étant en train d’avancer vers
la lampe B au moment ou le photon est émis de B et étant en train de s’éloigner la lampe A au
moment ou le photon est émis de A, il recevra d’abord le photon issu de la lampe B puis celui
issu de la lampe A.

H’ doit donc conclure que dans R’ les événements E et E5 ne sont pas simultanés!

ty # t, (dans R’). (5.2)

Cette conclusion est bien en accord avec les transformations de Lorentz qui prédisent que :

L L
ty =ty — Vay/c?) = +7V03, ty =(ty — Vy/c?) = _’YVC*Qa
qui donnent bien ¢} # t5 et, plus précisément, t;, < t] : dans R’, "événement E, a lieu avant
I’événement E.

1. On peut vérifier directement que les transformations de Galilée ou de Lorentz donnent bien des coordonnées
x} et xf, symétriques. La transformation de Galilée donne en effet

=z, -Vt =z, =—L, Th=x5— Vity,=x5=+L.

(On rappelle que les dates des deux événements sont nulles : t; = t, = 0.) La transformation de Lorentz donne
quant a elle :
z) =y(x, —Vity) =—L, zy =y(xy = Vity) = +vL.

Dans les deux cas, on a bien x| = —z}.
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5.2 Dilatation des durées et contraction des longueurs

La simultanéité des événements étant une notion relative (qui dépend du référentiel), la durée
séparant deux événements dépend donc elle aussi du référentiel. Nous allons voir qu’il en va de
méme pour les longueurs des objets, qui dépendent elles aussi du référentiel.

5.2.1 Premiére approche

Nous allons préciser ces notions sur I’exemple d’un vaisseau spatial partant du systéme solaire
vers une étoile voisine, voir figure 5.2.

O = O
dans X z

—V L —V
4_0 e <_© /
dans R’

T
I I I -
|

-Vt 0 L' —Vvt

FIGURE 5.2 — Un voyage sidéral depuis le Soleil (& gauche) vers une étoile voisine (& droite). La
figure du dessus est & un instant ¢ dans le référentiel R ou les étoiles sont fixes, alors que celle
du dessous est & un instant ¢ dans le référentiel R" ou le vaisseau est fixe. La distance entre les
étoiles est L dans X et L’ dans R’.

Dans le référentiel héliocentrique R, le point de départ du voyage (le Soleil) est fixe a la
position z = 0, et le point d’arrivée (1’étoile voisine) est également fixe a la position z = L. La
distance L entre les deux étoiles est ici mesurée dans le référentiel ot ces deux étoiles
sont immobiles. On dit, par définition que c’est la distance propre entre les deux étoiles.

Toujours dans le référentiel R, on choisit ’origine des temps de maniere a ce que le départ
du voyage ait lieu a l'instant t = 0. Le vaisseau arrive a l'instant ¢t = T a destination, ou T
est donc la durée du voyage dans le référentiel &. (Si les voyageurs envoient un signal “Nous
sommes arrivés” au terme de leur voyage, ce signal atteind donc la Terre & la date T+ L/¢, ce
qui permet au terriens, connaissant L, d’en déduire 7.)

On a donc deux événements importants : le départ et I’arrivée du vaisseau, dont les coor-
données dans X sont

E.’R

départ<$ =0,t= O)a EZ

arrivée

(x=L,t=T).

On suppose que le vaisseau se déplace a vitesse constante V dans le référentiel R. (Il y a
peut-étre une phase d’accélération au départ, et une phase de décélération a la fin, mais on
suppose que ces phases sont d’une durée courte et négligeable devant la durée totale du voyage.)
Clairement, on a

V=L/T.

On note K’ le référentiel lié au vaisseau. En appliquant les transformations de Lorentz (4.13)

EX

départ<x/ =0, =0), EX,

arrivée

1
(' =0,t' =T") avec T' = —T.
v

En effet, pour E, ¢, onaz’ =v(L—VT)=0ett =~y(T—VL/c?) =~7T(1-V?/c?) =~T/~%
Le résultat 2’ = 0 était évident : la coordonnée spatiale de I’événement «le vaisseau arrive» dans
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le référentiel R’ est forcément la position du vaisseau qui, par définition, est " = 0. Le résultat
T’ = T/~ est plus intéressant : le voyage du point de vue du vaisseau dure un temps
T’ inférieur a T. Ce temps T serait effectivement le temps affiché par ’horloge du vaisseau,
et le temps du voyage ressenti par les voyageurs. Ce temps 7", mesurée par une horloge dans
le référentiel ou elle est immobile, s’appelle le temps propre, ou durée propre. Le temps T
du voyage mesuré dans le référentiel X ou les voyageurs sont en mouvement est alors un temps
“impropre”.

Revenons maintenant a la distance entre les deux étoiles, mais du point de vue des voyageurs.
Dans le référentiel &', le vaisseau est immobile et les étoiles se déplacent a la vitesse V. (Le Soleil
s’éloigne a la vitesse V, et I’étoile voisine se rapproche & vitesse V). A Dinstant ¢ = 0, le soleil
est juste & coté du vaisseau. A Dinstant ¢ = T, c’est étoile voisine qui est & coté du vaisseau.
Puisqu’il faut (de leur point de vue) un temps 7" pour que les étoiles a la vitesse V passent
devant eux, du Soleil a I’étoile voisine, les voyageurs en déduisent que la distance entre les astres
est L' = VT’ = VT/y = L/~. Cette distance L’ est une distance impropre, puisqu’elle est
mesurée dans un référentiel ot les deux extrémités de la distance sont en mouvement.

En résumé

— La durée propre, ou temps propre, entre deux événements est la durée mesurée dans
un référentiel ou les deux événements sont a la méme position, et ou la mesure est faite par
une horloge qui est immobile & cette position.

— Le durée entre deux événements dans tout autre référentiel est une durée impropre. Si ~
est le facteur de Lorentz correspondant au passage entre ces deux référentiels, alors

(durée impropre) = ~y(durée propre), et donc (durée impropre) > (durée propre)

On parle de dilatation de la durée (sous entendu : par rapport a la durée propre).

— La longueur propre d’un objet rigide (une regle, un train, ’écartement entre deux étoiles
fixes) est la longueur de 'objet mesurée dans le référentiel ou il est immobile.

— Lalongueur d’un objet mesurée dans un référentiel ou il est en mouvement est une longueur
impropre. Si l'objet est en mouvement dans l’axe de sa longueur et si v est le facteur de
Lorentz correspondant au passage entre ces deux référentiels, alors

1
(longueur impropre) = —(longueur propre), et donc (longueur impropre) < (longueur propre)
Y

On parle de contraction des longueurs (sous entendu : par rapport au longueurs propres).

5.2.2 Plus de détail sur la dilatation des durées

Pour mieux comprendre pourquoi le temps s’écoule de maniere différente entre deux référen-
tiels, on peut considérer ’exemple suivant ot I’on prend deux horloges, I'une immobile et 'autre
en mouvement & la vitesse V = Vi, dans un référentiel X. Appelons A I'horloge immobile et B
I’horloge en mouvement. On note R’ le référentiel 1ié & I’horloge en mouvement.

On va supposer que ce sont des horloges un peu particulieres : il s’agit de deux miroirs
paralleles espacés d’une distance d, et entre lesquels un photon fait des allers-retours dans une
direction orthogonale a V. Les durées sont alors mesurées par le nombre d’allers-retours qu’aura
fait le photon.

Pour un observateur fixe dans X, le temps d’un aller-retour pour I’horloge A est 74 = %.
Pour I'horloge B, les miroirs étant en déplacement constant dans £, le photon doit parcourir une
distance dg plus grande que d dans R, voir figure 5.3. Or, sa vitesse est toujours c; I’observateur
dans X mesure alors un temps caractéristique 75 = 2d7B > Ty
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Horloge A

Immobile dans R

1 1
: : Trajet des
d| | photons dans R
1 1
1 1
1

Horloge B

En mouvement suivant x dans R

F1GURE 5.3 — Horloges immobile A et mobile B dans R. Les trajets que les photons doivent
emprunter pour faire des allers-retours entre les miroirs sont représentés.

Les deux horloges sont identiques, et le probleme est symétrique; si maintenant on consi-
deére un observateur fixe dans R’, cet observateur doit mesurer dans ce référentiel des temps
caractéristiques 7/, et 75 tels que 7;; = 7,4 (temps d’une horloge immobile dans le référentiel de
mesure) et 7, = 75 (temps d’une horloge en mouvement). On a donc simultanément 75 > 7, et
7/y > 7! La durée mesurée par une horloge au repos dans le référentiel de mesure est toujours
inférieure a celle donnée par une horloge en mouvement. Si on mesure le temps en comptant une
succession de durées égales (principe de I'horloge), alors le temps s’écoule plus lentement dans
le référentiel ou I’horloge est en mouvement que dans le référentiel ou 1'horloge est au repos.

La durée propre d’un aller-retour de photon est la durée mesurée dans le référentiel ou
I'horloge est au repos; il s’agit donc de la durée 7, pour I'horloge A (mesurée dans R) ou 7p
pour 'horloge B (mesurée dans R’) : durée propre = 7,4 = 7. L’autre durée, 7/, = 7, mesurée
pour chaque horloge dans le référentiel ou elle est en mouvement, est la durée impropre. On
retrouve bien (durée impropre) > (durée propre).

Calculons maintenant la relation entre durées propre et impropre pour deux événements quel-
conques. On considere deux événements E, et E, tels que, dans le référentiel R, les événements
ont lieu au méme endroit :

Ef(x,t), Ef(z,ty) (c’est le méme z pour E¥ et EY). (5.3)

(Dans I'exemple des horloges, E; pourrait étre I’événement “le photon quitte le miroir du bas
de I'horloge A” et E, I’événement “le photon revient au miroir du bas”, mais le raisonnement
que nous allons faire est vrai pour n’importe quel paire d’événements.) Le temps 7 = t, —t; est
la durée propre entre les deux événements.

Dans le référentiel ®’ en mouvement & la vitesse V = Vi, par rapport a R, les dates ] et
t5 des deux événements sont, en utilisant les transformations de Lorentz,

Vz Vax
t=vt—=) t=v(t-—) (5.4)
La durée impropre entre les deux événements est donc
T =1ty =ty =ty —ty) =7, (5.5)

comme annoncé. 2

2. On peut retrouver le méme résultat dans I’exemple des horloges par un calcul direct. On a déja obtenu
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5.2.3 Plus de détail sur la contraction des longueurs

Dans un référentiel X donné, il est facile de mesurer la longueur d’un objet immobile : on
mesure la position z 4 de 'extrémité gauche, la position x5 de I'extrémité droite, et la longueur
est L = x5 — 4. Une maniere pratique d’effectuer ces mesures est d’utiliser, tout simplement
une regle. Cette longueur L mesurée dans le référentiel ou 'objet est au repos est la longueur
propre de 'objet.

Mesurer la longueur d’un objet en mouvement est plus délicate a formaliser. Considérons
donc un référentiel R’ de vitesse Vi )% = Vi, par rapport a R. Dans ce référentiel X', notre
objet (qui est immobile dans & avec une longueur propre L) a une vitesse —Vi,,, voir figure 5.4.

On place un observateur immobile dans X, & 'origine O” de ce référentiel. Cet observateur
voit passer devant lui le point A de I'objet a I'instant ¢’y et le point B a I'instant ¢5. Le temps
de passage 7" =tz — t/y est le temps propre, puisqu’il est mesuré par un observateur immobile.
Cet observateur, qui a vu que ’objet mettait un temps 7" & passer devant lui & la vitesse V,
conclut que la longueur de 'objet est L' = V7'.

O vi. dans R
— | N
A B T

A -V, B dans &’

o [ €<— | .
04 x’

FIGURE 5.4 — Principes de mesure de la longueur de I'objet AB dans les référentiels & et R’.
Dans R, I'objet est immobile et le point O’ se déplace vers la droite, alors que dans R, le point
O’ est immobile et I'objet se déplace vers la gauche.

Plagons maintenant un observateur immobile dans R. Cet observateur pourrait simplement
utiliser une régle pour mesurer la longueur L de l'objet (immobile dans ce référentiel), mais il
décide de faire autrement. Il observe le point O’ qui, de son point de vue se déplace vers la droite
a la vitesse V. Pour I'observateur dans le référentiel X, ce point passe devant les extrémités A et
B del'objet aux temps t 4 et t 5. Le temps 7 = t 5 —t 4 que met le point O’ & passer devant 1’objet
est un temps impropre (les événements “O’ passe devant A” et “O’ passe devant B” n’ont pas
lieu dans R au méme endroit). L observateur dans & conclut que l'objet a une longueur L = V.

Les deux observateurs en R et R’ ont donc respectivement trouvé des longueurs L et L’
données par

L=Vr, L =vr.

On rappelle que 7" est la durée propre entre les événements “O’" passe devant A” et “O’ passe
devant B”, et que T est la durée impropre entre les mémes événements. On a donc

1
T =97, ce qui implique L' = —L.

Dans cet exemple, L est la longueur propre et L’ la longueur impropre. On a bien retrouvé le
résultat annoncé.

T4 = 2d/c pour la durée propre de l'aller-retour, calculons-en la durée impropre. Dans le référentiel ou 1’horloge
est en mouvement & la vitesse V = Vi, Le photon montant a un vecteur vitesse de norme c et orienté par
rapport a I'horizontal avec un angle 6 : U, ,40, = cc0s 0, + csinf i,

Le temps que met le photon & atteindre la plaque du haut est donc d/(csinf), et la durée (impropre) de
laller-retour est 75 = 74, = 2d/(csinf) = 7,/ sin 6. Par ailleurs, on a ccos f = V, puisque le photon reste en face
du miroir. On a donc sin® = v/1 —cos2 0 = /1 — (V/c)2 = 1/. On retrouve bien 7/, = v74.
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Pour l'instant, nous n’avons raisonné que sur des longueurs qui était définies uniquement sur
la coordonnée impliquée dans le changement de référentiel (c’est-a-dire la coordonnée suivant v,
a savoir z dans les exemples précédents). Si on généralise a trois dimensions d’espace, la longueur
propre d’un objet quelconque s’écrit dans le référentiel R(x,y, z,t) ou il est immobile :

Liwopre = V/Aa? 4+ Ay? + Az2

Dans tout autre référentiel R’ (z’,y’,2’,t") en mouvement suivant = par rapport a X, seul
les coordonnées de la longueur suivant z est modifiée. On appliquera donc la contraction des
longueurs seulement a Az. La méme longueur mesurée dans R’ est donc :

; , ; Az 2
Limpropre = \/A{L‘ 24+ Ay 24+ A2 = \/(7> + Ay2 + Az2

5.3 Intervalle d’espace-temps As

5.3.1 Invariant relativiste As?

En mécanique newtonienne, la durée séparant deux événements ou la longueur d’un objet
sont invariantes par changement de référentiel. Nous venons de voir que cela n’est plus vraie en
relativité restreinte.

Nous nous posons donc la question suivante : existe-t-il une quantité impliquant les coor-
données spatio-temporelles (coordonnées d’espace-temps) de deux événements F; et E, qui soit
invariante dans le cadre de la relativité restreinte, c’est-a-dire invariante par transformations de
Lorentz ?

Nous allons voir qu’une telle quantité existe.

Soient R et R’ deux référentiels d’inertie en mouvement relatif avec la vitesse V constante
suivant . Dans R on note (x4, ;) les coordonnés de F; et (z,,t,) les coordonnées de E,. (z7,t])
et (z5,t5) sont donc les coordonnées dans R’.

On calcule At' =t} —t] et Az’ =z, — 2] en fonction de At =t, —t; et Ax =25 —x; :

Az’ =ay — w1 =@y — Viy) —v(2, = Vi) =v(Az — VA?)

P 14 %4 1%
A=ty =t =7 (= o) = (0= g )| =7 (40— g a)

On peut faire apparaitre ¢ afin d’obtenir des relations similaires :
v
Az’ =~ (Ax — —cAt)
c
v
cAt =~ (cAt — fo>
c
Si on combine Ax’? et ¢c2At’2, on peut faire apparaitre le facteur 2 :
V2 Vv V2 Vv
CAt? — Az'? = A2 (cQAtQ + —zAaz2 —2Az—cAt — Ax? — —QCQAIS2 + QCAtAx)
c c c c

2
CAY? — Az'? =42 (1 — V2> (AL — Az?)
c

CAY? — Az’? = 2 AL? — Az?
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On appelle cette grandeur le carré de l’intervalle spatio-temporel (ou d’espace-
temps) entre les deux événements E,(z,t;) et Fy(z,,t,) et on la note As? :

As? = ¢? (ty — t1)2 — (29 — w1)2

As? est un invariant relativiste, c’est-a-dire que, quels que soient les référentiels d’inertie R

et &', on aura toujours :
As’? = As?

Concrétement, si on mesure dans R lintervalle spatio-temporel As? et qu’il vaut —8m?,
alors sa mesure dans R’ donnera aussi As’? = —8m?.
A trois dimensions d’espace z, y et z, on peut généraliser Pécriture du carré de l'intervalle
spatio-temporel :
As? = (cAt)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)?

La quantité As est quant-a-elle appelée I'intervalle d’espace-temps entre les évenements F,;
et E,.

5.3.2 Signe de As? et causalité

Le carré de intervalle spatio-temporel est un invariant relativiste : tout raisonnement fondé
sur la valeur de cet invariant est donc valide quelque soit le référentiel. On verra dans la suite
que, pour comparer deux événements E; et F,, on peut se baser sur le signe du As? qui les
sépare.

Dans la suite, pour simplifier les notations, on s’intéresse a des événements ayant une seule
coordonnée spatiale x et on considére la quantité :

As? = 2 At? — Ax? (5.6)

Si As?2 <0

Dans ce cas, c’est la partie spatiale du carré de I'intervalle Az? qui donne le signe & 1’expres-
sion : on parle d’intervalle de type “espace”.

Les événements F; et F, ne peuvent pas étre reliés par lien de “cause a effet”. En effet,
Iinformation voyageant entre les deux événements devrait se propager a la vitesse moyenne :

_ Az
At

v

Comme As? < 0, cela implique que v > ¢, ce qui est interdit par les postulats de la relativité
restreinte. Ainsi, aucune information ne peut étre échangée entre les événements E,; et E, et
donc les deux événements ne peuvent pas étre reliés par des relations de cause a
effet.

At? peut étre nul dans ce type d’intervalle. Ainsi, on peut trouver un référentiel ot les
événements I et E, sont simultanés. On peut de méme intervertir ’ordre temporel entre F; et
E, par changement de référentiel. Az?, par contre, ne peut pas étre nul dans le cas As? < 0 : il
n’existe pas de référentiel d’inertie ou les deux événements E; et F, ont lieu au méme endroit.

Si As? >0

Cette fois, c’est la partie temporelle de carré de 'intervalle At? qui impose le signe de As?.
On parle d’intervalle de type “temps”.

Ax? peut étre nul dans ce type d’intervalle. Ainsi, on peut trouver un référentiel ot les
événements E; et E, peuvent avoir lieu au méme endroit. At?, par contre, ne peut pas étre nul
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dans ce type d’intervalle : on ne peut trouver aucun référentiel dans lequel les deux événements
sont simultanés.

Montrons maintenant qu’il est impossible de trouver un référentiel d’inertie qui inverse ’ordre
temporel de E; et E,. Puisque les deux événements sont séparés par un As? > 0, alors il existe un
référentiel R dans lequel Ax=0 (avec At # 0). Dans n’importe quel référentiel R” en mouvement
par rapport a R, on peut écrire At’ I'intervalle temporel entre les deux événements, en fonction
de At grace aux transformations de Lorentz :

AV =~ (At _ Zm) — AL
C

Or ici, v > 1, donc, quelque soient R et R’, le signe de At est le méme que celui de At” : on voit
bien que les changements de référentiel ne peuvent pas, dans le cas As? > 0, modifier I'ordre
temporel entre les événements F; et E,.

Dire que les événements F, et E, peuvent étre reliés par relation de cause a effet dans ce cas
revient a estimer, comme précédemment, quelle vitesse moyenne v devrait avoir une information
pour passer de E; & E,. Dans le cas ou As? >0 :

Ax
V= <c
Ceci est évidemment autorisé par la relativité restreinte : les deux événements séparés par
un intervalle As? > 0 peuvent étre reliés par cause a effet. Mais, comme on ne peut en
aucune facon trouver un référentiel dans lequel ’ordre temporel entre I, et E, s’inverse, alors,
on ne peut dans le cadre de la relativité restreinte se retrouver dans des cas de paradoxe ou la
cause aurait lieu apres la conséquence.

Si As?2 =0

Le cas limite o1 As? = 0 correspond & deux événements qui pourraient étre reliés uniquement
par une information voyageant a la vitesse v = ﬁ—f = ¢, ¢’est-a-dire par un signal lumineux. On

parle donc d’intervalle de type “lumiére”.

5.3.3 Cones de lumieére

Choisissons, dans un référentiel R particulier, un événement E; quelconque. On peut alors
délimiter des zones de I'espace-temps pouvant contenir tous les événements E(z,y, z,t) suscep-
tibles d’influencer ou d’étre influencé par E, (zone ot As?> > 0) et une zone ou l’ensemble
des événements E ne peut influencer ou étre influencé par I'événement E, (zone ou As? < 0).
Ces zones d’espace-temps sont alors délimitées par les lignes de lumiéres, c’est-a-dire les lignes
correspondantes & As? = 0.

Pour simplifier la représentation, on va fixer E; comme l'origine du référentiel (z, = y, =
zo = 0 et t; = 0). Si on ne consideére qu'une seule dimension d’espace z, dans un espace (x,t),
les lignes de lumieres auront 1’équation :

T = +ct

On obtient alors la figure 5.5. On a ainsi fait apparaitre deux zones As? > 0, une vers les
t positifs et une vers les ¢t négatifs. Ces zones sont appelées “cone de lumiere futur” et “cone
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FIGURE 5.5 — Cone de lumiere & une dimension d’espace

s , v . v v A
de lumiere passé” de ’événement E,,, et contiennent ’ensemble des événement pouvant étre
influencé par E;, ou pouvant influencer Ej,.

L’appellation “cone” se justifie dans le cas ou on ajoute des dimensions d’espace. A deux
dimensions d’espace, les zones limitrophes As? = 0 sont définies dans I'espace (z,y,t) par :

At — t0)2 —(z— 5”0)2 —(y— 1/0)2 =0

ct = £/22 + y?

On reconnait ici I’équation d’un cone. Une représentation graphique des cones de lumiere passé
et futur est donc possible dans l’espace (z,y,t).

A trois dimensions d’espace, il n’est plus possible de représenter les cones de lumiére : cela
nécessiterait une représentation a quatre dimensions (z,y, z,t). On parle cependant toujours, un
peu abusivement, de “céne”.
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Chapitre 6

Transformation des vitesses et effet
Doppler

6.1 Composition des vitesses

On a vu dans le chapitre 4 que la loi de composiation des vitesses issues des transformations
de Galilée n’est pas acceptable car elle ne respect pas l'invariance de ¢ par changement de
référentiel. Nous allons maintenant établir les lois relativistes de composition des vitesses par
changement de référentiel d’inertie a ’aide des transformations de Lorentz.

Considérons deux référentiels : un référentiel R(x,y, z,t) immobile, et un autre référentiel
R (x',y", 2" ,t") animé dans R de la vitesse V constante. On choisira les axes z et 2/ confondus,
de telle fagon a ce que V= Vi, avec V une constante positive. Enfin, on choisit I'origine des
temps t et t’ telle que, a t = ¢’ = 0, les origines des coordonnées des deux référentiels soient
confondues.

y 4 Yoa
1 I
1 I
(R) 1 s N
bV (R°)
v, ! =
Yo /T RV
:\\ e i : ;
1 1 i
1 M ! : :
1 ! ; I
1 1 i 1
1 ! : I
1 // i E 1 //
---/: ----i;-‘:'-x-,'---)X —-——%’ ———————————— > X’
V, Nz e
P 1 \ o7 I
L5 Lz
y4 7

FIGURE 6.1 — Dessin dans & du mouvement et des coordonnées de la vitesse du point M.

Soit un point M(z,y, z) animé d’une vitesse U quelconque dans K. On cherche a exprimer ¢’
sa vitesse dans R’ grace aux transformations de Lorentz.
Dans R, par définition, on peut exprimer les composantes de ¥ :

_dz _@ _ dz

T T T

83
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Dans R, on fera la distinction entre la transformation de la composante de ¥ suivant z’, (donc
dans la direction de V) et suivant y’ et 2z’ (donc dans les directions orthogonales & V).

Composante de 9’ dans la direction de \%

, _det dy(z = Vi)

AT Ay (- Ya)

Comme V est une constante :

, y(de—vdt)  E-V

(o—— =
To(dt-gde) 1-5
Soit :
-V
v, = “wﬁ (6.1)
1— L

Composante de ¥’ dans les directions orthogonales a 1%

, dy’ dy v/—dZ/— dz
VoAt dy(t- )]t T A d[y(t— )]
v = t , ’U;— t —,
Yoy E%) y(1-2%)
et donc : ; o : o o)
v, =t v, = ——E—— .
T TG

Attention, il ne faut pas confondre ici V qui est la composante de la vitesse entre X et R’
suivant l'axe considéré (ici z), et v,, v, et v, qui sont les coordonnées de la vitesse d'un point
matériel dans le référentiel R. On veillera en particulier au signe de V' (si X’ va dans le sens des
x négatifs, alors on pourra changer dans les expressions précédentes V par —V afin de garder le
parametre V positif).

Enfin, on peut vérifier sur un exemple que ces transformations laissent bien c¢ invariante.
Supposons que le point M se déplace a la vitesse v = c, dans le référentiel X ; alors, dans le
référentiel R’ allant & V' = Vi, par rapport a R, sa vitesse U’ est :

, v,—V -V 1-Y
vm—l V%—l_y:c —y =C
ez c c
On retrouve bien que |[3/| = c.
6.2 Aberrations — Transformations des angles

La loi de composition des vitesses permet de déterminer simplement la loi de transformations
des angles en passant de R & R’. Ce phénomeéne connu sous le nom d’aberrations est tres bien
illustré par la figure 6.2 issue du cours de physique de Berkeley. Un homme au repos sous
son parapluie n’est pas mouillé par la pluie qui tombe selon I'axe de son parapluie. Il se met en
mouvement et se mouille. Dans le référentiel lié a I’homme, la pluie a maintenant une composante
horizontale de vitesse non nulle et 'angle sous lequel la pluie arrive est changé.
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FIGURE 6.2 — Figure issue de Berkeley Physics Course vol.1 : Mechanics (Kittel /Knight /Ruder-
man). Légende originale (in english of course) : A homely example of aberration. This student
is caught in rain coming straight down. If he stands still under his umbrella, he keeps dry. But
If he runs for it... he gets wet. In his new reference frame the rain has horizontal velocity -v,
where v is his velocity with respect to the ground.

6.2.1 Formule générale

Nous allons considérer le cas suivant. Dans un référentiel & on émet depuis l'origine des
coordonnées un signal qui se propage avec le vecteur vitesse ¥ faisant un angle 6 avec I'axe (Ox),
voir figure 6.5. On cherche a déterminer ’angle 6’ que fait le vecteur ¢" avec 'axe (Ox”) dans le
référentiel R’ qui est en translation uniforme par rapport & R avec la vitesse 1753/ jx = Vi,

/

YA ng/ JR
_>
R’ g
\ 0/
o4 i~

FI1GURE 6.3 — Notations pour le calcul des formules de transformations des angles

Dans X, on a :

Yy
tanf = — (6.3)
Um
et dans R’
U/
tan 6’ = U—/y (6.4)
En appliquant la loi de composition des vitesses on trouve :
vl v 1—v V/c? v
tana/: y _ Y ( Vg /C ): Y (65)

E 7(1 —’UIV/C2> Vg -V ’y’l}m(l—V/UI>

avec v =1/4/1— (V/ec)?
En remarquant que Z—y = tanf et que v, = v cos @, on arrive a une formule des transformation
des angles :
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tan 6
tang = — 0 (6.6)
7<1 ) CZSQ)

En exercice, vous pouvez montrer que les transformations de Galilée menent a une formule
de transformation des angles (incorrecte) qui different de l'expression (6.6) par l’absence du
facteur ~.

6.2.2 Aberrations optiques

Un cas d’intérét particulier est celui ot le signal émis en O est un signal lumineux. Dans ce
cas, v = c et en notant 8 = V' /¢, on arrive a la formule de transformations des angles pour les
signaux lumineux (aberrations optiques) :

tan 6 sin 0
tan @’ = = 6.7
y(1—-L25)  y(cost—p) (6.7)

On laisse le soin a I’étudiant curieux de montrer les formules suivantes qui sont équivalentes

a I’équation (6.7) :
cosf —f3 sin 6

—_— sinf/ = ————. 6.8
1— 0 cosé ~v(1 — 3 cosb) (6:8)

Sur la partie gauche de la figure 6.4 sont représentées les angles 6’ en fonction des angles 0
pour 8 = 0,9. On voit que pour des angles 0 < 8 < m, les angles 6’ se rapprochent de .

Dans le cas ou § — 1, quels que soient les directions d’émission des rayons lumineux dans R
(& part @ = 0), un observateur dans R’ voit les rayons se propager au voisinage de la direction
—,,, voir partie droite de la figure. C’est donc que les rayons arrivent de face.

cosf =

l direction des
R R rayons dans R

. =4/

directiog des
_ rayons dans R’
f=09

60 | — Lorentz !
30 | --- Galilée

0 30 60 90 120 150 180
0 (degrés)

FIGURE 6.4 — Partie gauche : " = f(0) pour § = 0,9. Traits pleins : résultat (correct) ob-
tenu a partit des transformations de Lorentz. Traits pointillés : résultat (incorrect) donné par
les transformations de Galilée. Partie droite : lorsque S — 1, pour des rayons émis environ
isotropiquement dans X, la direction des rayons dans R’ se concentrent dans la direction —/,.

En particulier, un observateur dans vaisseau spatial en direction des étoiles lointaines qui
accélére soudainement dans la direction des étoiles les verra se concentrer vers I’avant du faisceau
et certainement pas fuir vers ’arriere.

6.3 Effet Doppler

Si la source d’un signal périodique et I'observateur de ce signal sont en mouvement relatif, la
fréquence du signal observé est différente de la fréquence du signal émis. Ce phénomene appelé
“effet Doppler” est observé dans la vie de tous les jours. Par exemple, un observateur sur le bord
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de la route percoit le son de la sirene d’une ambulance qui s’approche de lui comme plus aigu
que le son entendu par le conducteur de I’ambulance.

Nous voulons déterminer la relation existant entre les fréquences émises et observées dans le
cadre de la relativité restreinte.

Pour cela, nous considérons nos deux référentiels X et R’ avec f/je/ jz = Vi, avec V une
constante positive. On choisit lorigine des temps ¢ et ¢’ telle que, & t =" = 0, les origines des
coordonnées des deux référentiels soient confondues.

6.3.1 Effet Doppler sonore

Intéressons-nous tout d’abord a un effet Doppler sonore. Nous ne traiterons que de Deffet
Doppler longitudinal (ou colinéaire), c’est-a-dire lorsque la direction de propagation du signal
périodique coincide avec la direction du vecteur vitesse Vi) = Vii,.

Yy
R ‘ " b ip "
source @» \/‘/\/\/\I\’->
| (Y

O L

FIGURE 6.5 — Notations pour le calcul transformations des fréquences : effet Doppler

Une source sonore (une langue, un haut parleur) est fixe dans & en O et un détecteur sonore
(une oreille, un microphone) est fixe dans X" en O’.
On considere les événements suivants :

E, : la source (en z = 0) émet un “bip” sonore vers les x positifs & ¢ = 0. Les coordonnées de
E, dans X sont (z, = 0,t, = 0).

E, : lerécepteur (en 2’ = 0) regoit le premier “bip” émis par la source. Mais a ¢ = 0 le récepteur
est au niveau de la source car x, = s et donc il recoit instantanément ce premier “bip”.
Les coordonnées de E; dans R sont (xr; = 0,¢t; = 0); en fait, E, et E, sont le méme
événement.

E, : lasource (en x = 0) émet un second “bip” sonore vers les x positifs & ¢ = T Les coordonnées
de E, dans R sont (zy =0,y =T).

E; : le récepteur (en ' = 0) regoit le second “bip” émis par la source. On note (z3,t5) les
coordonnées de E5 dans X qu’on cherche a déterminer.

Pour déterminer les coordonnées de E5, on notera v la vitesse de propagation du signal (ici
du son dans un milieu, l'air par exemple). On fait ’hypothése que lair est au repos dans R et
que v > V%

Le deuxiéme bip sonore part de la source a t = T et se propage vers les x a la vitesse v. Son
équation de propagation dans X est donc :

T (t) = 0(t =T (6.9)

L’équation de propagation dans R du récepteur fixe en O est :

1. Que la vitesse de translation du référentiel soit supérieure a celle de la propagation du signal (V > v) est
une possibilité pour le son dans un milieu (choc supersonique des avions supersoniques) mais par pour la lumiére
dans le vide.
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oeo(t) = Vi (6.10)

Pour déterminer t3, il suffit de résoudre I'équation z,;,(t3) = .. (t3). Puis x5 suit immédia-
tement car x5 = V3. On trouve :

v v
ts=T—— et x3=VT 6.11
s=T— 3 p— (6.11)

t4 est le temps auquel arrive le deuxiéme bip dans R. Calculons t3, le temps auquel arrive le
deuxiéme bip dans R’, pour un observateur fixe dans R’ :

té = V(ts - VI3/C2> = ’Y(t?, - VVt?)/CQ) = t3/% (6.12)

avec v = 1/4/1 — (V/c)2.
Le premier bip est regu par le récepteur en O a t] = t, = 0. La durée qui sépare la réception
des deux bips en O’ est donc :

1
T =t —t] =ty /y—0=-T—

Ty (6.13)

T est la période du signal émis dans R. T” est la période du signal détecté dans R'. v = 1/T
est la fréquence du signal émis, v/ = 1/T" étant la fréquence du signal détecté.
On trouve donc que les fréquences émises et regues sont liées par la relation :

v :’yyv_vzy'y (1—V> . (6.14)
v v

Cette relation entre la fréquence sonore percue par l'observateur v’ et celle émise par la
source v correspond au cas ol le récepteur sonore est en mouvement par rapport au milieu de
propagation et la source fixe. On laissera a I’étudiant consciencieux le soin de déterminer la
formule pour l'effet Doppler sonore dans le cas ol la source est en mouvement par rapport au
milieu et le récepteur fixe.

6.3.2 Effet Doppler optique

Le bip périodique émis par la source peut étre lumineux et non sonore. Par exemple, une
source fixe dans R émet a fréquence v un flash lumineux. Le signal se propage alors a la vitesse
v = ¢ et contrairement au cas sonore, il peut se propager dans le vide.

Nous nous intéressons a ce cas-la, c’est-a-dire a ’effet Doppler pour un signal lumineux se
propageant dans le vide.

On reprend rigoureusement le méme raisonnement que précédemment en posant v = ¢. On
trouve que la fréquence lumineuse v’ pergue par I'observateur fixe en O est liée a la fréquence
lumineuse v émise par I'observateur fixe en O par la relation :

/7 V_ 1_ﬁ - 1_5
V—V'y(l—z)—uﬁ—u”m, (6.15)

ou =V /c. La formule (6.15) a été établie dans le cas ou le récepteur lumineux s’éloigne et la
source lumineuse s’éloignent I'un de 'autre. Dans ce cas, la fréquence pergue par I'observateur
est inférieure a celle émise par la source : /(1 —B)/(1 + ) < 1.

Si le récepteur et la source se rapprochent I'un de I’autre alors il faut changer Ven —V dans
le raisonnement que nous avons suivi et on trouve :

1
vV =v 1+6 (source et récepteur se rapprochant) (6.16)

1-p
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Dans ce cas, la fréquence percue par le I'observateur est plus grande que celle émise par la

source : \/(1+ B)/(1—p) > 1.

Deux remarques importantes concernant 1’effet Doppler optique :

— La lumiére se propageant dans le vide et non dans un milieu comme les ondes sonores, il
n’y a pas de différence, pour l’effet Doppler optique, entre les cas “source en mouvement”
et “récepteur en mouvement”. Les deux configurations meénent au méme résultat et la seule
chose qui compte est de savoir si la source et le récepteur se rapprochent ou s’éloignent
I'un de l'autre.

— les fréquences v et ' des formules (6.15) et (6.16) peuvent étre celles d’une onde élec-
tromagnétique. La longueur d’onde d’une onde électromagnétique monochromatique étant
reliée a sa fréquence par la relation A = ¢, les longueurs d’onde observées dans R’ sont
reliées a celles émises dans R (ou la source est au repos) par :

1
N =Xy 1+g (source et récepteur s’éloignant). (6.17)
’ 1— /8 ,
A=A 155 (source et récepteur se rapprochant). (6.18)

6.3.3 Une application de ’effet Doppler optique : le redshift en astrophysique

Le décalage de fréquence entre le référentiel d’une source lumineuse et le référentiel de I’obser-
vateur est quelque chose de régulierement rencontré en astrophysique. Beaucoup d’observations
astronomiques ne consistent pas uniquement qu’a faire des images des objets (astres, galaxies,
...). La majorité du temps, la lumiére qui nous parvient est analysée spectralement, c’est-a-dire
que 'on analyse la structure en longueur d’onde (ou fréquence) du rayonnement observé (en
d’autres mots on analyse les spectres de la lumiere détectée). On constate alors que les lon-
gueurs d’onde associées a ’émission ou ’absorption d’éléments connus sont différentes de celle
que 'on obtient en faisant le spectre expérimental de ces méme éléments en laboratoire.

Pour exprimer ce décalage de longueur d’onde, on utilise le redshift Z. 11 est défini comme
suit :

7 — )‘obs - )‘p
Ap
ol A,p,s est la longueur d’onde de la transition observée, et A, la longueur d’onde propre de cette

méme transition, c¢’est-a-dire mesurée dans un référentiel ou la source est au repos. En pratique
A, est déterminée en laboratoire par des mesures dites de spectroscopie.

— SiZ >0, alors A\jps > A @ le redshift positif se traduit donc par un décalage vers le rouge,
correspondant a un éloignement entre source et récepteur.

— Si Z <0, alors Ay,s < A, : le redshift négatif se traduit donc par un décalage vers le bleu,
correspondant a un rapprochement entre source et récepteur.

Les redshifts observés peuvent étre de différente origines, que nous allons maintenant passer
en revue.

Le redshift dii a ’expansion de 1’univers

Des observations conduisent a dire que 1'univers observable est en expansion. Cela revient a
dire que plus I'objet observé est lointain (donc vieux car la lumiére a mis plus de temps & nous
parvenir), et plus les longueurs d’onde qui nous parviennent sont décalées vers le rouge car, entre
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Absorption Lines from our Sun

Absorption Lines from a supercluster of galaxies, BAS11
v=0.07¢, d=1 billion light years

FIGURE 6.6 — Simulation du spectre d’absorption de notre soleil et d’'un amas de galaxie loin-
taine. Toutes les raies d’absorption de ’amas de galaxie sont décalées vers le rouge par rapport
a celle de notre étoile locale. L’amas de galaxie s’éloigne de nous. Image et simulation : Harold
T. Stokes, Department of Physics and Astronomy, Brigham Young University, Utah, USA

temps, nous nous sommes beaucoup éloigné de cet objet. On traduit cet effet d’expansion par
la loi empirique de Hubble qui est une conséquence directe de la formule de I'effet Doppler :

d
Z =H, .
ol d est la distance nous séparant de I’'objet en question, et H|, est un parametre appelé “constan-
te” de Hubble. Ce n’est en réalité pas une constante a proprement parlé car, comme l’expansion
de I'univers s’accélere, la vitesse entre ’objet et la Terre évolue en fonction du temps, et donc
la valeur de H dépend de la vitesse d’expansion a un instant donné.

Quoiqu’il en soit, comme la distance entre 1’objet observé et la Terre évolue en fonction du
temps, on observera les objets les plus anciens (donc les plus lointain) & des grands
redshifts Z. L’expansion induit toujours des redshift positifs. La mesure de Z permet
donc de dater les objets astrophysiques.

Exemples de valeurs de redshifts :

— Plus ancien rayonnement détecté sur Terre : le fond diffus cosmologique (ou Cosmic
Microwave Background CMB) : Z ~ 1000. Ce rayonnement date de 1’époque ot 1'uni-
vers primordial (envrion 380 000 ans apres le bighbang), initialement ionisé (gaz d’électrons
et de protons) devient principalement neutre (électrons liés aux protons), ce qui a conduit
le rayonnement & pouvoir étre émis librement dans toutes les directions de I’espace. Initia-
lement, ce rayonnement était dans le domaine des rayons X, mais on I’oberve maintenant
dans le domaine micro-onde/centimétrique (0,1 < A, < 100cm) a cause de 1’expansion.

— Premieres étoiles : on ne les détecte pas, mais les modeles cosmologiques prédisent un
redshift de Z ~ 30.

— Plus vieilles galaxies détectées : on les observe avec un redshift Z ~ 8.

Le redshift cinétique

Ce redshift est directement dii au mouvement relatif des astres entre eux, et par rapport a la
Terre. Il peut-étre positif pour des objets s’éloignant, ou négatif pour des objets se rapprochant :
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c’est tres exactement ’effet Doppler tel qu’il est décrit plus t6t dans ce chapitre.

Un tres bon exemple est le redshift obervé sur la lumiere qui nous provient de la galaxie
d’Andromede : on observe toujours un décalage vers le bleu (Z < 0) d’environ Z =~ —0,001.
Cette observation nous a conduit a déterminer qu’en effet la galaxie se rapproche de nous (a une
vitesse de l'ordre de 300 km/s), et rentrera en collision avec la voie lactée d’ici quelques millions
d’années.

Souvent, ce redshift s’ajoute a celui dii a 'expansion. Ainsi, on peut observer le mouvement
relatif, par exemple de gaz atomique chaud, dans un galaxie & haut redshift, en comparant le
redshift des étoiles (“fixes”) et celui du gaz.

Le redshift gravitationnel

On ne s’étendra pas trop sur ce point qui releve purement de la relativité générale. Dans le
cadre de cette théorie, on montre qu’une masse tres importante induit également un dilatation
des durées, et donc des fréquences. Cela se traduit également par un redshift, souvent observé
pour les objets a proximité d’amas stellaires, galactique, ou de trous noirs (centre galactique,
par exemple).
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Chapitre 7

Energie et quantité de mouvement
relativistes

7.1 De nouvelles expressions pour E et p

En mécanique, la quantité de mouvement (ou impulsion) totale et 1’énergie totale d'un sys-

teme isolé sont deux quantités conservées. En mécanique classique, la quantité de mouvement

d’une particule est p = mi, et son énergie (quand elle est isolée) est F = %mT)Q. En relativité

restreinte, ces expressions doivent étre changées : on va montrer dans ce chapitre que, pour
respecter les principes de la relativité restreinte, il faut maintenant écrire

D = 7y, mu, E = ~,mc? avec 7y, = ———— (7.1)

Remarques :

— La vitesse v qui intervient dans v, est la vitesse de la particule dans le référentiel de travail ;
ce n’est pas, comme dans le facteur de Lorentz ~, la vitesse d’un référentiel par rapport a
un autre référentiel.

— La norme |p| de la quantité de mouvement et ’énergie E divergent lorsque la vitesse v
tend vers c : il est difficile pour une particule massive d’avoir une vitesse v proche de ¢, et
il est impossible que sa vitesse atteigne ¢, puisqu’elle aurait alors une énérgie infinie.

— A vitesse nulle (v = 0), la particule a une énergie “de repos”, ou énergie interne, £, , = mc?.
On écrit parfois E = E,, + E,. avec E, = (7, — 1)mc? Iénergie cinétique de la particule,

mais il est souvent plus simple de raisonner directement avec 1’énergie totale FE.

7’ . 2 . . 7
— Lorsque v < ¢, on peut écrire v, >~ 1 + 2”—02 et on trouve, au premier ordre intéressant,
p~miet E~mc?+ %mvz. On retrouve dans ce développement les expressions classiques
de de la quantité de mouvement et de I’énergie cinétique.

— La masse m de la particule dans (7.1) est indépendante de sa vitesse v. '

— Le cas des particules de masse nulle m = 0 et en particulier du photon est a part. Un photon
posseéde une énergie et une quantité de mouvement mais celles-ci ne sont pas données par
les formules (7.1).

1. Dans certains vieux livres, on définit parfois une masse au repos m, et une masse en mouvement m, =
Y,Mo, ce qui permet d’écrire p = m ¥ et E = m,c%. Dans ces vieux livres, il est alors dit que la “masse”
m, augmente avec la vitesse. Dans ce cours, on utilisera exclusivement l’approche moderne, ot la masse m est
indépendante de la vitesse.

93
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Lorsque le systeme n’est pas isolée, la quantité de mouvement varie. Par définition, la dérivée
de la quantité de mouvement est la force totale extérieure F,, :
dp _ d(v,9) _ =

dt =m dt = FCXt (72)

C’est le principe fondamental de la dynamique adapté a la mécanique relativiste. Dans la
limite classique v < c on a 7, =~ 1 et on retrouve l’expression classique ma = ﬁext avec d = dv/dt
I’accélération. On voit cependant que 'accélération @ n’est pas une quantité tres intéressante en
mécanique relativiste.

Nous allons d’abord vérifier sur quelques exemples que les expressions (7.1) satisfont au
principe de relativité, puis nous montrerons comment on peut obtenir ces expressions a partir

de la mécanique lagrangienne. Enfin, nous en explorerons plusieurs conséquences.

7.1.1 Quantité de mouvement relativiste

Dans le référentiel d’étude R, on considere une collision élastique entre deux particules
identiques de masse m qui se déplacent 'une vers I'autre & une vitesse initiale v. Apres la
collision, les particules s’éloignent I'une de 'autre avec, en norme, la méme vitesse v, dans une
direction différente de la direction incidente. On choisit les axes €, et €, selon les axes de symétrie
de la figure de collision, de fagon a ce que la particule 1 progresse toujours dans la direction des
x croissants, voir figure 7.1.

.('le

FiGURE 7.1 — Une collision entre deux particules identiques, notées 1 et 2. La figure de droite
est identique a celle de gauche apres rotation.

On considere le référentiel X qui est en translation uniforme selon €, par rapport a R, de
maniere a ce que la particule 1 ait un mouvement selon €, dans . (C’est-a-dire que X est li¢ a
un observateur se déplagant selon €, pour rester “a la verticale” de la particule 1.) On appelle u
et w les normes des vitesses des deux particules dans R, u étant la vitesse verticale, et o 'angle
que fait la particule 2 avec ’axe €,, voir la partie gauche de la figure 7.2.

Notons ¥ ; et ¥, ; les vecteurs vitesse initiaux (avant la collision) des deux particules, et v ¢
et Uy ¢ les vecteurs vitesse finaux (apres le choc). On a, avec les notations de la figure,

0

—Uu

—W COS ¥ (73)

—wsina’ J wsina

0 . ‘—w cos « .

) U2,f = ‘

En utilisant l'expression p = ~y,m, voir (7.1), la conservation de la quantité de mouvement
s’écrit, apres simplification par m,

YuU1,i T VwV2i = Yo U1¢ + VU2 (7.4)
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FIGURE 7.2 — La méme collision dans les référentiels R (a gauche) et R (& droite).

On n’utilise pas, pour l'instant, 'expression de -, donnée dans (7.1), on va la retrouver par le
calcul. En projetant (7.4) sur 'axe des z, on obtient —v,,w cos & = —~,,w cos a, ce qui n’est pas
trés intéressant. En projetant sur 'axe des y, on obtient, apres simplification,

Yulb = YW Sin . (7.5)

Pour aller plus loin, il nous faut une autre relation entre u, w et a. On va ’obtenir en faisant
un changement de référentiel. On considére donc le référentiel R’ ayant une vitesse —w cos a €,
par rapport a ®. Dans ce référentiel, c’est la particule 2 qui a un mouvement selon €,. (X’
est le référentiel lié a un observateur se déplacant selon €, pour rester “a la verticale” de la

particule 2.) Les formules (6.1) et (6.2) de changement de vitesse donnent, dans R,

W COS (¢ 0 W COS ¢ 1
vy = W v Uy = ‘< )’ vy = ‘ Cu o Ugp= () avec § = —m———. (7.6)
~ ~ ] — wieos?a

c

Ici, v est le facteur de Lorentz associée au changement de référentiel. Les points de suspension
remplacent des expressions compliquées que I'on ne va pas utiliser.

Mais la collision dans le référentiel R est la méme que dans le référentiel R, a part que les
roles des particules 1 et 2 ont été inversées. (Dans le référentiel X', la particule 1 a la vitesse w
et la particule 2 la vitesse u!) En comparant Ug; €t 17’171, on en déduit que l'on a

U
— — wsin a. 7.7
. (1)

Avec (7.5), on en déduit que

2 g2
Y w? cos? a

=2 = g1 (73)

Rappelons que v, est une fonction de u et v, la méme fonction appliquée a w. Dans la limite

ou u est trés petit, on doit avoir v, =~ 1 : c’est la limite classique. On doit aussi avoir a =~ 0,

voir (7.5). On trouve alors, dans cette limite,

w?

L=9\/1——- (7.9)

c
La formule générale pour v, est donc forcément celle donnée dans (7.1). Il faudrait alors, pour
bien faire, vérifier que cette formule fonctionne dans (7.8) méme lorsque u n’est pas petit, c’est-
a-dire que 'on doit avoir

1 1 w? cos? o
- xyf1— L8

u? w2 c?

, (7.10)
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sachant que l'on a aussi (7.7). Cette vérification est laissée en exercice.

7.1.2 Energie cinétique relativiste

On peut retrouver l'expression relativiste de ’énergie cinétique E, en écrivant le théoreme
de I’énergie cinétique;

d(7,9)

dE, =W =F,, -df = F,, -0dt = m— = vdt =md(y,7) - 0. (7.11)

ext *

(6W est le travail infinitésimal fourni par la force F. . On a utilisé le principe fondamental de
la dynamique (7.2) pour exprimer F,.)
En utilisant les propriétés des différentielles, on a

dE, = md(7,) - ¥ = m[d(y

v

v?) — 7,0 - d]. (7.12)

(c’est I'idée a la base de l'intégration par parties...) On remarque que

1 2 —2¢ - dv/c? 1
()= d( 1-%5) = —2-dvje” — o, - dd, (7.13)
2
Yo c 2 /1 _ 10172 C
ce qui donne un expression pour 7, - dd. On reporte dans (7.12) pour obtenir

2

dE. = md [%zﬂ + C—]. (7.14)
Yo
Mais
) ) 2, .2 v? 2
(- ERCRE(NES) ERPR
On obtient donc finalement
dE, = d(y,mc?), et donc E, = y,mc? + Cste. (7.16)

On choisit la constante de maniere a avoir /. = 0 lorsque v = 0, et on obtient

E.= (v, — 1)mc? (7.17)

C

7.1.3 Energie interne et énergie totale

Pour établir I’expression relativiste de I’énergie interne, puis de ’énergie totale, d'une parti-
cule, on va procéder de maniére similaire & ce que 'on a fait pour la quantité de mouvement. On
pose que, pour un systeme isolé, I’énergie totale se conserve lors d’une transformation. Dans le
cas d’une collision inélastique, une partie de ’énergie cinétique est convertie en énergie interne.

On considere deux particules identiques de masse m, allant toutes deux a la vitesse v, et
faisant une collision frontale. A DI’issue de la collision, toute 'énergie cinétique est absorbée et
les deux particules fusionnent pour créer une particule plus grosse, et immobile; voir la partie
gauche de la figure 7.3.

Un premier résultat, crucial, qui sortira du calcul est que

A partir de la collision de deux particules de masse m, on
obtient une particule dont la masse n’est pas égale a 2m.
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Dans X dans R’

, v v v
Etat initial : — e — ®

Etat final : ® o—

FIGURE 7.3 — Une collision inélastique entre deux particules identiques (en haut) qui se com-
binent pour former une particule plus grosse (en bas). A gauche, la collision est vue dans le
référentiel R ot les deux particules incidentes ont la méme vitesse v (en norme). A droite, elle
est vue dans le référentiel R’ ot la particule de droite est immobile.

On va poser m’ la masse de la particule produite, et on va bien voir lors du calcul qu’il faudra
prendre m’ # 2m.

On pose E; , I’énergie interne d’une particule incidente, et E/ , I’énergie interne de la particule
produite. L’énergie totale de chacune des deux particules incidentes est E;, + mc?(y, — 1), le
deuxiéme terme étant 1’énergie cinétique. La particule produite, immobile, n’a pas d’énergie
cinétique et son énergie totale est donc égale a Ei ., son énergie interne. Le bilan d’énergie
s’écrit donc

’
int

2[‘Eint + mCQ(va - 1)] = E]

int*

(7.18)

On considére maintenant la méme collision dans le référentiel R’, qui se déplace vers la gauche &
la vitesse v par rapport au référentiel de départ. Dans &', la particule de droite est initialement
immobile ; son énergie est par définition F. .. La particule de gauche se déplace initialement a

int*
la vitesse 5
)
e — ——— 7.19
YTy v?/c?’ (7.19)

voir (6.1) ; son énergie est donc E,, +mc?(y,. —1). Enfin, la particule obtenue lors de la collision
a une vitesse v; son énergie est donc E , +m’c?(vy, —1). Le bilan d’énergie écrit dans R’ donne

donc

2Eint + mc2<7v* - 1) = Ei/nt + m/62(7v - 1) (720)
En faisant la différence entre (7.20) et (7.18), on élimine les énergies internes F,; et E! .. Apres
division par c?, on obtient

Calculons 7,. :

2

Yo = !1 1 (2“)2] o _ [<1 + 0/ — ] (7.22)

2 \1+v%/c? (14+v2/c?)?

B (1 —0v?/c?)? —1/2 B 1+v%/c? (7.23)
(1 v2/c?)? 1 —v2/c? ’

2
=igge =YL (721

On a donc 7, — 2y, + 1 = 292 — 2y, = 27,(7, — 1). Dans (7.21), on obtient alors aprés
simplification
m’ = 2mr,, (7.25)

qui est supérieur a 2m. Remarquons que la masse de la particule obtenue dépend de la vitesse
v des particules incidentes !
On cherche maintenant a déterminer les énergies internes. Dans (7.18), on développe et on
passe le terme avec v, de 'autre c6té; en utilisant (7.25), on obtient
2[E,

int

—mc?] = E}, —m/c. (7.26)
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Pour que cette équation soit vérifiée quels que soient les choix de m et de m’, la seule solution
est de prendre

E,, = mc? (7.27)

1

On comprends avec cette expression que la masse d’une particule (ou en fait, d’un systéme
quelconque) est directement proportionnelle & son énergie interne. La raison pour laquelle la
masse m’ de I'exemple ci-dessus augmente avec la vitesse v d’'impact est maintenant claire : plus
v est importante, plus il y a d’énergie cinétique a absorber, et donc plus I'énergie interne de la
particule produite est grande et, finalement, plus sa masse m’ est grande.

Cette expression de I’énergie interne montre que 1’on ne peut séparer les notions de masse
et d’énergie d’un objet : on parle alors d’équivalence masse-énergie. On verra dans la suite
que cette équivalence a d’importantes conséquences, notamment car elle suppose que ’on peut
“transformer” la masse en énergie (et réciproquement) comme c’est le cas par exemple dans les
réactions nucléaires.

Pour une particule isolée (non soumise & un potentiel extérieur), I’énergie totale E est la
somme de ’énergie cinétique (7.17) et de I’énergie interne (7.27). On trouve bien, comme an-
noncée,

E = v,mc? (7.28)

7.1.4 Relation entre énergie et impulsion

En partant des expressions de E, p et v, on arrive apreés un petit calcul (& faire en exercice)
a la relation importante suivante :

E? = m?c* + p?c? (7.29)

Une maniére intéressante de lire cette relation est la suivante : ’énergie et I'impulsion d’une
particule dépendent du référentiel choisi, mais la quantité (E/c)? — p? n’en dépend pas. C’est
la méme situation que pour les écarts spatiaux et temporels entre deux événements : Ar et At
dépendent du référentiel, mais (cAt)? — Ar? n’en dépend pas.

En fait, on peut montrer avec un peu de calcul que F/c et p se transforment selon la méme
transformation de Lorentz que les coordonnées ct et 7 lors d’un changement de référentiel : si
R’ se déplace a la vitesse V = ¢ selon 'axe des x par rapport a R, alors

E/c=~(E"/c+ Bpl,) & comparer & ct=~y(ct' + Ba’),
pe =0, +BE'[c) & comparer & x=n(x’ + fet’), (7.30)
Py =Dy, a comparer a Yy =1y, ‘

P, =Dl a comparer 8 z = 2’.

De méme que (ct, z,y, z) est le quadrivecteur temps-position, on appelle (E/c,p,,p,,p,) le
quadrivecteur énergie-impulsion.

7.1.5 Energie et impulsion du photon.

Le photon est un quanta d’énergie lumineuse, certains parlent d’'une “particule ou d’un
corpuscule de lumiere”.

La masse du photon est nulle m = 0.

Le photon est toujours en mouvement. Sa vitesse dans vide dans tous les référentiels est c.
Une conséquence de cela est que le référentiel du photon (ou le photon dans le vide est au
repos) n’existe pas.

La mécanique quantique associe au photon une énergie :
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(7.31)

ol h = 6,626070151073*J - s est la constante de Planck et v la fréquence de I'onde électroma-
gnétique associée au photon dans un référentiel donné.
La relation (7.29) se simplifie pour les photons. Elle devient :

E=pc sim=0, (7.32)

ce qui permet de définir I'impulsion du photon :

E. &
p=—i=""g (7.33)
C C

ol 4 est un vecteur unitaire dans la direction de propagation de I’onde lumineuse associée au
photon dans un référentiel donné.

Puisqu’un photon a une quantité de mouvement non nulle, la lumiére peut “pousser” la
matiére.

7.2 Meécanique lagrangienne relativiste

Dans cette section, on va déterminer le lagrangien relativiste £(7, ¥) pour une particule, puis
retrouver, a partir de ce lagrangien, les expressions (7.1).

On rappelle le principe de moindre action, voir section 2.4 : dans le référentiel (galiléen) R
d’étude, parmi toutes les trajectoires envisageables entre le point 7, au temps ¢, et le point 7,
au temps t,, la trajectoire physique 7(t) est celle qui extrémise (souvent : minimise) ’action

sm:/ﬁazwmﬂm. (7.34)

1

Ici, il faut penser a une trajectoire comme a une longue succession d’événements infiniment
proches : il y a ’événement de départ E,, de coordonnées (7,t;) dans R, puis 1’événement
suivant dont les coordonnées dans R sont (7(¢; + dt),t; +dt), etc., jusqu’a I’événement final F,
dont les coordonnées dans R sont (7, t,).

Pour satisfaire au principe de relativité, le probleme a résoudre est le suivant : comment
choisir £, et donc S, de maniere a ce que la trajectoire physique soit indépendante du référentiel,
c’est-a-dire passe par la méme succession d’événements, quel que soit le référentiel. Bien sir,
les coordonnées (7(t),t) des événements dépendront du référentiel, mais pas les événements eux-
meémes.

Pour garantir le principe de relativité, la solution la plus simple, et qui s’avere correspondre
a la réalité, est de faire en sorte que l’action S soit un invariant relativiste, ¢’est-a-dire que S ne
dépende pas du référentiel. Ainsi, la succession d’événements qui minimise S sera automatique-
ment indépendante du référentiel.

Pour une particule libre, la seule maniere d’obtenir une action qui soit un invariant relativiste
et qui s’écrive comme une intégrale le long de la trajectoire est la suivante :

E,
Sltrajectoire] = K/ ds, (7.35)

Ey

ou K est une constante a déterminer, F; et E, sont respectivement les événements de départ et
d’arrivée, et ou ds est [’intervalle d’espace temps infinitésimal entre deux événements successifs
de la trajectoire, voir section 5.3.

La signification de (7.35) est la suivante :
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— On découpe la trajectoire en une succession d’événements infiniment proches, partant de
E; et arrivant en E,.

— On calcule les intervalles d’espace temps infinitésimaux ds entre deux événements successifs
le long de la trajectoire, et on somme tous ces intervalles.

— On multiplie par K, a déterminer.

Comme les les intervalles d’espace temps infinitésimaux ds sont des invariants relativistes, on
obtient automatiquement une action S indépendante du référentiel.
On se place maintenant dans un référentiel & donné. Dans ce référentiel, les événements

composant la trajectoire sont de la forme (7(¢),t). L’intervale d’espace temps infinitésimal ds
entre deux événements successifs s’obtient alors en écrivant

(ds)? = c2(dt)? — (dF)? = 2(dt)? [1 _ 1 (jj) ] — 2(dt)? [1 _ ®] . (7.36)

c2

On prend la racine carré et on reporte dans (7.35)

~ Ke / dm/l— o (7.37)

Par identification avec (7.34), on obtient le lagrangien relativiste de la particule libre :

72
=l (7.38)
Pour le lagrangien de la particule soumise & une force extérieure, dans les cas simples, il faudra
comme d’habitude enlever le potentiel U(7), c’est-a-dire écrire £ = Ly, — U(F) avec Ly
donné par (7.38).2

Déterminons maintenant K. Dans la limite classique v < ¢, on a y/1 —v2/c2 ~ 1—v2/(2c?),
et donc £ ~ Kc— Kv?/(2¢). La quantité Kc est une constante qui ne modifie pas les équations
du mouvement et peut étre ignorée. Il reste —Kv?/(2¢) qui doit étre, dans cette limite classique,
égal a I’énergie cinétique de la particule. On en déduit que K = —mc et donc, finalement,

732
£(F,7) = —me?y /1 — %2 —U®) (7.39)

C’est le lagrangien relativiste de la particule soumise a une force extérieure “simple”. On re-
marque que ce lagrangien n’est pas de la forme T — U avec T I’énergie cinétique de la particule.

A partir du lagrangien, on peut calculer Pimpulsion p par la formule générale, voir la sec-
tion 2.3.4 :
0L oL oL

-~ - = =, 7.40
Pa ov,’ Py ov,’ Pz v, (7.40)

Un petit calcul, a faire en exercice, montre que ’on retrouve bien I'expression de p dans (7.1),

a savoir p = ,mu. Pour une particule soumise a un potentiel U(7), les équations de Lagrange

%pi = % redonnent bien le principe fondamentale de la dynamique (7.2).

2. Afin que l'action S reste un invariant relativiste, il faudra que U(7) se transforme de maniére adéquate lors
d’un changement de référentiel. On se rendra alors compte que la quantité a enlever, qui ne sera plus un potentiel,
devra alors dépendre également de la vitesse... En fait, ce n’est pas étonnant : si le systéme est un électron se
déplagant autour de charges fixes, alors I’électron est soumis & un potentiel U(7) = —eV (7), avec V le potentiel
électrostatique. Dans un autre référentiel, les charges qui étaient fixes sont maintenant en mouvement, il y a un
champ magnétique B et une force —e A B qui dépend de la vitesse.
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On a vu dans la section 2.3.5 que la quantité H = ZZ g;p; — £ étaient conservée si le
lagrangien ne dépendait pas explicitement du temps. Cette conclusion reste vraie en mécanique
relativiste. Pour une particule dans un champ, cela donne

H=ip,+9yp,+ip,—L£=70-p—L=r,mv*— L. (7.41)

Mais on peut réécrire (7.39) en £ = —y,mc?(1—v?/c?) —U = —y,mc? +v,mv? — U. On obtient
donc
H=~mc*+U. (7.42)

C’est I'expression de I’énergie d’une particule dans un champ U. En particulier, le premier terme
v,mc? est bien I'énergie de la particule libre, voir (7.1).

Pour un systeme de particules, le Lagrangien sera de la forme ZZ —m,;c*\/1 —v?/c? —
U(7,...,7y). Les conclusions de la section 2.3.4 restent valides : I’énergie totale est conser-
vée; si le lagrangien est invariant par translation, alors la quantité de mouvement totale est
conservée, etc.

7.3 Equivalence masse-énergie

Cette partie traite de la conséquence de I'existence de 1’énergie au repos et de I’équivalence
masse-énergie prévue par la relativité restreinte.

7.3.1 Ordres de grandeur

On peut associer la masse m d'un objet & son énergie interne F,, = mc? En ordre de
grandeur, on peut calculer a quelle énergie équivalente correspondent quelques masses usuelles.

Echelle macroscopique, m = 1g : Si on fait le calcul, on peut associer & cette masse une
énergie au repos de B, = 1073 x (310%)2 = 910" J ~ 2,5107 kW h. A titre de compa-
raison, c’est ce que produit une centrale nucléaire en 24 heures, et c’est la consommation
électrique moyenne de 10000 personnes pendant un an.

La masse au repos peut donc étre considérée comme une trés importante réserve d’énergie
équivalente, pour peu que 'on puisse I'extraire par des processus de désintégration.

Echelle microscopique, m = 1u : On rappelle que P'unité de masse atomique u est, en
gros, la masse d’un proton ou d’un neutron. Précisément, elle est est définie comme un
douzieme de la masse du carbone 12, et vaut 1u =~ 1,66 10727 kg. Cette masse correspond
A une énergie au repos de Ey,(1u) ~ 1,6610727 x (310%)? ~ 1,5107°J ~ 1GeV. (On
rappelle que I’électron-volt, eV, est défini comme 1’énergie cinétique d’un électron accéléré
par une différence de potentiel de 1V, soit 1eV ~ 1,6 10719 J.) Un calcul plus précis donne

E,(1u) = 1uc? = 931,5MeV. (7.43)

Ainsi, souvent, ou trouve les masses des particules exprimées non pas en unité de masse
atomiques, mais en énergie équivalente. Pour information, voici les masses de quelques
particules subatomiques en u et en eV/c? :

Electron m, ~ 54871073 u =~ 511,1keV/c?
Proton Myroton = 1,00751 = 938,5 MeV /c?
Neutron Myeutron = 1,00871 = 939,6 MeV /c?

Muon p* m, ~0,113u ~ 105,6 MeV /c?
Boson de Higgs HY myo ~ 134u ~ 125 GeV/c?
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7.4 Collisions et loi de conservations

Lors d’une collision entre particules, la quantité de mouvement totale (de l’ensemble des
particules, c’est-a-dire d’un systéme isolé) et 1’énergie totale se conservent.

Les expressions que nous avons établies pour la quantité de mouvement et 1’énergie per-
mettent de concilier cette exigence de conservation avec les postulats de la relativité restreinte.

Une conséquence de la théorie est que la masse n’est pas nécessairement conservée
lors de collisions entre particules!

7.4.1 Un exemple de réaction nucléaire : fission de 'uranium-235

A titre d’exemple, nous étudions une réaction nucléaire d’importance industrielle de pre-
mier plan puisque c’est une des réactions ayant lieu dans les centrales nucléaires permettant la
production d’électricité.

Un neutron entrant en collision avec un noyau d’uranium-235 peut fissionner ce dernier en
deux noyaux plus légers tout en émettant des neutrons.

On rappelle qu'un noyau donné se note : éX, ou A est le nombre de masse, c’est-a-dire
le nombre de nucléons (protons et neutrons) composant le noyau. Z est le nombre de charges,
c’est-a-dire dans le cas d’un noyau, le nombre de protons. Z donne la nature de 1’élément dont
il est question. Le nombre de neutrons est alors donné par N = A — Z. Deux noyaux ayant le
méme Z, mais des A différents sont deux isotopes du méme élément.

Une des réactions de fission de I'uranium 235 est la suivante :

25U 4 by s MBay 2Kr 43 . (7.44)

(On note in ou, plus simplement n pour un neutron.)

Cette réaction conserve le nombre de masse A et le nombre de charge Z.

Elle conserve aussi la quantité de mouvement totale, c’est-a-dire que dans un référentiel R
donné on a :

P2V + p(n) = p(*4'Ba) + p(?Kr) + p(1°* n) + p(2° n) + p(3° n). (7.45)

L’énergie totale est également conservée si bien qu’en notant (dans R) F; Iénergie totale
du noyau d’uranium et du neutron absorbé, et E, 1’énergie totale des noyaux de Baryum et de
Krypton et des trois neutrons émis, on a :

E, = E,. (7.46)

Si on sépare 1’énergie totale en une partie d’énergie cinétique E,. et une partie d’énergie
interne mc? ol m est la masse totale des particules au repos, on arrive a :

E, + myc? = E. + myc?, (7.47)

qui conduit a :
E, —E. = (m; —my)c?. (7.48)

c

En pesant les différentes particules au repos, on se rend compte que m; > my (m; — my =~
0,185u), et que donc :

E, —E. = (m; —my)c® ~0,185uc® ~ 172,4 MeV. (7.49)

C

Cette réaction crée donc une variation d’énergie cinétique qu’on retrouve dans les produits
de la réaction.
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Cette énergie cinétique peut étre transférée, par exemple, a des molécules d’eau qu’on aurait
mis dans ’environnement proche des réactifs. L’eau recevant cette énergie peut ensuite se vapo-
riser et faire tourner une turbine. C’est sur ce principe que fonctionnent les centrales nucléaires
générant la majeure partie de 1’électricité produite en France.

Il faut bien comprendre que cette réaction n’a pas créé d’énergie. Elle a transformé de I’énergie
de masse en énergie cinétique.

7.4.2 Création de paire

La création de paire est un effet purement relativiste : il s’agit de la génération spontanée
de masse, en I'occurrence la paire d’un électron e~ et d’un positron e*, & partir d’'un photon
suffisamment énergétique (qui est annihilé pendant le processus). On va étudier cette création
de paire et mettre en évidence a quelles conditions elle peut avoir lieu, en se basant sur les lois
de conservation.

Impossibilité de la création de paire dans le vide a partir d’un seul photon

On pourrait imaginer qu’un photon isolé puisse spontanément se transformer en une paire
électron impulsion, comme sur la figure 7.4, mais c’est impossible.

y y
A A
1 1
1 1
1 1 P
1 |
1 1
1 1 %
1 1 -
Photon incident Ej, 1 i f,/
1 17
_WA\/AV&V& —a----- >X  ----- Fommmmmmm o > X
s 1 [
pph : : +e,
s
: SN
| :
1 1
1 1
1 1 i
Etat initial !  Etatfinal

FIGURE 7.4 — Schéma de principe de la création de paire dans le vide

En effet, dans cette situation, on pourrait trouver un référentiel galiléen R’ ou les deux
particules produites ont une impulsion totale nulle. (C’est le référentiel de centre de masse.) Par
conservation de I'impulsion, le photon incident devrait également avoir une impulsion nulle dans
ce référentiel, ce qui est absurde.

Création de paire dans la matiére

La réaction de création de paire a partir d’un photon peut avoir lieu en présence d’un corps
annexe de masse M, voir la figure 7.5.

On suppose que la masse M est initialement au repos avant la collision avec le photon, puis
est animé d’une quantité de mouvement p,, apres le choc. Ainsi, son énergie avant collision est
son énergie au repos Mc?, et son énergie aprés collision peut s’exprimer en fonction de p,, par
Ey\ = \/p3,c? + M?c*. Si on applique la conservation de I'énergie totale au systéme (photon +

masse M) :
E,, + Mc* =~ mc® 4+ y,mc® + 4 /p3,c? + M2c?,
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FIGURE 7.5 — Schéma de principe de la création de paire dans la matiere

ou v, est le facteur v du positron (animé d’une vitesse v, ) et y_ est le facteur v de I’électron
(animé d’une vitesse ¥_).

Au seuil de la réaction (E,, = Eg), les électrons/positrons sont par définition formés au
repos, et donc leur énergie vaut mc?. Ainsi, au seuil, on peut écrire :

Eg+ Mc* =2mc? + \/pi e + M2c?

Si on applique maintenant la conservation de la quantité de mouvement au seuil de la réac-
tion, on trouve :
. Es .
Ppn = e Uy = Ppm
C’est-a-dire que la quantité de mouvement initiale du photon a été transférée a M. On voit ainsi
que la présence du corps M permet a la réaction de respecter la conservation de p,,,.
On peut donc injecter ’expression de p,, dans I’équation de la conservation de 1’énergie pour

déterminer Eg :
Eg+ Mc* =2mc® + \/ E% + M?c*

On vérifie que cette équation a une solution dés que M > 2m ; en pratique la masse M est souvent
un atome, et donc M > m. Dans ce cas, on peut montrer que . Ainsi, la création
de paire est un processus qui peut avoir lieu dans la matiére, a partir du moment
ol le photon a une énergie supérieure ou égale a 2mc?. En pratique, m = 511keV/c?, et
donc on observera la création spontanée de paire électron/positron pour des photons d’énergie
E,, >1,02MeV.

Remarques : On peut également trouver d’autres processus associés a la création de paire.

— Reéaction inverse : Dans ce cas, le processus provient de la recombinaison d’un électron et
du positron, pour former un photon. Dans ce cas encore, la conservation de la quantité
de mouvement impose la présence d’un troisieme corps, et la réaction ne peut pas se faire
dans le vide.

— Création de paire par choc photon-photon : Dans ce cas, la paire électron/positron est
générée lors d’un collision entre deux photons suffisament énergétiques. Ce processus peut
avoir lieu dans le vide. En cosmologie, on considere qu’il s’agit d’une des premiere réactions
(dans les premieres millisecondes du Big Bang), ayant conduit & 'apparition des premiéres
particules massiques dans 1'univers.
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Appendice A

Les lois de la mécanique newtonienne

Dans cet appendice, nous rappelons les lois de Newton pour un point matériel et montrons
comment elles se généralisent & un systeme de points.

A.1 Lois de la mécanique pour un point matériel

Pour un point matériel o, on note m, sa masse, M, sa position, et F’a la résultante des
forces appliquées sur ce point . On note également 7, = O—]\fa son vecteur position, ou O est
un point fixe que I'on se donne dans le référentiel d’étude. La vitesse et 'accélération du point
matériel sont alors ?:a et ?a On rappelle la définition de ["impulsion ou quantité de mouvement
D,, d’un point matériel : .

Do = My Ty (A1)

On rappelle les lois de Newton pour un point matériel :

N1 : principe d’inertie Il existe des référentiels, dits inertiels ou galiléens, dans lesquels le
mouvement d’un point matériel isolé ou pseudo-isolé est rectiligne et uniforme.

N2 : principe fondamental Dans un référentiel galiléen, on a

Bo = myiy =F.,. (A.2)

e

-

N3 : actions réciproques Si un point matériel o exerce une force F,, 5 sur un point matériel

B, alors le point matériel 5 exerce sur le point a une force ﬁ’ﬂa opposée a Faﬂ. De plus,
ces forces sont dirigées selon ’axe reliant les deux points matériels :

ﬁﬁa = —ﬁaﬁ, ces forces étant colinéaires a 75 — 7, = M, Mp. (A.3)
On rappelle également trois théoremes importants :
Théoréme du moment cinétique

4 [on, np,] - %[OTWQA(%?Q) — OM, A F

= (A.4)

ot OM,, AP, = OM,, A (m,7,) est le moment cinétique du point matériel o par rapport
au point O et OM_, A F,, est le moment des forces exercées sur o par rapport au point O.

Théoréme de ’énergie cinétique

d[%ma(?a)Q] —F .dr,, (A.5)

ou $m,(T,)? est l'énergie cinétique du point matériel a et ou F, - d7, est le travail

(infinitésimal) de la force F., pendant le déplacement infinitésimal d7 .

107
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Théoréme de I’énergie mécanique Supposons que l'on puisse écrire
rh __ rhconservatif rhdissipatif rhconservatif __ 2
F,=F¢ + FY , avec F =-VU(7,), (A.6)

(on dit que la force conservative F<mservatil dérive du potentiel U.) Alors

A[ma(F)? + UG,)| = Bt a7, (A7)

Le terme dans le crochet est [’énergie mécanique du point matériel.

A.2 Ensemble de points matériels

Définitions et notations

On considére un systeme constitués de N points matériels, indexés par les lettres grecques
(a, B, etc.) On garde les méme notations que dans la section précédente : m,, est la masse du
point matériel o, M, sa position, 7, son vecteur position, F’a la résultante des forces s’exercant
sur ce point, p,, 'impulsion de ce point.

On va pouvoir écrire les propriétés du systéme comme des sommes sur les points matériels
a. Par exemple, la premiére relation tres simple donne la masse m,,, du systeme :

N
Moy = Zma. (A.8)
a=1

Ici, N peut aussi bien étre petit, égal & 2 ou 3 (pour étudier quelques points matériels en
interaction), ou trés grand, d’ordre 1020 ou plus, pour étudier de la matiére macroscopique : les
N points matériels du systéme représentent alors tous les atomes constituant la matiere.

Lorsque l'on étudie de la matiére macroscopique (N grand), il est souvent plus pratique
d’adopter une démarche ou ’on traite la matiére comme étant continue. Dans cette approche,
on note

— L’élément de volume

dV = d37. (A.9)

C’est un volume tout petit a ’échelle macroscopique, mais contenant néanmoins beaucoup
d’atomes, localisé autour de la position courante 7 : cet élément de volume est adapté aux
coordonnées choisies : en cartésien, 7 = (x,y, z) et dV = da dydz est le volume de la région
obtenue en faisant varier ’abscisse entre x et x + dx, 'ordonnée entre y et y+ dy et la cote
entre z et z + dz.

— L’élément de masse dm, et la masse volumique locale p(7,t)
dm = p(7,t)dV, (A.10)

dm est la masse contenue dans le volume dV et p(7,t) la masse volumique du systéme
autour du point 7 a 'instant t. Dans cette approche, (A.8) devient

Myoy = /// dm = /// p(7,t)dV. (A.11)

(L’intégrale se fait sur le volume total du systéme. Nous écrivons en bleu les formules
correspondant a cette approche continue.)
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A.2.1 Impulsion du systéme et centre de masse

L’impulsion totale p,,, du systeme est égale a la somme des impulsions des points matériels :

Prot = Za:f?a = Za:m ZmaaOM T [Z@:mama] (A.12)

(Les sommes sur « vont évidemment de 1 & N, mais on ne 1’écrit plus pour alléger.)
On introduit le centre de masse C' du systeme par la relation

M OC => " m,0M, (A.13)

On vérifie (en exercice) que la définition C' donnée dans (A.13) est indépendante du choix du
point O. Autrement dit, la relation (A.13) reste valable si on remplace le point O par n’importe
quel point. En particulier, en remplagant O par C, on obtient

> m,CM, =0. (A.14)

Posons 7, = OC le vecteur position du centre de masse. En reportant (A.13) dans (A.12),
on obtient

ﬁtot = Zma?}a = mtot?}C (A15)
«

Autrement dit,

L’impulsion totale d’un ensemble de points est égale a l"'impulsion qu’aurait un unique
point matériel de masse m,,, situé au centre de masse C.

Réécrivons les relations importantes dans 'approche continue. On a besoin d’introduire 9(7, t)
qui est la vitesse moyenne de la matiére dans le volume dV autour du point 7 au temps ¢.

Prot = ///U(F,t) dm,  myTo = ///de (A.16)

Il reste vrai (bien stir) que p,,, = M7, mais c’est un peu plus difficile & démontrer sous cette
forme...

A.2.2 Principe fondamental de la dynamique

Dérivons deux fois (A.13), et appliquons la seconde loi de Newton a chacun des points

matériels
Myt T = ZmaFa = ZFa. (A.17)

On décompose la force totale s’exercant sur le point a de la maniére suivante :

pta
ot F._,, est la force exercée par des objets extérieurs au systéme sur le point «, et ot F, 3o €st

la force exercée par le point § sur le point a. La somme dans (A.18) est donc la contribution
totale de toutes les forces intérieures (venant du systéme lui-méme) agissant sur le point . On

a alors
ZF _Z eXta+ZZﬁBa Z ext ot (Alg)

o Bt
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En effet, le terme avec une double somme est nul :

ZZFBQ: Fy,+Fy +Fyy +
a Bta B - -
+F 5 + Fyo + Fyop +
+F 5+ Fyg + Fys+
+Fyy+ Fyy + Fiy + -
_.I_...

(A.20)

Mais, d’apres le principe des actions réciproques, on a 1321 + F’m = 6, F'31 + ﬁ13 = 6, etc. On
voit que tous les termes de la double somme s’annulent deux a deux.

Finalement, ) )
mtot?c = Zma? Z ext,a* (A21)
«

Le mouvement du centre de masse d’un systéme est celui qu’aurait un point matériel
de masse m,,, soumis da la somme des forces extérieures agissant sur le systéme.

A.2.3 Moment cinétique

Posons EO le moment cinétique total du systeme par rapport a un point O :

EO—ZOM A ( Zr A (m, T, ///r/\vrt (A.22)

On dérive par rapport au temps pour obtenir le théoréme du moment cinétique d’un ensemble
de points matériels :
d- a3 3 o =
dtLO = Z [Fo A (myTy) + o A (myTy)] (A.23)
(6%
Le premier terme dans la somme est nul (produit vectoriel entre deux vecteurs colinéaires), et
dans le deuxiéme terme, on applique le principe fondamental de la dynamique :

LO_ZOM NE, _ZOM A exm+z;074wﬁﬂa, (A.24)

ou on a réutilisé la décomposition (A.18). Ici aussi, le terme avec la double somme est nul.
Vérifions simplement que le terme (a = 1,8 = 2) et le terme (v = 2,5 = 1) ont une somme
nulle :

Mais la force Ij’Q’l est alignée avec M,M;, et donc le produit vectoriel est nul.
Finalement :

d -
dt LO - ZOM /\ ext s (A26)

La dérivée du moment cinétique total du systéme par rapport da un point O fize est
égal a la somme des moments des forces extérieures s’appliquant sur le systéme.
A.2.4 Point d’application du poids ou d’une autre force extérieure

Considérons la contribution du poids sur le systéme. Chaque point matériel ressent la force
m,§, et le poids total est

poids = Z Mo = Myt § (A.27)
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(On a utilisé le fait que g, étant constant, pouvait se factoriser.)
Le moment total du poids par rapport au point O est

o(poids) = Z OM, A ( = (Z mama> AG=mu OCAG=O0CN (my,g). (A.28)

Dans (A.21) et (A.26), on obtient donc, en notant F

oxt.o 168 forces extérieures autres que le
poids,

d -
mtotTC = Mg + Z ext,a a Lo = 0C A (Mot ) + Z OM, NF, exta (A.29)

On voit donc que I'on peut remplacer toutes les forces m,, g agissant sur tous les points matériels
du systéme par une unique force m, g s’appliquant au centre de masse C.

On peut considérer que le poids s’applique uniquement en C.

Ce type de raisonnement peut étre mené (plus difficilement...) avec d’autres forces qui
agissent sur plusieurs points matériels en méme temps. Pour prendre trois exemples :

— Dans un solide immergé, La poussée d’Archimede est la résultante de toutes les forces de
pression qui s’exercent sur la surface du solide. On peut remplacer toutes ces forces par
une seule force s’appliquant au centre du volume immergé.

— La force aérodynamiques de portance (ou celle de trainée) agit également sur tous les
éléments de la surface d’un systéme, mais elle peut étre remplacée par une seule force
s’appliquant en un point appelé le centre de poussée.

— La force de réaction d’'un support sur un systéme agit sur tous les points matériels du
systéme en contact avec le support, mais on peut remplacer toutes ces actions par une
seule force s’appliquant en un certain point de la surface de sustentation.

A.2.5 Théoreme de I’énergie cinétique

Posons T'I’énergie cinétique totale du systeme :

7= zaj %m ) W Lo (A.30)

Le théoréme de I’énergie cinétique s’écrit alors, pour un systéme de points,

dT = > " F, - d#, (A.31)

On pourrait essayer de décomposer F,, en forces extérieures et forces intérieures, comme dans
(A.18), mais ¢a ne sert a rien car les travaur des forces intérieures ne s’annulent pas. Par
exemple, la travail total des forces F;, et Fi est

F‘lQ'd/I_’:Q—I_F}‘Ql'd’Fl:F’12'(d?2_d7jl)' (A32)

Cette quantité n’est, en général, pas nulle. On garde donc (A.31), avec les forces intérieures, et
le théoréme de 1’énergie cinétique s’énonce :

Dans un systeme de points, la variation d’énergie cinétique est égale a la somme des
travaux de toutes les forces, y compris les forces intérieures.
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A.2.6 Théoreme de I’énergie mécanique
Supposons que ’on puisse écrire

Fa — F;onservatlf 4 F&ils&patlf? avec Fgéonservatlf — _V?QU(?lﬂjz’ 7/FN) (A33)

(La notation @; correspond au gradient en supposant que la position 7, varie alors que toutes
les autres positions dont fixes.) Si on considére U comme une fonction des 3N variables x, y;,

21, Toy Yo, 2oy 5 Ty YNy 2N, & différentielle de U s’écrit, par défintion,
oUu oUu oU
dU = —d —d —dz,|. A.34
S G et g+ g (A3

Mais le terme dans la somme est @FQU -dr,, et on a donc I’écriture plus compacte
AU =Y "V, U-di, == Feomenatil. gz (A.35)
(3 (e}

En utilisant cette expression dans le théoreme de 1’énergie cinétique, on obtient finalement le
théoreme de I’énergie mécanique :

d[T+ U] =) Flissiatif . g7 | (A.36)
«
Dans un systéme de points, la variation d’énergie mécanique est égale a la somme
des travaux des forces dissipatives, y compris les forces dissipatives intérieures.
Attention, il y a une énergie potentielle U pour tout le systeme, qui dépend de toutes les positions.
Il ne faut pas écrire une énergie potentielle par particule! Par exemple, si N = 3 points matériels
sont en interaction gravitationnelle, on a

mymy Mgy

oM L o

U(7,75,73) = G— - — = — -,
B |7y — 74| [73 — 74| |75 — 7o

(A.37)

A.2.7 Référentiel du centre de masse et théoremes de Konig

Le référentiel barycentrique ou référentiel du centre de masse du systéme est le référentiel
en translation par rapport au référentiel d’étude (et donc, sans rotation) dans lequel le centre
de masse C est est immobile. Si (O, é’x,é'y,é’z) est un repere lié au référentiel d’étude, alors
(C,é,,€,,€,) est un repere lié au référentiel barycentrique.

Attention! A moins que C n’ait un mouvement rectiligne uniforme, ce référentiel n’est pas
galiléen.

On a O—JWO; = O0C + C—]\/[a, c’est-a-dire 7, = 7o + 074&. En dérivant par rapport au temps,
on obtient .

P, =Tc+ 0. avec 0, = CM,, (A.38)

C’est la loi de composition des vitesses dans un changement de référentiel. Ici, ¥/ est la vitesse
du point matériel o dans le référentiel barycentrique, c’est-a-dire la vitesse du point matériel «
par rapport au point C.

On introduit L, le moment cinétique par rapport a C' dans le référentiel barycentrique :

Ly=> CM, A (m,0}), (A.39)
[e3
et T”, ’énergie cinétique dans le référentiel barycentrique :
1
T = = v!)2. A .40
S 5mal) (A.40)

Les théorémes de Konig permettent de relier Lo & L, et Ta T.
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Premier théoréme de Konig

Partant de (A.22), on a

Lo=Y OM,A(m,i,) =Y (OC+CM,)A(m,7,)

o . o L . . . A41
=O0CNY myty + > CM, A(m,i,) = OC A (muFc) + > CM, A (m,7,) (.41

On a utilisé (A.15). On se concentre maintenant sur le second terme ; en utilisant (A.38),

D CM, A(myi,) =Y CM, A (mytc+m,0,) =Y m,CM, ANig+ Y CM, A(m,b,).

Le premier terme est nul : il suffit de factoriser par v, et d’utiliser (A.14). Le deuxiéme terme
est L, voir (A.39). On obtient donc

Lo = OC A (myFe) + L (A.42)
C’est le premier théoreme de Konig :

Le moment cinétique d’un systéme de points est égal au moment cinétique d’un point
matériel de masse m,,, situé en C, plus le moment cinétique du systéme par rapport
a C dans le référentiel barycentrique.

Second théoréeme de Konig

Remarquons tout d’abord que l'impulsion dans le référentiel barycentrique est nulle. En
utilisant (A.38), on a
> mg B =Y mat,— Y myFo=0. (A.43)
(7 (e o

En effet, les deux termes sont égaux a my, 7', voir (A.15).
On passe maintenant & ’énergie cinétique ; partant de (A.30) et en utilisant (A.38), on a

T =3 omaa)? = 3 gmalio + )7 = 3 Sma (o) + 3 sma )7 + Y meic .
: : : . : (A.44)
Dans le premier terme, on met %(?0)2 en facteur et la somme sur « restante donne m,. Le
deuxiéme terme est I’énergie cinétique dans le référentiel barycentrique, voir (A.40). On voit que
le troisiéme terme est nul en mettant 7.‘0 en facteur et en utilisant (A.43).
Finalement, on obtient le second théoreme de Konig,

1 3
T = §mt0t(7’c)2 + T (A.45)
L’énergie cinétique d’un systéme de points est égal a l’énergie cinétique d’un point
matériel de masse m,,, situé en C, plus I’énergie cinétique du systéme dans le réfé-
rentiel barycentrique.
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