
Examen LP201 - version 3

Exercice 1 - Transfert d’énergie d’un système {masse-ressort} à
une corde

Dans le dispositif ci-contre, un point matériel
M de masse m se déplace sans frottements
sur l’axe vertical Oy.

On accroche une corde infiniment longue à la masse m. On note y(x, t) l’amplitude des
petits mouvements transverses de la corde, et y(0, t) = yM(t). La corde, de masse linéique
µ est tendue avec la tension T (que l’on supposera de norme constante par la suite, c’est-
à-dire indépendante de x et de t). Son ébranlement se limite à celui d’une onde progressive
transverse se déplaçant dans le sens des x croissants y(x, t) = f(t− x

c
), où la célérité des

ondes est c =
√

T/µ.

On accroche également un ressort vertical à la masse m. Le ressort a une raideur kr et
son allongement est nul pour yM = 0. La projection de la force exercée par le ressort sur
la masse m sur l’axe vertical s’écrit donc : −kryM .

La pesanteur est négligée dans tout l’exercice.

On donne m = 0.5 kg, kr = 104 N.m−1, µ = 0.1 kg.m−1, T = 10 N.

1. Soit F (x, t) la composante sur Oy de la force exercée par la partie de la corde située
à droite de x sur la partie située à gauche de x, et v(x, t) = ∂y/∂t la vitesse de la corde
en x.

1.1 Exprimer F (x, t) en fonction de T et de ∂y/∂x.

La projection de la tension de la corde sur l’axe Oy s’écrit :

F (x, t) = T sin α ∼ T tan α ∼ Tα soit F (x, t) = T
∂y

∂x

avec α =
∂y

∂x
l’angle entre la corde et l’axe Ox.

1.2 Montrer que l’impédance de la corde définie par Z =
F (x, t)

v(x, t)
est constante (on se



servira de y(x, t) = f(t− x

c
)). Calculer Z en fonction de µ et T .

Pour une onde progressive y(x, t) = f(t− x/c), on a :

F (x, t) = T
∂y

∂x
= −T

c
f ′(t− x/c) et v(x, t) =

∂y

∂t
= f ′(t− x/c)

D’où : Z =
F (x, t)

v(x, t)
= −T

c
c’est-à-dire Z = −

√
µT = cste

L’impédance de la corde est constante et ne dépend que des paramètres du milieu
où se propage l’onde (la corde) et non des paramètres de l’onde (amplitude, fré-
quence, phase). Le signe − signifie que force et vitesse d’un élément de corde sont
en opposition de phase.

1.3 Que devient la relation précédente en x = 0 ? Donner alors l’expression de la
composante verticale FM de la force exercée par la corde sur la masse m en fonction de

Z et de ˙yM =
dyM

dt
. Commenter.

L’expression trouvée pour Z est valable quelque soit x.

En particulier FM = F (0, t) = Zv(0, t) = Z
dyM

dt
, d’où : FM = −

√
µT ẏM .

Cette force, dite de frottement fluide, est opposée à la vitesse du point M , elle
entraîne un amortissement du mouvement de M .

2. On considère désormais le système {masse m}.

2.1 Montrer que l’équation différentielle du mouvement de M peut se mettre sous la
forme suivante :

ÿM + 2λẏM + ω2yM = 0 (A)

avec λ =

√
µT

2m
et ω =

√
k

m

La relation fondamentale de la dynamique appliquée au système {masse m} s’écrit :
mÿM = −kryM −

√
µT ẏM , où :

• −kryM est la force exercée par le ressort sur la masse m

• −√µT ẏM est la force exercée par la corde sur la masse m

Cette équation est effectivement du type de l’équation (A), avec :

λ =

√
µT

2m
et ω =

√
k

m

2.2 Application numérique : Calculer λ et ω. Vérifier : λ ¿ ω.

On trouve : λ = 1 s−1 (constante d’amortissement), et ω = 200 rad.s−1 (pulsation
propre).
On vérifie λ ¿ ω, ce qui signifie qu’il y a peu d’amortissement (frottements faibles).

2.3 Calculer le discriminant ∆ de l’équation différentielle (A). Compte-tenu de λ ¿ ω,
écrire ∆ en fonction de ω seulement (cela revient à faire un développement limité à l’ordre



0 en λ/ω). Dans quel régime est-on ? Que vaut la pseudo-pulsation ?

∆ = 4(λ2 − ω2) ∼ −4ω2 < 0
Il s’agit du régime pseudo-périodique, peu amorti. La pseudo pulsation est√

ω2 − λ2 ∼ ω.

2.4 On cherche une solution de l’équation (A) sous la forme yM(t) = Ae−λt cos (ωt + ϕ).
Montrer que A ' a et ϕ ' 0 sachant qu’à t = 0, yM(0) = a et ẏM(0) = 0. On se servira
encore de la relation : λ ¿ ω.

Les conditions aux limites s’écrivent :

• ẏM(0) = −Aλ cos ϕ− Aω sin ϕ = 0, d’où tan ϕ = −λ

ω
' 0, soit ϕ ' 0.

• yM(0) = A cos ϕ = a d’où, avec ϕ ' 0, A ' a.

On obtient donc : yM(t) = ae−λt cos (ωt)

2.5 Tracer l’allure de yM(t).

Voir sur la dernière page.

3. On considère désormais le système {masse m + ressort}.

3.1 Écrire l’énergie mécanique E du système sous la forme de deux termes :
– Ec, énergie cinétique de la masse m que l’on exprimera en fonction de m et ẏM

– Ep, énergie potentielle du ressort, que l’on exprimera en fonction de kr et yM .

E = Ec + Ep, avec :

• Ec =
1

2
mẏ2

M , énergie cinétique de la masse m

• Ep =
1

2
kry

2
M , énergie potentielle du ressort

3.2 On admet que la dérivée de yM(t) = ae−λt cos (ωt) peut s’approximer1 par
ẏM(t) = −ωae−λt sin (ωt).
Montrer que les valeurs moyennes temporelles des énergies Ec et Ep sont égales. Notons
que e−λt n’est pas affecté par le processus de moyenne temporelle2. On notera < X > la
valeur moyenne temporelle de la grandeur X.

1Cela revient à ne dériver que le cosinus, ce qui est correct car λ ¿ ω, c’est-à-dire que “le cosinus varie
beaucoup plus vite que l’exponentielle”.

2La moyenne temporelle est à prendre sur une période T = 2π/ω, et “l’exponentielle n’a pas le temps
de beaucoup varier sur un temps T ”.



En se servant de < cos2 (ωt) >=< sin2 (ωt) >= 1/2, et de mω2 = kr, on a :

• < Ec >=
1

2
m < ẏ2

M >=
1

2
m

(
aωe−λt

)2
< sin2 (ωt) >=

1

4
m

(
aωe−λt

)2
=

1

4
kr

(
ae−λt

)2

• < Ep >=
1

2
kr < y2

M >=
1

2
kr

(
ae−λt

)2
< cos2 (ωt) >=

1

4
k

(
ae−λt

)2

On trouve donc < Ec >=< Ep >=
1

4
ka2e−2λt

3.3 Calculer alors < E > en fonction de kr, a, t et λ. Quel est le temps typique
d’amortissement de la valeur moyenne de l’énergie ? Commenter. Que devient l’énergie du
système {masse m + ressort} ? Très brièvement et de manière qualitative, qu’est-ce qui
change si la corde n’est plus infinie ?

< E >=< Ec > + < Ep >= 2 < Ec >= 2 < Ep >

< E >=
1

2
kra

2e−2λt : l’énergie moyenne du système {masse m + ressort} diminue

au cours du temps avec un temps caractérstique 1/2λ. L’énergie est transférée inté-
gralement (< E > tend vers 0 quant t devient grand) du ressort à la corde supposée
infinie.

Si la corde n’est plus infinie, l’onde progressive se réfléchit partiellement sur son
extrémité. Un système d’ondes stationnaires se met rapidement en place, l’impédance
Z de la corde dépend alors de x, et la force FM est modifiée. Le transfert d’énergie
de la masse à la corde diminue au cours du temps jusqu’à une répartition stationnaire
de l’énergie totale entre la masse et la corde.

3.4 Montrer que :
d < E >

dt
=< F (0, t) ˙yM >=< FM ˙yM >. Donner une interprétation

physique à cette formule.

Evaluons séparément les deux termes de l’égalité :

• d < E >

dt
= −λkra

2e−2λt

• < FM ẏM >= −
√

µT < ẏ2
M >= −2λm

(
aωe−λt

)2
< sin2 (ωt) >= −λkra

2e−2λt

On a utilisé les définitions de λ :
√

µT = 2λm et ω =
√

kr/m, et < sin2 (ωt) >=
1/2.

On a donc montré l’égalité demandé :
d < E >

dt
=< FM ˙yM > , qui exprime que la

variation d’énergie du système {masse m + ressort} est égale au travail de la force
de frottement fluide : c’est la conservation de l’énergie.
L’énergie initiale est stockée dans le ressort sous forme d’énergie potentielle élastique.
Elle est ensuite transférée en énergie potentielle dans la corde via l’énergie cinétique
de la masse m. La corde étant infinie, l’énergie initiale est “perdue” pour le système
{masse m + ressort}, sous forme de frottement fluide.




