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Un exemple de probleme d’optimisation :
Le voyageur de commerce

¢ ®
N villes .
distances entre les villes . e ¢ o
o * °

Tournée =
visite de toutes les villes

une et une seule fois f j

Tourn¢e 1a plus courte ?




Coloriage de cartes ...

Union
Européenne

...et de graphes.

Graphes
non planaires?



[a satisfaisabilité
(de contraintes logiques)

CAN'T GET NO SATISFACTION

American Scientist,Volume 85, Pages 108-112, Mars-Avril 1997.
http://www.amsci1.org

Brian Hayes

le are chiel of protocol for the embassy
ball. The crown prince instruets you e
ther to invite Peru or to exclude CQatar.
The queen asks you to invite either Clatar or Ro-
mania or both. The king, in a spiteful mood,
wanls Lo snub either Romania or Peru or both. Is
there a guest list that will satisfy the whims of
the entire roval [amily?

This contrived little puzzle is an instance of a
problem that lies near the root of theoretical com-
puter science. It is called the satisfiability problam,
or SAT, and it was the first member of the notorious
class known as NP-complete problems. These are
computational tasks that seem intrinsically hard,
but after 23 years of effort no one has yet proved
that they are necessarily difficult. It remains possi-
bile (though unlikeby) that we are simply attacking
them by clumsy methods, and if we could dream
up a clever algorithm they would all turm out to be
pasy. Sediling this question is the most conspicuous

ang phase almost all the propositions can be sat-
isfied, but in another phase almost none can. The
cases that are hardest to resalve lie near the tran-
sition belween these regimes.

The connection between 5AT and the physics
of phase transitions strikes me as a surprising
one—a classic who'd-have-thunk-it result. We
are accustomed (o using mathematics as a tool
for interpreting the physical world, but not the
other way around. And yet the phase-transition
model of SAT warks so well that it cannot be a
mere metaphor, much less a coincidence.

P and NP

The problem of the embassy ball is small enough

to be solved by even the most plodding of meth-

acds. The problem is represented by the formula:

[ OR ~g) AND {g OR £) AND (- OR ~pj

Here p, g and r are Boolean variables, whose anly

p = vrai s1 I’ambassadeur du Pérou est invite, faux sinon
(p ounon q) et (qour) et (nonrounon q)



[La K-Satisfaisabilité

L variables booléennes (Vraie ou Fausse);

d qui sont le OU
logique entre les variables ou leurs negations;
d les sont reliées par des ET logiques.

(w ou NONX ou V)
et

(NONw ou x ou z)
et

(x ou y ou NONz)

Peut-on satisfaire toutes les clauses ensemble?

2-Sat : 3-Sat (et >3)
Ex: probleme du bal = (Voyageur de commerce,
de [’ambassadeur . Coloriage de graphes, ...)



Complexite calculatoire (I)

* instance d’un probléme = cas particulier a résoudre
taille de I’1nstance = nb. de données pour la définir

complexité < fonction(taille) = (taille)X | K taille

e classe NP des problémes de décision :
ceux dont les solutions sont vérifiables en temps polynomial

* il y a des problémes faciles (poly.) dans NP :

* Y a-t-il des problemes tres difficiles?

, temps .

instance de A 1'"* instance de B
reduction poly.

complexite(A) < complexite(B)



Complexite calculatoire (1I)

Theoreme :

Tous les problemes NP sont réductibles a 3-Sat

Questions :

1. 3-Sat peut-il étre résolu en temps polyndmial?

2. Que se passe-t-il en pratique?

Classe
NP
complet

T < AN <T>=BN

- distribution d’instances
- ¢tude des propri¢tés moyennes, déviations
- cas typique vs. cas le pire

Borne Analyse
j> superieure > |probabiliste >



Liens avec la physique statistique
1. Equilibre

minimum d’une fonction de colt =
ctat fondamental d’un hamiltonien classique

(quasi-solutions = états excités ...)

limite de grande taille

distribution des instances =
désordre gelé dans les interactions

distribution extrémale de variables corrélées?

Exemple : modele Edwards-Anderson sur réseau carre
N spins S;; 2 N couplages J,; aléatoires

H[J,S]=->"1J,'S;S.

2N niveaux d’énergie corrélés !

basse température : distribution du minimum,
des quasi-minima ...



Base de données et arbre binaire

Juillet
Septembre
Décembre
Mai

Avril
Fevrier
Janvier
Octobre
Novembre
Mars

Juin

Aot

probleme de la
fragmentation
d’intervalles

Hy<n N L[ <1, ,<1,..., Lt <1

o~

N mn(L) <1

Hy =4.31107... log(N) - 1.95303...log(log(N)) + ...



Liens avec la physique statistique
1. Dynamique

O Algorithme = ensemble de regles de calcul
© ¢évolution dynamique de 1’instance

U

,18,7,10,2,3,1
18,7, 10,2, 3,1
8,7,10,3, 1

.

Exemple :
tri

b b

L =6,
1 :
1,2:6,1

(\O NN
WD W DN

b b

O Analyse = calcul du temps d’exécution

Nb. de comparaisons pour le min de k nombres = k-1
Nb. total de comparaisons = (N-1)+(N-2)+...+1 = N(N-1)/2

Q Différentes classes d’algorithmes d’optimisation :
O recherche locale

incomplets (ne peuvent prouver I’absence de solutions)

similarité avec les dynamiques physiques
(Monte Carlo, recuit simulé, ... cf. transition vitreuse)

O recherche globale (compléte)

non Markoviens (effets de mémoire)

non locaux (sauts dans 1’espace des phases)
sans origine physique (issus de I’informatique)



K-SAT

physique statistique

variable booléenne X = vraie , fausse

clauses

nombre de clauses violées par une
configuration logique

par exemple :
2 SAT Xxouy

(xouy) et (X ouz)

3 SAT Xxouyouz

nombre minimal de clauses violées

satisfaisable
le probleme est

non satistfaisable

spin d’ising sy=+1, -1

couplages et champs agissant sur les spins

énergie E de la configuration des spins

E =1(1-sy)(1+sy)

4
E =E‘I (1-sy)(1+sy) + E’t’“-sﬂt’f'sﬂ
E=1(1-sy)(1+sy)1-5z)

8

énergie de I'état fondamental

énergie de I'état fondamental =0

énergie de I'état fondamental >0

Gardner, Derrida (1989)
R.M., Zecchina (1995)



+« probleme du bal AS'

1
= (-8,8,+5,+55,+3) Sl/ | \

q

En général : frustration ...

VR

=N =1 =1
pas de géométrie de géomeétrie
geométrie dimension de dimension
infinie finie

«  Interactions multi-spins (K-Sat = K corps)



Apercu des travaux et resultats

* Voyageur de commerce non euclidien

» non euclidien
» théorie des champs O(n@0) (polymeére)

* Assignation optimale

» p(d) quelconque
N infini : p*/6
corrections 1/N

» p(d)=exp(-d)
N quelconque

*Couverture de sommets de graphes aléatoires

* Partition de nombres

statistique des niveaux d’énergie



fraction of satisfiable instances P(«)

transition de phase! | a.=4.3

_ nb. de clauses
nb. de variables

0.8

0B

04 F

0.2 r

sat non-sat

— 100 var.

- 50 var.

25 var.

ratio of clauses per variable

Reésultats rigoureux :

* borne inférieure a_ > 3.26
 borne supérieure a_ <4.51
e largeur de la région de transition > N-12  Wilson "99

10

Mitchell et al. 92
Crawford, Auton ‘93
Gent, Walsh ‘94

Achlioptas ‘00
Dubois ‘99



beaucoup de pas de
0 solutions 436  solution

!
R.M., Zecchina ‘96 3 96

Biroli, R.M., Weigt, ‘99
Semerjian, Cugliandolo *00

3-Sat :
transition discontinue

d B = fraction de variables
0 surcontraintes

4

Oc

h

2-Sat :
transition continue

|~

o

(hypercube de dimension N)



Algorithme de résolution par
“branch and bound”

stape clanses arbre de recherche

an X on oy
o X on

on X oon ¥
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z
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x
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3 choix x=V /
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contradiction c
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) propagation : =V, v =V /.(

golation : w=V¥V,x=F,y=V¥V,z=7% i 5

|




Complexite typique de 3-Sat

2000

1500 r

1000 r

500

median size of the search tree

number of clauses per variable o

Trois regimes : facile, difficile, moins difficile

Résultats rigoureux :

» croissance linéaire si aa a,

* croissance exponentielle sia > a,

 borne supérieure : complexité < 1.51 N
(en pratique, a la transition : 1.06 )



Trajectoires de résolution et
probleme 2+p-Sat

clauses avec 3 var. “dynamique” clauses avec 2 ou 3 var.
>
o de I’algorithme o, Pp

10

non-sat

Diagramme
de phase
2+p-Sat

|43

sat |

0 1 " L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(2-SAT) fraction of 3-clauses p (3-SAT)

ratio of clauses per variable o




Transition dynamique
polyndmiale/exponentielle

10

8| NONSATISFIABLE @

PHASE

6

4

: &

SAT
0 0.2 04 0.6

10

Clause Unit. Généralisée : 3.003
Clause Unitaire :

Regle de majorité : 3.

2000

— 100 var.
1500 - --- Thvar. |
- 50 var.
1000 1 unsat |
(exp)
500 | sat
(poly)
0 ST R T et S

-----------------------

mais P, =

transition dynamique
(dépend de I’heuristique)

T semble indépendant de I’heuristique ...
et proche du point tricritique !



Conclusions

Idees et concepts de la physique statistique sont
utiles pour comprendre le comportement typique
des problémes d’optimisation (propriétés des
solutions, dynamique de résolution)

méthode des répliques, transition et diggramme de phase,
dynamique non-linéaire, processus de croissance,

dynamique vitreuse....

Theémes voisins: codes correcteurs d’erreurs, bioinformatique

Perspectives :

- robustesse a des perturbations de l’'instance
(brisure de symétrie des répliques vs. goutelettes)

- etude des algorithmes d’approximation

- problemes liés a [’analyse probabiliste (physique?)
* distributions plus realistes
* analyse d’algorithme a échantillon fixé
(désordre thermique vs. desordre gelé)



Application
1. Heuristique de recherche et
squelette de solutions

Heuristiques de choix des variables :

Choisir la variable qui permet d’¢liminer
le plus grand nombre de clauses possible.

Choisir la variable avec la plus grande
probabilite d’appartenir au squelette instantane.

250000 -

sar:zml.-'
200000 5000 '

4000
150000 ~ 300! ;
&
100000 Looa |
e >
0 L= =:!; .................................................. g

average computation time (in secon ds1

-I-CCI 420 HO 0 460 480 5CCI 320 340 560 SECI 6:':'
size of hard random unsatisfiable problem (in #variables)




Application
II. Fluctuations de complexite
et redémarrages successifs

 fluctuations de complexité

a=3.5 .
N=300 ol Régime
, . : exponentiel |
20000 échantillons g | Complexité |
3 : — 7 0.035N
& 1
Régime linéaire % il -
: S v
tres rare ! - N
10 b . X
fréquence / -
— "-0.011 : S 5
= 2-0.01I'N i e

50

0

0.02 1 0.04 0.06
w=log_(resolution tima)/N

 resolution par redémarrage successifs :
- arréter I’algorithme apres un temps N;

0.08

- relancer jusqu’a ce qu’une solution soit trouvee.

Temps de résolution :

2 0.035N

2 0.0I1'N

01



Calcul analytique

* Grandes tailles N O] :
concentration de 1’€nergie libre

* Energie (libre) moyenne :

£[J] = -T n Z[J]

= -Tlim (Z[J]"-1)/n

n A0
* Me¢éthode des répliques :
Z[J] 7] ZlJJ
configuration configuration ! configuration
1 systeme n systemes n systemes
avec desordre sans interaction en interaction

avec désordre

Absence de géometrie euclidienne "B champ moyen exact



Allures des arbres de recherche

Réoi ¢ facil Regime non-sat
egime sat facile ot difficile
/ c
t c c
¢ ccca ¢

: beaucoup de branches:
v g W (p,OC,t)

..................................................................

o*
.
o
.

une branche :

o
o
.

o
o*
.

Regime sat

et difficile
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