
Chapitre 0

Nombres complexes :
rappels et compléments

0.1 Définitions et notations

On rappelle qu’un nombre complexe z est défini comme la somme d’un nombre réel x et d’un nombre dit
(( imaginaire )) noté i y, où y est un réel, et i est un nombre tel i2 = −1 :

z = x + i y x = <e[z], y = =m[z] .

Les opérations d’addition, de multiplication habituelles dans IR s’appliquent également dans CI , en sorte que si
z = x + i y et z′ = x′ + i y′, alors

z + z′ = x + x′ + i (y + y′) et z × z′ = (xx′ − y y′) + i (x y′ + x′ y) .

Les nombres complexes peuvent être représentés comme des vecteurs d’un plan (e.v. à 2 dimensions, cf.infra)
avec deux vecteurs de base 1 et i. Cette représentation est bijective. Le nombre z = x + i y est appelé (( affixe ))

du point de coordonnées (x, y).
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Fig. 1 – Paramétrisation cartésienne et
polaire du plan complexe.

Le conjugué de z ∈ CI est le nombre noté z∗ ou z tel que :

z = <e[z]− i =m[z] .

Le conjugué d’un nombre réel est aussi réel, et le conjugué d’un nombre
imaginaire est le nombre imaginaire opposé. Dans la représentation
géométrique, le nombre z est le symétrique de z par rapport à l’axe
réel. Le conjugué de z est évidement z (la symétrie est involutive). Le
conjugué de la somme ou du produit sont la somme ou le produit des
conjugués.

Le module de z est défini par la relation :

|z| = √
z × z =

√
x2 + y2 ∈ IR+ .

Dans la représentation géométrique |z| est la longueur du vecteur as-
socié à z. Le module de z est le même que celui de z ou de −z. On note
que le module constitue en quelque sorte une généralisation le la valeur
absolue des nombres réels, et c’est pour cela que l’on utilise la même notation. On a bien sûr |z1 z2| = |z1| |z2|.

L’argument de z est l’angle qui, dans la représentation géométrique, sépare l’axe des réels du vecteur repré-
sentatif de z. En d’autres termes, le couple (|z|,Arg(z)) est donné par les coordonnées polaires de ce vecteur.
On a donc les deux égalités suivantes :

<e(z) = |z| cos(Arg(z)) et =m(z) = |z| sin(Arg(z)) , (1)

qui peuvent encore être prises comme définition de l’argument. On note Arg(z) = −Arg(z).

1



UPMC — LM100 — Année 2007–08 — Jean Hare 2

0.2 Fonction exponentielle

0.2.1 Fonction exponentielle réelle et complexe

Série entière

Pour des nombres réels, l’exponentielle est définie par la série entière :

exp(x) =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 +

x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · . (2)

Cette série possède un rayon de convergence infini, c’est à dire qu’elle possède une limite pour tout x ∈ IR. On
peut démontrer que cette fonction vérifie la relation :

exp(a + b) = exp(a)× exp(b) . (3)

N.B. Plutôt que de développer les termes de chaque monôme, il est plus simple d’utiliser la relation :

exp(x) = limn→∞(1 + x
n
)n

car on en déduit exp(x + y) = limn→∞(1 + (x + y)/n)n et pour n À max(|x|, |y|) on peut écrire : (1 + (x + y)/n) ≈
(1 + x/n)(1 + y/n), d’où le résultat.

Équation différentielle

On peut obtenir la dérivée de l’exponentielle en dérivant la série (( terme à terme )) :

exp′(x) =
∞∑

n=0

n
xn−1

n!
=

∞∑
p=0

xp

p!
= exp(x) . (4)

Pour obtenir la deuxième égalité, on a noté que le premier terme est nul (n = 0), et que l’indice n étant muet, on
peut re-numéroter avec p = n−1. En anticipant sur un cours ultérieur, on en déduit que le fonction exponentielle
vérifiée l’équation différentielle f ′(x) = f(x).
N.B. On peut aussi utiliser la relation (3) pour écrire :

exp(x + h)− exp(x)

h
= exp(x)

exp(h)− 1

h
' exp(x)

1 + h + h2/2 + · · · − 1

h

et constater que la fraction tend vers 1 lorsque h tend vers 0, d’où le résultat.

Si l’on utilise la règle de dérivation des fonctions composées (f ◦ g)′(x) = f ′ ◦ g(x) g′(x) on peut en déduire
que toute fonction f de la forme f(x) = A exp(α x), où A et α sont des constantes réelles quelconques, est
solution de l’équation :

f ′(x) =
df(x)
dx

= α exp(α x) = α f(x) . (5)

On peut en outre montrer que toutes les solutions de cette équation sont de cette forme.

Exponentielle complexe

On peut remarquer que la série (2) pour être étendue aux nombres complexes, en remplaçant le nombre
x ∈ IR par un nombre z ∈ CI . Nous admettrons qu’elle possède effectivement une limite dans CI , en général non
réelle. Nous admettrons aussi que la fonction ainsi définie possède toutes les propriétés évoquées ci-dessus. En
particulier, l’équation (5) est vraie même si le nombre α est complexe (N.B. : on dérive toujours par rapport à
la variable x réelle).

Il est alors intéressant de considérer la fonction complexe g(x) de la variable réelle définie comme suit et
d’évaluer sa dérivée :

g(x) = cos x + i sin x ⇒ g′(x) = (− sinx) + i (cos x) = i(i sin x + cosx) = i g(x) .

En vertu de ce qui précède, nous devons en conclure que g(x) = A exp(i x), et il suffit de considérer le cas x = 0
pour en déduire que A = 1. On en tire la relation très importante, valable pour tout x ∈ IR :
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cos x + i sin x = exp(i x) . (6)

Cette relation possède nombre de conséquences, dont nous allons présenter les principales dans le prochain
paragraphe, mais dont nous pouvons déjà mettre en avant la plus spectaculaire :

eiπ = −1 .

0.2.2 Propriétés de l’exponentielle complexe

Module

Tout d’abord, nous pouvons constater que le nombre complexe exp(iθ) est de module 1, puisque cos2 θ +
sin2 = 1, et que exp(iθ) parcourt tout le (( cercle unité )) lorsque θ varie de 0 à 2π, ou de −π à π, ou tout autre
intervalle de longueur 2π.

Il s’ensuit que la relation (1), s’écrit pour tout nombre complexe z :

z = |z| × z

|z| = |z| exp(i Arg(z)) , z = |z| exp(−i Arg(z)) et − z = |z| exp(i(Arg(z) + π)) . (7)

Interprétation géométrique de la multiplication

Considérons maintenant le produit de deux nombres complexes z1 et z2. On peut les écrire :

z1 = |z1| eiθ1 et z2 = |z2| eiθ2 ⇒ z1 z2 = |z1||z2| exp(i(θ1 + θ2)

ce qui montre que le produit par un nombre complexe réalise une (( similitude )), qui est le produit d’une rotation
(d’angle=argument) par une homothétie (rapport=module). On comprend donc pourquoi le produit z z donne
un nombre réel.

On peut bien sûr s’en assurer en considérant la définition à partir des parties réelles (à faire en exercice), en
utilisant les formules trigonométriques sur cos(θ1 + θ2) et sin(θ1 + θ2).

Racines carrées et d’ordre n

La notion de racine carrée est définie dans IR comme une fonction réelle positive d’un réel positif. Pourtant,
l’équation x2 = a où a ∈ IR+ possède bien dans IR deux solutions opposées, et c’est de façon conventionnelle
que l’on choisit celle qui est positive. On ne peut pas établir de convention similaire dans CI (pas de relation
d’ordre), et à titre d’exemple, √−1 peut désigner aussi bien i que −i, sans qu’un choix particulier s’impose de
façon naturelle. Il en est de même pour les racines d’ordre n > 2.

2π/5 = 72
◦

Fig. 2 – Les cinq racines cin-
quièmes de l’unité.

On peut en particulier s’intéresser aux racines d’ordre n ∈ IN∗ de 1, dites
racines n-ièmes de l’unité. Il s’agit des solutions de l’équation : xn = 1. On
peut dans un premier temps noter que les solutions sont nécessairement de
module 1, et s’écrivent donc sous la forme exp(iθ). L’équation à résoudre
s’écrit alors pour θ sous la forme :

n θ = p 2π où p ∈ ZZ .

On en déduit que tout complexe de la forme zp = exp(p× i2π/n) est solution
de cette équation, mais on constate aisément que des valeurs de p différant
de n ou d’un multiple de n donnent la même solution. En conclusion, les
racines n-ièmes de l’unité sont au nombre de n, équiréparties sur le cercle
unité, formant les sommets d’un polygone régulier, avec l’un des sommets
en z0 = 1 (cf.figure). Ce polygone est toujours symétrique par rapport à
l’axe des réels car zn = 1 ⇒ z n = 1 = 1 ; pour n pair il est en outre
symétrique par rapport à l’origine (symétrie centrale) car zn = 1 ⇒ (−z)n = 1.
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Développement en série des fonctions trigonométriques

En rapprochant les équations (2) et (6), et en constatant que les termes d’ordre pair sont réels et ceux
d’ordres impair sont imaginaires, on obtient le développement en série des fonctions trigonométriques cos θ et
sin θ :

cos θ =
∞∑

p=0

(−1)p x2p

(2p)!
et sin θ =

∞∑
p=0

(−1)p x2p+1

(2p + 1)!
. (8)

0.2.3 Formules de Moivre

La relation (6) permet de calculer les fonctions trigonométriques des cos(nx)et de sin(nx) sous la forme
d’un polynôme en cos(x) et de sin(x). On a en effet :

cos(nx) + i sin(nx) = exp(i nx) = (cos x + i sin x)n

soit en utilisant par formule du binôme et en séparant les parties réelles et imaginaires correspondant respecti-
vement aux puissances paires et impaires de i sin(x) :

(eiθ)n =
n∑

p=0

(
n

p

)
cosn−p x (i sinx)p

=
n∑

p=0,pair

(−1)
p
2

(
n

p

)
cosn−p x sinp x + i

n∑

p=0,impair

(−1)
p−1
2

(
n

p

)
cosn−p x sinp x

=




E( n
2 )∑

q=0

(−1)q

(
n

2q

)
cosn−2q x sin2q x


 + i




E( n−1
2 )∑

q=0

(−1)q

(
n

2q + 1

)
cosn−2q−1 x sin2q+1 x


 ,

où la fonction E(x) désigne la partie entière de x. On note bien que le cosinus comporte une puissance paire de
sin x, et est donc une fonction paire, tandis que le sinus qui comporte une puissance impaire de sin x est une
fonction impaire.

0.2.4 Fonction logarithme

Il est naturel de compléter la définition de l’exponentielle complexe par celle du logarithme, en tant que
fonction réciproque de la précédente. Cette fonction doit bien sûr cöıncider avec son homologue réel pour un
argument réel positif, et posséder la propriété symétrique de (3), à savoir log(z1 z2) = log(z1) + log(z1). En
utilisant la décomposition (7) pour z ∈ CI , il vient alors :

log(z) = log(|z|) + log(exp(i Arg(z))) = log(|z|) + i Arg(z) . (9)

On notera que, dans la mesure où l’argument du nombre complexe z n’est défini que modulo 2π, la fonction,
logarithme ne sera une (( vraie fonction )) que si l’on impose en outre une condition sur les valeurs prises par
Arg(z) .

0.3 Polynômes et racines

L’ensemble CI des nombres complexes possède de remarquables propriétés vis à vis des équations poly-
nomiales. Nous commencerons par les équations du second degré, qui sont les seules à posséder une solution
générale explicite simple.

0.3.1 Équation du second degré

La réécriture du trinôme sous sa (( forme canonique )) purement algébrique, n’est évidement en rien modifiée
si l’on suppose, contrairement à ce qui a pu être fait jusqu’ici, que les coefficients a, b et c sont des nombres
complexes, et que l’inconnue x le soit aussi :

a x2 + b x + c = a

[(
x +

b

2a

)2

+
c

a
−

(
b

2a

)2
]

= a

[(
x +

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a

]
.
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Lorsqu’on résout une telle équation dans IR, le premier terme dans les [· · · ]est un réel positif, et le second terme
doit donc être positif aussi (∆ ≥ 0) pour que l’équation a x2+b x+c = 0 possède des solutions réelles (deux dans
le cas général). Lorsqu’on travaille dans CI , il n’en n’est rien, le second terme possède toujours deux (( racines
carrées )), et l’équation a deux solutions de la forme :

x1 = − b

2a
+

r

2a
et x1 = − b

2a
− r

2a
,

où r est l’une quelconque des deux racines carrées de ∆ = b2 − 4ac.
Dans le cas particulier où l’on a un polynôme à coefficients réels, mais que l’on accepte une (des) solution(s)

complexe(s), on a donc deux cas :
∆ ≤ 0 : on retrouve alors les solutions réelles usuelles, éventuellement confondues si ∆ = 0.
∆ < 0 : les deux racines carrées de ∆ s’écrivent ±i

√−∆, et les solutions sont donc :

x± = − b

2a
± i

√−∆
2a

.

On observe que dans le second cas les deux solutions sont conjuguée l’une de l’autre.

0.3.2 Cas général

On démontre, et nous admettrons ici, le théorème de Gauss-d’Alembert selon lequel tout polynôme de degré n
à coefficients complexes P (x) possède exactement n racines rp (p = 1 · · ·n) dans CI , éventuellement confondues,
en sorte que l’on puisse le factoriser entièrement, c’est à dire écrire :

P (x) = α(x− r1)× · · · (x− rn) .
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Fig. 3 – Polynôme du troisième de-
gré possédant une racine réelle et
deux racines complexes.

A défaut de démonstration, nous en avons vu deux exemples, le cas du
degré 2, et le cas particulier de degré n où P (x) = xn − 1.

Dans le cas particulier où les coefficients du polynôme sont réels, les
éventuelles racines complexes se classent par paires de valeurs conjuguées
l’une de l’autre, ainsi que nous l’avons observé dans le cas particulier où
n = 2. En effet, si P (z) = 0, on a P (z) = 0, où P (x) est le polynôme déduit
de P en remplaçant chaque coefficient par son conjugué. Pour un polynôme
à coefficients réels, P = P , d’où le résultat.

Un autre exemple est fourni par le polynôme du troisième degré : P (x) =
x3 − 3x2 + 4x − 2, dont le graphe est donné sur la figure ci-contre. Comme
sa dérivée est P ′(x) = 3x2 − 6x + 4 est toujours positive, P (x) est croissant
et ne possède qu’une seule racine réelle, x = 1 en l’occurrence. On peut alors
chercher les racines de P (x)/(x− 1) = x2− 2x + 2, qui sont 1± i, complexes
conjuguées l’une de l’autre.
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