
Chapitre 0

Rappels de mécanique analytique

0.1 Approche lagrangienne

0.1.1 Paramétrisation

On paramétrise un système par les « coordonnées généralisées », supposées indépendantes,notés {qi} et
par leur dérivées temporelles {q̇i} pour i ∈ {1, · · · , n}, appelées « vitesses généralisée ». L’espace qui caracté-
rise l’état du système à un instant t donné est « l’espace des configurations » de coordonnées (q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n).
Ex. 1 Une particule, en coordonnées cartésiennes : (q1, q2, q3) = r et (q̇1, q̇2, q̇3) = v
Ex. 2 Une particule en coordonnées sphériques : (q1, q2, q3) = (r, θ, ϕ) et (q̇1, q̇2, q̇3) = (ṙ, θ̇, ϕ̇)
Ex. 3 Pendule pesant : r = cste donc on peut prendre (θ, ϕ) ou (x, y).
Ex. 4 Solide en rotation autour d’un axe fixe : q = θ et q̇ = θ̇

Ex. 5 Deux particules en interaction : on peut utiliser les coordonnées cartésiennes de l’exemple 1 pour les
2 particules, ou bien les coordonnées de Jacobi : R = m1r1 +m2r2 r̂ = r2− r1 et les vitesses associées.

0.1.2 Dynamique

Lagrangien et moments

La dynamique est caractérisée par le lagrangien L qui est une fonction des {qi} et des {q̇i}, et éventuel-
lement du temps. Le lagrangien s’écrit de façon relativement générale

L = K − V (1)

où K est appelé énergie cinétique et V le « potentiel ». Le plus souvent, K est une forme quadratique
définie positive des vitesses généralisées, dépendant ou non des coordonnées généralisées, et V une fonction
des seules coordonnées. On parle alors de « Lagrangien standard ». On définit les « impulsions généralisées »
ou « moment conjugués » par l’équation

pi = ∂L
∂q̇i

pour i = 1, · · · , n (2)

Ex. 1 Une particule, en coordonnées cartésiennes : L = 1
2mv2 − V (r) et p = mv.

Ex. 2 Une particule en coordonnées sphériques : L = 1
2
(
ṙ2 + r2(θ̇2 + sin2(θ)ϕ̇2) − V (r, θ, ϕ) et donc pr =

mṙ , pθ = mr2θ̇ et pϕ = mr2 sin2 θϕ̇, où l’on reconnaît les module et projection axiale du moment
cinétique.

Ex. 3 Pendule pesant : r = cste donc on peut prendre (θ, ϕ) ou (x, y). C’est la même chose en coordonnées
sphériques sauf que r = cste et pr = 0 n’a paraissent plus dans les variables dynamiques. En carté-
siennes c’est plus compliqué car le mouvement en x ou en y induit un mouvement dans la variable
dépendante z. Cette situation sera traitée en TD .

Ex. 4 Solide en rotation autour d’un axe fixe : L = 1
2Iθ̇

2 − V (θ) et pθ = I θ̇.
Ex. 5 Deux particules en interaction : coordonnées de Jacobi , telles que R = m1r1 +m2r2 et r = r2 − r1,

et les vitesses associées. On a par exemple Lc = 1
2
(
m1ṙ1

2 +m2ṙ2
2
)
− V (r2 − r1) qui s’écrit aussi

Lc = 1
2
(
MṘ2 + µṙ2)− V (r) comme il sera montré en TD et donc P = M Ṙ et p = µ ṙ.
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Principe d’action stationnaire

Il s’agit d’un principe variationnel de portée globale. S’il existe un chemin γ0 conduisant d’un point
A à un point B dans l’espace des coordonnées généralisées, le « principe de Hamilton » postule qu’il doit
constituer un « point stationnaire » de l’action définie par :

S(γ) =
∫ B

A
L
(
q(γ(t)), q̇(γ(t)), t) dt .

Cela s’exprime en considérant la variation de la fonctionnelle action pour un chemin γ′(t) proche (de façon
infinitésimale) du chemin physique γ0. En notant δγ = γ′ − γ la variation du chemin, et pour abréger
δq = d/dt δγ (et idem pour $̇q, on peut écrire :

δS(γ) =
∫ B

A
δL dt =

∫ B

A

(
∂L
∂q · δq + ∂L

∂q̇ · δq̇
)

dt

Comme δq̇ = δ
dq
dt = d

dt
(
δq
)
,

on peut faire une intégration par parties, qui donne :

δS(γ) =
[
∂L
∂q̇ · δq

]B
A

−
∫ B

A

(
∂L
∂q −

d
dt
[∂L
∂q̇

])
· δq dt (3)

Le terme intégré étant nul car les points A et B étant fixés, δγ et donc δq sont nuls au extrémités.
Le caractère stationnaire de S implique que la variation δS doit s’annuler quel que soit la variation δγ

envisagée et donc que l’intégrale est identiquement nulle indépendamment du choix de δq. Il en résulte les
« équation d’Euler » locales :

d
dt
[∂L
∂q̇

]
= dp

dt = ∂L
∂q . (4)

Bien sûr dans le cas des coordonnées cartésiennes et du lagrangien standard, on retrouve bien l’équation de
Newton.

dmv
dt = −dV

dr .

0.2 Approche Hamiltonienne

L’espace des configurations de l’approche lagrangienne est peut commode car les vitesses et les coor-
données ne sont pas réellement indépendantes. L’approche hamiltonienne consiste à considérer les impul-
sions comme des variables indépendantes, leur rapport avec les vitesses devant résulter des équations du
mouvement. Ce faisant, on introduit l’espace des phases dont les coordonnées sont désormais de la forme
(q1, · · · , qn, p1, · · · , pn).

Mathématiquement, cela consiste à introduire la transformée de Legendre de L({qi}, {q̇i}, t) :

H({qi}, {pi}, t)) =
∑
i

pi q̇i − L({qi}, {q̇i}, t) (5)

étant entendu que tous les termes du membre de droites doivent être exprimés en fonction des seuls {qi}
et {pi}.

Pour un lagrangien standard, le terme d’énergie cinétique est une fonction homogène d’ordre 2 dans
les vitesses, ce qui fait que le terme

∑
i pi q̇i =

∑
i ∂L/∂q̇i × q̇i vaut exactement 2K. Il en résulte que

H = 2K − (K − V ) = K + V qui coïncide donc avec l’expression usuelle de l’énergie. Mais faut prendre
garde au fait que

– L’énergie n’est pas conservée si L, et donc H dépend explicitement du temps.
– Le hamiltonien doit être exprimé en termes des impulsions et pas des vitesses. Cette distinction est
notamment cruciale cas lorsque qu’on a un champ électromagnétique.

– Dans ce dernier cas, on ajoute dans le lagrangien un terme en +q v · A(r, t), ce qui fait que p =
mv + qA(r, t) . En outre ce terme n’est pas homogène de degré 2 mais 1, et le calcul du hamiltonien
le fait donc disparaître...
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0.2.1 Principe d’action stationnaire

L’expression du principe de l’action stationnaire par rapport à la variation des chemin indépendants δq
et δp conduit au deux jeux d’équations de Hamilton :

dqi
dt = ∂H

∂pi
et − dpi

dt = ∂H
∂qi

. (6)

La démonstration sera faite en TD.
On a, sans surprise, remplacé les n équations d’Euler, qui sont du second ordre pour n variables, par 2n

équations différentielles du premier ordre pour 2n variables, et donc pas crée ni ajouté d’informations.
De plus dans la cas d’un lagrangien standard, le premier jeu d’équations est identique à la définition

(2) adoptée pour les moments dans le point de vue lagrangien. Cela ne doit pas pour autant être considéré
comme une tautologie : le point de vue de Hamilton est totalement indépendant de celui des Lagrange, les
conditions (2) ne sont pas valables en tant que telles, et l’équation (5) n’est rien d’autre qu’une recette pour
construire un H ayant le même contenu physique qu’un L donné.

0.2.2 Le crochet de Poisson

La dysmétrie apparente entre les deux jeux d’équation de Hamilton peit être cachée pudiquement en
introduisant les crochets de Poisson : {

f, g
}

=
∑
i

∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
(7)

qui permettent de mettre les équation de Hamilton sous la forme plus symétrique :
dqi
dt =

{
qi,H

}
et dpi

dt =
{
pi,H

}
.

Cette notation est nettement plus qu’un simple cache sexe dans la mesure où elle permet aussi d’écrire
pour toute fonction des qi et des pi, et éventuellement du temps, la relation bien plus générale :

df
dt =

∑
i

∂f

∂qi

dqi
dt + ∂f

∂pi

dpi
dt + ∂f

∂t
=
{
f,H

}
+ ∂f

∂t
. (8)

On en déduit en particulier que le hamiltonien lui même vérifie :
dH
dt ==

{
H,H

}︸ ︷︷ ︸
0

+∂H
∂t

,

ce qui établit que le hamiltonien garde une valeur constate (l’énergie) si il ne dépend pas explicitement
du temps. Plus généralement, on appellera « constante du mouvement » tout opérateur ne dépendant pas
explicitement du temps et donc le crocher de Poisson avec H est nul.

0.2.3 Structure symplectique et transformations canoniques

Le crochet de Poisson fait le point central de l’approche hamiltonienne, qui met sur un pied d’égalité les
2n variables dynamiques.

Du point de vue mathématique, il s’agit d’un produit bilinéaire antisymétrique qui dote l’espace des
phase d’une structure algébrique dite « structure symplectique » 1. De même que dans un espace vectoriel
euclidien, on peut s’intéresser à des « isométries », c’est à dire des transformations qui conservent la structure
euclidienne, dans l’espace des phase, on peu considérer des transformations qui conservent le crochet de
Poisson, et sont alors appelées « transformations canoniques ».

C’est une grande force du point de vue hamiltonien par rapport au point de vue de Lagrange car on
peut mélanger librement les impulsions et les positions, pourvu que l’on conserve le crochet de Poisson c’est
à dire en fait les crochets de Poisson fondamentaux, appelés « relations de conjugaison canonique » :{

qi, pj
}

= δi j et
{
qi, qj

}
=
{
pi, pj

}
= 0 (9)

Nous admettrons ce résultat, qui est conceptuellement simple, mais un peu compliqué à démonter.
On constate de façon immédiate que le transformation (qi, pi)→ (pi,−qi) qui permute les rôles, conserve

effectivement effectivement les relations (9).

1. Comme tout produit de ce type, il vérifie l’identité de Jacobi :
{

f,
{

g, h
}}

+
{

g,
{

h, f
}}

+
{

h,
{

f, g
}}

= 0.
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0.2.4 Transformations infinitésimales et générateurs

Parmi toutes les transformations envisageables on peut faire jouer un rôle particulier aux transformations
canonique infinitésimale. Notons x un jeu acceptable de variables canoniques. Pour toute fonction G(x),
l’application :

x 7→ X = (1 + ε., G)x = x+ ε
{
x,G

}
est, à la limite ε→ 0, une transformation canonique, puisque :{

Xi, Xj
}

=
{
xi, xj

}
+ ε

[{
xi,
{
xj , G

}}
+
{
xj ,
{
G, xi

}}]
+O(ε2) .

La fonction G est alors appelée « générateur » de cette famille de TC.
Les exemples les plus important sont ceux fournis par les translations, les rotations, et l’évolution tem-

porelle. Soit u un vecteur unitaire :
Translations On peut considérer la transformation (r,p) 7→ (r + εu, ) et constater quelle est engendrée

par la fonction G = p · u. Ainsi les composantes de p sont les générateurs des translations dans les
direction correspondantes.

Rotations De même la rotation infinitésimale (r,p) 7→ (r+εu×r,p+εu×p) est engendrée par la fonction
L · u = (r× p) · u. On n déduit que l’opérateur L engendre les rotations.

Évolution La transformation dépendant du temps (q(t),p(t)) 7→ (r(t+ ε),p(t+ ε)) s’obtient en ajoutant
à chaque xi (q ou p) son accroissement du premier ordre dxi/dt ε = ε

{
xi,H

}
, ce qui montre que H

est le générateur des translations dans le temps.
Plus généralement, on peut passer aux TC finies par exponentiation. Dans le cas des translations par

exemple (en se plaçant à 1 dimension pour simplifier) :

{
f, p

}
= ∂f

∂x
⇒ ∂nf

∂xn
=
{
· · ·
{

︸ ︷︷ ︸
n

{f, p}, p
}
· · · p︸ ︷︷ ︸

n

}
=
{
·, p
}n

f

ce qui permet d’écrire :

Ta(f) = exp
[
a
{
·, p
}]
f =

∞∑
n=0

an
∂nf

∂xn
= f(x+ a, p) .

De la même façon, l’opérateur d’évolution temporelle U(t) doit vérifier

∀f, d
dt(U(t)f(0)) = df(t)

dt =
{
f(t),H

}
⇒ d

dtU(t) =
{
·,H

}
U(t)

dont la solution (au moins pour H indépendant du temps) est : U(τ) = exp
[
τ
{
·,H

}]
.

Ce paragraphe augure bien des rapprochement formels qu’il est loisible de faire entre la théorie classique
et la théorie quantique, que nous exliciterons plus bas. Il est cependant utile de ce concentrer sur une
transformation canonique particulière, fondée sur une nouvelle approche de l’action.

0.2.5 Fonctions génératrices

Une autre approche des TC est fournie par la notion de « fonction génératrice ». Elle repose sur le fait que
la TC qui transforme les variables dynamiques (q, p) 7→ (Q,P ) doit notamment conserver la structure des
équations des mouvement comme crochets de Poisson avec le hamiltonien. Ce qui ne signifie pas forcément
que l’on conserve le hamiltonien. En revanche la trajectoire qui rend l’action stationnaire doit être la même,
qu’elle soit paramétrisée par les ancienne ou les nouvelles variables, ce qui conduit à écrire :

δS = δ

∫
γ0

∑
i

pi dqi −H dt = δ

∫
γ0

∑
i

Pi dQi −K dt = 0 , (10)

où il est sous entendu que H est fonction des anciennes variables et dutemps, et K des nouvelles variables
et du temps. Une condition suffisante) l’existence d’une fonction G dont la différentielle soit donnée par :

dG = (
∑
i

pi dqi −H dt)− (
∑
i

Pi dQi −K dt)
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en sorte que la différence des deux variations soit lde la forme
∫

dG/dt = 0. Si tel est le cas, on pourra
construire la fonction G1(q,Q), telle que :

∂G1
∂qi

= pi
∂G1
∂Qi

= −Pi (11)

∂G1
∂t

= −(H(q, p, t)−K(Q,P, t)) (12)

Ces équations ne conviennent bien sûr que dans le cas (le plus général) où la connaissance des qi et des Qi
contient toute l’information. Dans le cas contraire (par exemple si Qi = qi et que seules les pi sont modifiés)
on pourra utiliser l’undes transformées de Legendre de G1 ; G2(q, P, t) = G1+PQ, G3(p,Q, t) = G1(q,Q)−pq
ou encore G4(p, P ) = G1(q,Q) + PQ− pq.

La conservation des crochets de Poisson canoniques par une telle transformation est assurée par le fait
que la relation (10) tient quelque soit le choix du Hamiltonien (y compris en prenant H = qi ou pi !

On est amené à distinguer naturellement le cas où G et H dont indépendants du temps. Il en résulte
que les relations liant les (Q,P ) aux (q, p) et que les deux hamiltoniens coïncident (non dans leu expres-
sion, mais dans leur valeur : ∀q, p K

(
Q(q, p), P (q, p)

)
= H

(
q, p
)
. Dans le cas contraire, notamment si ma

transformation (et donc G) dépend du temps, le hamiltonien se trouvera modifié.

Exemple fondamental le référentiel tournant On considère un référentiel R′ en rotation uniforme
par rapport au référentiel initial R, avec la pulsation −Ω. On a alors bien sûr R = RΩt(r). On peut utiliser
la fonction génératrice G2(r,P) = P · RΩt(r). On a alors constater que p = ∂G2/∂r = R−Ωt(P), d’où
P = RΩt(p), sans surprise. Le point intéressant est la modification du hamiltonien :

K(R,P) = H(r(R),p(P)) + Ω.
(
R ×P) ,

le terme additionnel issu de ∂G2/∂t contenant à la fois la force Coriolis et celle d’inertie.
Les deux approches des TC sont strictement équivalentes, comme on peut aisément le démontrer dans

le cas simple d’un unique degré de liberté. La démonstration est en revanche plus compliquée dans le cas de
n > 1 car il fait manipuler des inversions sur des blocs de la matrice différentielle.

0.3 Point de vue de Hamilton-Jacobi

0.3.1 fonction principale de Hamilton

Jusqu’ici l’action était une fonction du chemin (virtuel) considéré, et sa variation permettait d’obtenir
les équations su mouvement. Nous nous intéressons maintenant à la valeur de la fonction action S lorque
l’intégrale est prise sur une trajectoire physique. C’est alors une fonction définie sur l’espace des positions
et non plus l’ensemble des chemins. On peut alors écrire (avec 1 degré de liberté pour simplifier) :

S(q, t) =
∫ (q,t)

traj

(
pq̇ −H(q, p)

)
dt =

∫ (q,p)

traj
p dq −H(q, p) dt (13)

ce qui suggère que sa différentielle s’écrit alors simplement

dS = p dq −H dt

ou plus exactement, en tenant compte de ce qu’elle dépend aussi du point initial (noté avec des capitales)
et en revenant au cas général :

dS =
(∑

i

pi dqi −H(qi, pi) dt
)
−
(∑

i

Pi dQi −H(Qi, Oi) dT
)
. (14)

Cette différentielle est bien la différentielle totale d’une fonction des 2n + 2 variables indépendantes
(qi, pi, Qi, Pi, t, T ), puisque les conditions de Schwartz sur les dérivées croisées sont de la forme des relations
de Hamilton :

∂pi
∂t

= −∂H(qi, pi)
∂qi

et ∂Pi
∂t

= −∂H(Qi, Pi)
∂Qi

,

ou des relations comme :
∂2S

∂qi∂qj
≡ ∂pj
∂qi

= 0 = ∂pi
∂qj
≡ ∂2S

∂qj∂qi
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0.3.2 Transformation canonique engendre par l’action

L’expression de la différentielle (14) est exactement analogue à celle (10), ce qui suggère d’utiliser l’ac-
tion S(q,Q, t) comme fonction génératrice. La TC correspondante représente de façon évidente l’évolution
temporelle, et est donc en tout point équivalente à la présentation opérationnelle du § 0.2.4.

On s’assurera, à titre d’exercice, que le hamiltonien dans le nouveau point de vue, s’annule exactement.
Le problème de la résolution des équation du mouvement est alors remmené de la solution des équation

différentielles de Hamilton, ou de leur formalisation opératorielle à celle de la détermination de la fonction
S.

Celle ci peut être obtenue en combinant les relatons différentielles satisfaites par S en tant que fonction
génératrice.On contruit ainsi l’équation de Hamilton-Jacobi :

∂S

∂t
= −H

(
q,p

)
= et p = ∂S

∂q ⇒ ∂S

∂t
+H

(
q, ∂S
∂q

)
= 0 . (15)

qui est une équation aux dérivées partielles, du premier ordre en temps et en général du second ordre en
position.

On retrouve ici le choix – et l’équivalence en termes de contenu physique – entre la détermination locale
(Hamilton) et la détermination globale des équations du mouvement. On peut s’interroger sur la pertinence
de remplacer des EDO par des EDP qui sont toujours plus difficiles à résoudre. Il faut toutefois remarquer
que la détermination de S permet de déterminer d’un seul coup toutes les trajectoires. En effet, la résolution
de l’EDP doit conduire à une « solution complète » de la forme :

S(q, t) = F ({qi}, {αi}, t)

où les αi sont des constantes d’intégration dépendant des conditions initiales. Une telle solution est alors
une fonction génératrice G2(q, P ) si on considère les αi comme les nouvelles impulsions, ce qui conduit à
écrire :

pi = ∂S

∂qi
= ∂F

∂qi
({qi}, {αi}, t) (16)

Qi = ∂S

∂Pi
= ∂F

∂αi
({qi}, {αi}, t) (17)

où la première permet (par inversion) de déterminer les αi en fonctions des conditions initiales pi(0) et qi(0).
Et la seconde fait apparaitre les nouvelles variables Qi qui sont aussi des constante puisque le hamiltonien
est nul : on fixe ainsi n constantes d’intégration manquantes pour spécifier une trajectoire.

0.4 Variables action–angle

0.5 Règles de quantification canonique
Il s’agit d’une méthode essentiellement inductive, permettant de construire les opérateurs quantiques

adaptés à un système ayant un équivalent classique.
On décide de transposer les variables canoniques ou plus généralement les variables dynamiques

en opérateurs en imposant deux conditions :
– les opérateurs doivent être symétrisés pour être auto-adjoints. Ex : p · r→ (p̂ · r̂ + r̂ · p̂)/2.
– les crochets de Poisson sont remplacés par des commutateurs

{
f, g

}
= h→

[
f̂ , ĝ

]
= i~ĥ. Notamment

les commutateurs canoniques s’écrivent :[x̂i, p̂j ] = i~ δi,j
On construit ainsi la représentation de Heisenberg, qui est plus proche de la représentation de Hamilton

de la mécanique classique, tandis que le point de vue de Schrödinger est apparenté à la représentation de
Hamilton–Jacobi, ainsi que nous le monterons.

Il est à souligner que cette méthode est applicable à des variables dynamiques qui n’ont pas nécessai-
rement de version Lagrangienne, pourvu que le crocher de Poisson doit bien défini. C’est en particulier le
cas d’un moment cinétique dans un champ magnétique, dont les crochets de Poisson et commutateurs et
hamiltonien s’écrivent : {

Ji, Jj
}

= εijk Jk , [Ĵi, Ĵi] = i~ εijk Ĵk et Ĥ = Ĵ ·Ω . (18)
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Impulsion radiale Enfin cette méthode fonctionne en coordonnées cartésiennes mais peut poser des
problèmes délicats en coordonnées curvilignes. Un exemple important est l’impulsion radiale pr qui en vertu
du postulat de symétrisation s’écrit pr = (p̂ · ûr + ûr · p̂)/2 , où ûr est l’opérateur vectoriel représentant le
vecteur unitaire pointant dans la direction de r̂.

En utilisant la représentation de position et la définition du gradient en coordonnées sphériques :

∇ = ( ∂
∂r
,
1
r

∂

∂r
,

1
r sin θ

∂

∂ϕ
) ,

il vient :
p̂r ψ = ~

i

1
2

(
∂ψ

∂r
+ div(urψ)

)
= ~
i

∂ψ

∂r
+ ψ

r
= ~
i

1
r

∂(r ψ)
∂r

,

car
div(f a) = a grad f + f div(a) et div(r) = 3 ⇒ div(ur) = 2

r

La simple intégration par parties :∫ ∞
0

∂f

∂r
g∗ dr =

[
f g∗

]∞
0 −

∫ ∞
0

f
∂g∗

∂r
dr

prouve notamment que cette l’impulsion radiale ne peut pas être déduite simplement de la composante
radiale du gradient, puisque l’hermiticité de l’opérateur −i∂/∂r n’est acquise que pour des fonctions f et
g qui s’annuleraient en 0, comme on l’écrit un général pour une barrière de potentiel infinie interdisant les
valeurs de x négatives ou nulles.

En revanche, la prise en compte convenable de la structure sphérique conduit à l’écriture correcte :∫ ∞
0

(p̂r f)g∗ r2 dr =
[
r2 f g∗

]∞
0 −

∫ ∞
0

f(p̂r g∗) r2 dr

où l’herlitité ne requiert que l’annulation de rf et/ou rg, c’est à dire simlement que f et g soient continues
et bornées en 0.


