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Position du problème

Exemple : On dispose d’un ensemble de N points
(( expérimentaux )) (xi , yi), i = 1 . . .N qui ont été obtenus avec
une précision limitée pour déterminer aussi bien que possible
M paramètres pj , j = 1 . . .M .

On suppose que les points devraient vérifier le modèle :

y(x ) = y(x , p1 . . . pM ) = y(x , ~p) , (1)

où ~p représente le vecteur à M composantes des paramètres.
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Déviations

Typiquement, on suppose qu’il
existe un jeu de valeurs ~pv des
paramètres tel que :

yi = y(xi , ~pv ) + εi (2)

où les déviations εi résultent

de bruit sur les signaux,

d’un léger écart au modèle
(effets non pris en compte),

des incertitudes introduites
dans le processus de mesure.
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Maximum de vraisemblance

En supposant que les déviations εi sur les yi sont des variables
aléatoires :

indépendantes,

de distribution la loi normale centrée d’écart-type σi ,

on montre que la probabilité des valeurs yi est proportionnelle à :

P(y1, · · · yN |~p) ∝ exp

[
−1

2

N∑
i=1

(yi − y(xi , ~p))2

σ2
i

]
. (3)

On admet 1 alors que les valeurs des paramètres (( les plus
vraisemblables )) sont celles qui maximisent la fonction ci-dessus
considérée comme la probabilité :

P(~p|y1, · · · yN )←− P(y1, · · · yN |~p). (4)

1. C’est un résultat exact dans le cas linéaire, et il n’est alors pas nécessaire
que les ε suivent une loi normale.
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Moindres carrés

Les valeurs à déterminer sont alors celles qui minimisent l’erreur
totale :

χ2(~p) =
N∑

i=1

(
εi
σi

)2

=
N∑

i=1

(
yi − y(xi , ~p)

σi

)2

, (5)

laquelle est nommée (( chi2 )) en raison de sa définition (cf. TE2).

Par dérivation, cela conduit aux M équations suivantes :
(k = 1 . . .M ) :

N∑
i=1

(
yi − y(xi , ~p)

σ2
i

)
· ∂y(xi , ~p)

∂pk
= 0 (6)
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Linéaire vs non-linéaire

La résolution des équations précédente permet de trouver les
valeurs de ~p qui, si le modèle est valide, rendent le mieux compte
des données. On parle alors d’(( ajustement )) des données ou
(( best fit )) en anglais.

Deux situations doivent alors être distinguées :

1 Le cas particulier où la fonction y(x , ~p) est linéaire vis à vis
des paramètres pj ⇒ le système (6) est linéaire et peut être
résolu simplement.

2 Le cas (plus général) où y(x , p1 . . . pM ) est une fonction
non-linéaire des paramètres pj ⇒ le système (6) est
non-linéaire, et il faut trouver une autre méthode.
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Régression linéaire

Régression linéaire : les équations

Le cas le plus simple d’ajustement et le plus important est celui
d’un modèle linéaire à la fois vis à vis des paramètres et des
données :

y(x , ~p) = a + b x (7)

d’où

χ2(~p) =
N∑

i=1

(
yi − a − bxi

σi

)2

où ~p = (a, b) . (8)

Ce qui conduit aux équations :

∂χ2

∂a
= 0 ⇒

N∑
i=1

yi − a − bxi

σ2
i

= 0 (9)

∂χ2

∂b
= 0 ⇒

N∑
i=1

xi
yi − a − bxi

σ2
i

= 0 (10)
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Régression linéaire

Régression linéaire : résolution

On est conduit à définir les 6 paramètres :

S =
∑N

i=1
1
σ2
i

Sx =
∑N

i=1
xi
σ2
i

Sy =
∑N

i=1
yi

σ2
i

Sxy =
∑N

i=1
xiyi

σ2
i

Sxx =
∑N

i=1
x2
i

σ2
i

Syy =
∑N

i=1
y2
i

σ2
i

dont l’interprétation en termes de moyennes et de variance est très
claire.

Il vient :
aS + bSx = Sy et aSx + bSxx = Sxy d’où :

a =
SxxSy − SxSxy

∆
b =

SSxy − SxSy

∆
,

où ∆ = SSxx − (Sx )2 est le déterminant du système et – à S
près – la variance des xi .
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Régression linéaire

Qualité de la régression : variances/covariances de a et b

Les déviations obtenues pour les valeurs qui minimisent l’erreur
sont appelées les (( résidus )). La somme pondérée de leurs carrés est
le χ2 à proprement parler, à N −M = N − 2 degrés de liberté (cf.
plus bas).

Il est utile d’évaluer les variances et covariances de a et b :

σ2
a =

Sxx

∆
σ2

b =
S
∆

Cov(a, b) = −Sx

∆
. (11)

La covariance de a et b est généralement rapportée à la variance
de a et de b pour définir le coefficient de corrélation de a et b :

Rab =
Cov(a, b)
σa σb

= − Sx√
S Sxx

On a −1 ≤ Rab ≤ 1, et il doit être aussi petit que possible (les
valeurs ±1 annulent ∆ et font que a et b ne sont plus définis).
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Régression linéaire

Qualité de la régression : coefficient de corrélation linéaire

La qualité de la régression est souvent évaluée en considérant que
le modèle s’écrit aussi :

x = a ′ + b′ y (12)

Moyennant certaines hypothèses sur les σi , on obtient la pente :

b′ =
S Sxy − Sx Sy

S Syy − S 2
y

. (13)

Les deux droites sont confondues si et seulement si b b′ = 1, c’est
à dire si le coefficient de corrélation linéaire :

r =
Cov(x , y)
σx σy

(14)

est égal à +1 ou −1.
La corrélation linéaire est donc appréciée qualitativement selon que
r est plus ou moins proche de ±1.
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Cas linéaire général

Cas linéaire général

Un modèle y(x , ~p) qui dépend linéairement des paramètres ~p est
nécessairement de la forme :

y(x , ~p) =
M∑

k=1

pk Fk (x ) , (15)

où F1(x ) · · ·FM (x ) sont M fonctions quelconques de x .

La minimisation de χ2 =
N∑

i=1

(
yi −

∑M
k=1 pk Fk (xi)
σi

)2

(16)

donne les M équations dites (( équations normales )) :

N∑
i=1

(
yi −

∑M
j=1 pj Fj (xi))

σ2
i

)
Fk (xi) = 0 pour k = 1, · · ·M ,

(17)
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Cas linéaire général

Équations normales

Ces dernières se mettent sous la forme matricielle :

M∑
j=1

αkjpj = βk ⇔ [α] · ~p = ~β (18)

où les coefficients αkj de la matrice M ×M symétrique [α] et les

composantes du vecteur colonne ~β sont :

[α]kj =
N∑

i=1

Fj (xi) Fk (xi)
σ2

i

βk =
N∑

i=1

yi Fk (xi)
σ2

i

(19)

Le vecteur des paramètres ~p peut alors être obtenu avec une des
méthodes standards de résolution des systèmes linéaires :
Méthodes d’élimination de Gauss-Jordan, méthode LU, QR, de
Cholesky, décomposition en valeurs singulières, etc.
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La qualité du fit

Variances-covariances

Une fois obtenue la solution, il faut savoir estimer sa qualité. Un
première chose est de voir à quel point il est contraint, en évaluant
la variance des paramètres. C’est la matrice [C] = [α]−1 qui les
donne. En effet :

~p = [C] · ~β ⇒ pj =
∑

k Cjk
∑

i
yiFk (xi )
σ2
i

(20)

d’où Var(pk ) =
∑

i(
∂pk
∂yi

)2 Var(yi) =
∑

i

(∑
k Cjk

Fk (xi )
σ2
i

)2
σ2

i

=
∑

k ,l CjkCjl
∑

i
Fk (xi )Fl (xi )

σ2
i

= [tC ·α · C]kk = Ckk

et de même, on aurait Cov(pk , pl ) = Ckl .

Ce résultat s’appliquera de la même façon dans le cas non linéaire.
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Le travail du TE3

Exercice de la 1ère séance

On considère l’ajustement des N = 50 données (xi , yi , σi)
contenues dans le fichier : set.dat au modèle linéaire à M = 2
paramètres, p1, p2 :

y(x , ~p) = p1F1(x ) + p2F2(x )

où

F1 = exp(−(x/10)2) ,

F2 =
(x/2)

1 + (x/2)2
.
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Le travail du TE3

Éléments fournis 1/2

les fichiers source d’un sous-programme gaussj permettant de
résoudre les équations normales :

en fortran : gaussj(mat, v, matinv, u), encapsulée dans
un module gaussj ;
en C : gaussj_double(double **mat, double *v,
double **matinv, double *u, int m).

Il résoud le système linéaire mat u=v par la méthode d’élimination
de Gauss-Jordan. En entrée, mat est une matrice carrée m×m, et v
un vecteur à m composantes ; en sortie : u est le vecteur solution et
matinv la matrice inverse de mat.

le sous-programme fortran foncfit1(x,afonc) ou en C
foncfit1(double x, double *afonc, int m), qui renvoie le
vecteur à m=2 composantes : en fortran afonc(1)= F1(x ) et
afonc(2)= F2(x ), en C afonc[0]= F1(x ) et afonc[0]= F2(x ),
pour la valeur de x passée en argument.

différents modules pour l’affichage, et la visualisation dans scilab.
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Le travail du TE3

Organisation du code

Il reste à écrire :

le programme principal lsqmain.f90 ou lsqmain.c qui :

lit N et M , et alloue les tableaux, x, y, sig, par, covar,
lit les données : x, y, sig dans le fichier,
appelle un sous-programme lsqlin,

le sous-progr. en fortran lsqlin(x, y, sig, par, covar,
chisq)
ou en C lsqlin(double *x, double *y,double *sig,
int n, double *par, int m, double **covar,

double *chisq) qui doit :

calculer la matrice [α] = alpha et le vecteur [β] = beta,
résoudre les équations normales en appelant gaussj,
retourner le vecteur par = ~p, et la valeur chisq = χ2,
calculer la matrice C des variances-covariances
écrire dans un fichier (pour visualisation dans SciLab) les
valeurs de x, y et y_fit= y(xi , ~p).
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Généralités

Approche générale : méthode itérative

Le cas non linéaire est le cas général : e.g. déterminer non
seulement le poids, mais la largeur de la lorentzienne l et celle de
la gaussienne g . Les différentes méthodes existantes sont des
méthodes itératives qui diminuent progressivement χ2(~p) jusqu’à
obtenir un minimum local.

On se donne la valeur initiale ~p(0) ((( guess )) en anglais, soit
(( estimation ))) et on détermine successivement ~p(1), · · ·~p(n)

jusqu’à ce que χ2 cesse de diminuer. Il faut donc définir un critère
de convergence comme :

0 ≤ χ2 (~pn)− χ2(~pn+1) ≤ εtol. où εtol. � χ2
(
~p(n)

)
. (21)
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Généralités

Les écueils

Deux principales difficultés se présentent :

On peut converger un minimum local qui est une solution
(( artificielle )) dénuée de sens : d’où l’importance de choisir une
valeur initiale ~p(0) pertinente, et éventuellement une méthode
qui soit adaptée s’il y a beaucoup de minima locaux possibles.

La surface χ2(~p) peut présenter des vallées dans lesquelles on
descend très vite, et où ensuite la progression est très lente
(méandres).

Ces deux problèmes sont d’autant plus probables que le nombre M
de paramètres est (trop) grand (il faut alors procéder par étapes en
faisant varier certains paramètres seulement).
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Les méthodes itératives simples

La méthode du gradient

La méthode la plus simple consiste à faire un déplacement
δ~p = ~pn+1 − ~pn selon le gradient de χ2, qui définit la plus grande
pente ((( steepest descent )) en anglais) :

δ~p = −γ∇χ2 (~pn) (γ ∈ IR+) , (22)

où le gradient est défini par des composantes :

(
∇χ2

)
k

=
∂χ2

∂pk
= −2

N∑
i=1

yi − y(xi , ~p)
σ2

i

∂y(xi , ~p)
∂pk

(23)

Cette méthode est robuste, mais très souvent converge très
lentement.

Problème : Comment choisir γ ?
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Les méthodes itératives simples

Minimisation 1D

Une solution consiste à rechercher le minimum 1D sur la ligne de
plus grande pente. En ce point, la droite est tangente à la ligne de
niveau : on zigzague en faisant un virage à angle droit à chaque
fois.
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Courbes de niveau de χ2 dans le plan des largeurs (g , l) pour
des poids fixés. En couleur, des trajectoires brisées obtenues
par la méthode du gradient.
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Les méthodes itératives simples

La hessienne

Pour aller plus vite,c’est à dire plus directement vers le minimum, il
est utile de considérer la courbure locale de la surface, afin de
mieux choisir la direction de δ~p. Celle-ci est accessible via la
matrice de Hess ou hessienne des dérivées secondes de χ2(~p) :

[H(~p)]kl =
∂2χ2(~p)
∂pk∂pl

=
M∑

i=N

2
σ2

i

(
∂y(xi , ~p)
∂pk

∂y(xi , ~p)
∂pl

− (yi − y(xi , ~p))
∂2y(xi , ~p)
∂pk∂pl

)
C’est son anisotropie qui est le principal responsable de la lenteur
de convergence de la méthode du gradient.
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Les méthodes itératives simples

Prise en compte de la courbure

En faisant un développement limité de χ2(~p) autour de ~p(n) :

χ2(~p) ≈ χ2(~p(n)) + ∇χ2(~p(n)) · δ~p +
1
2

tδ~p · H · δ~p + · · · , (24)

En dérivant, on obtient le gradient de χ2 au premier ordre en δ~p. Il
s’annule donc pour :

∇χ2(~p(n)) + H · δ~p = 0 ⇔ δ~p = −H−1 ·∇χ2(~p(n)) . (25)

Si le χ2 était effectivement quadratique, on obtiendrait
directement la solution : la matrice [H] se confond alors avec la
matrice 2[α] de l’ajustement linéaire, et ∇χ2 avec −~β.
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Les méthodes itératives simples

Approximation parabolique

Cette solution est bien adaptée
lorsqu’on est assez proche d’un
minimum (ie au fond de la
vallée), mais n’est pas forcément
beaucoup meilleure dans les
autres cas (cf. figure).

x1 x2x0

Estimation (à 1D) de la position du
minimum x0 à partir des paraboles

osculatrices en x1 et en x2.

De plus elle n’est pas robuste, car dans le cas le plus général elle
peut même conduire à une augmentation du χ2 !
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Les méthodes itératives simples

La méthode du gradient conjugué

Elle consiste à faire des (( pas )) ou incréments
∆~p dans la direction du δ~p tel que défini par
l’équation (25), mais de longueur moins grande :
∆~p = γδ~p.
Elle est ainsi nommée car la surface de niveau et
l’incrément ∆~p ne sont pas orthogonaux pour
le produit scalaire normal, mais pour la forme
quadratique H, soit, pour tout ~u tangent à la
surface de niveau :

t~u ·∇χ2 = 0 ⇒ t~u · H ·∆~p = 0 .

gradient conjugué

gradient

Comparaison des
méthodes du gradient et

du gradient conjugué

Elle a le mérite de progresser dans la (( bonne )) direction, et
conduit à une convergence rapide si l’approximation quadratique
(24) est adaptée.
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Les méthodes itératives simples

Taille des pas et choix de la méthode

Pour des raisons de dimension et d’ordre de grandeur, on doit
prendre un facteur γ différent dans chaque direction k , tel que
γk ∼ 1/Hkk , ce qui conduit à écrire la méthode du gradient :

λHkkδpk = βk pour tout k ∈ {1, · · ·M }

où λ ∈ IR+, assez grand pour limiter la taille des (( pas )).

Dans ces conditions :

La méthode du gradient est plus sûre quand on est loin de
l’optimum car l’approximation quadratique est alors grossière.

La méthode du gradient conjugué est plus rapide lorsqu’on
s’approche du minimum, car l’approximation quadratique est
alors bien meilleure.

⇒ On peut donc chercher à combiner les deux pour descendre à
coup sûr dans la vallée, et ensuite y progresser rapidement. C’est
précisément ce que réalise la méthode de Levenberg-Marquardt.



Introduction Ajustement linéaire Cas Non-Linéaire Qualité de l’ajustement : cas général

Méthode de Levenberg-Marquardt

Méthode de Levenberg-Marquardt : les équations

On définit tout d’abord la matrice [α] et le vecteur ~β comme suit :

αkl =
M∑

i=N

1
σ2

i

∂y(xi , ~p)
∂pk

∂y(xi , ~p)
∂pl

et βk =
N∑

i=1

yi − y(xi , ~p)
σ2

i

∂y(xi , ~p)
∂pk

(26)
On choisit donc d’omettre les termes en ∂2y/∂pk∂pl dans H en
considérant qu’ils seront négligeables. Cela n’est pas vrai en toute
rigueur, mais si les écarts yi − y(xi , ~p) sont petits, indépendants et
dispersés selon une loi normale centrée, la contribution de la
somme sera effectivement négligeable.

On définit encore la matrice [̃α] en augmentant les termes

diagonaux par [̃α]kk = [α]kk (1 + λ), sans modifier les termes
non-diagonaux. Ainsi, si λ est grand, on retrouvera le gradient, et
s’il est petit, le gradient conjugué !

L’algorithme va adapter λ à la topographie de la surface...
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Méthode de Levenberg-Marquardt

Méthode de Levenberg-Marquardt : l’algorithme

Les itérations sont alors effectuées comme suit :

1 Choisir une valeur initiale ~p(0) et évaluer χ2(~p(0)). Choisir une
valeur initiale de λ assez petite, typiquement 0.01 ou 0.001.

2 Au point ~p(n), évaluer [α], [̃α], ~β et résoudre l’équation

[̃α]δ~p = ~β

3 Évaluer χ2 au point ~p(n) + δ~p :
si le χ2 a augmenté, c’est que le gradient conjugué va trop
loin. Augmenter λ d’un facteur f ∼ 10 pour renforcer le poids
du gradient et réduire la taille des (( pas )), et retourner en (2).
si le χ2 a diminué, c’est que l’on s’approche du minimum.
Adopter alors la nouvelle valeur ~p(n+1) = ~p(n) + δ~p et
diminuer λ d’un facteur f : plus on est proche, plus on favorise
le terme (( conjugué )).

4 Tester la convergence : si le χ2 ne diminue plus, c’est à dire
0 < χ2(~p(n))− χ2(~p(n+1)) < ε� 1, on peut arrêter les
itérations. Sinon, retourner en (2).
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Critères d’évaluation de la qualité de l’ajustement

La matrice des variances-covariances est toujours donnée par
l’inverse de matrice [α]. Elle rend compte de ce que
l’ajustement est plus ou moins contraint. Elle donne
généralement des variances très faibles, non-significatives.
Attention aux covariances ≡ choix des paramètres.

La forme (en fonction de x ) et la distribution statistique des
résidus fournissent une indication importante sur la
vraisemblance du modèle et la qualité de l’ajustement.

La pertinence du modèle est enfin appréciée par le test du χ2.
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Rappel : loi du χ2

La somme des carrés de N variables aléatoires normales centrées
indépendantes est une variable aléatoire XN (notée χ2

N ) qui obéit
à la (( loi du χ2 à N degrés de liberté )). Cette loi de probabilité a
pour fonction de répartition :

P(XN < x ) =

∫ x/2
0 e−t tN/2−1 dt∫∞
0 e−t tN/2−1 dt

=
γ(N /2, x/2)

Γ(N /2)

où γ est la fonction (( gamma incomplète ))

γ(a, x ) =
∫ x

0
e−t ta−1 dt .

On montre que cette loi a pour moyenne N et pour variance 2N .
Pour N assez grand, elle tend vers une loi normale de même
espérance et de de même variance.
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Test du χ2

La validité de notre ajustement est évaluée de façon
probabiliste par le (( test du χ2 )). Les résidus doivent satisfaire
une loi du χ2 à N −M degrés de liberté si le modèle est
correct et que les σi sont correctement évalués.

Faut-il conserver ou non le modèle (selon la valeur de χ2) ?
Plutôt que de définir une probabilité que le modèle soit bon,
on définit le risque d’erreur que l’on prendrait en le rejetant.

Ce risque est évalué en considérant la valeur résiduelle de la
fonction de distribution entre la valeur de χ2 obtenue et
l’infini, qui est une fonction décroissante de χ2 :

Q(χ2) = P(X > χ2) = 1−P(X < χ2) = 1−γ(N−M
2 , χ

2

2 )
/

Γ(N /2)

Il reste alors de se donner un seuil de risque acceptable Q0.
Si Q > Q0 (i.e. χ2 assez faible) on peut conserver le modèle,
et le rejeter dans le cas contraire.
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Test du χ2 ; choix du seuil

Le choix du seuil est une question délicate.

Un seuil de Q0 = 0.1 signifie que l’on est exigeant sur le
modèle, puisque l’on s’expose à le rejeter de façon injustifiée 1
fois sur 10.

Une valeur de Q0 ∼ 0.01 voire 0.001 est souvent utilisée, car
la probabilité de le rejeter par erreur est réduite à 1%. Alors si
on croit au modèle...

Observons toutefois qu’une valeur trop grande de χ2, et donc
trop faible de Q, provient très souvent de dispersions σi

sous-évaluées, car on est fréquemment trop optimiste sur ces
(( barres d’erreur )). Ce peut alors être l’expérimentateur qu’il
faut mettre en cause, et non le modèle !
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