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1 Rappel de formalisme : point de vue d’interaction

1.1 Transformation unitaire dépendant du temps

On considère le changement de point de vue qui est engendré par un opérateur unitaire O(t), c’est
à dire tel que :

O†O = OO† = 11 et donc Ȯ†O + O†Ȯ = ȮO† + OȮ† = 0 (1)
en appliquant la transformation des kets, opérateur densité et observables :

|ψ〉 → |ψ̃〉 = O|ψ〉 (2)
ρ→ ρ̃ = OρO+ (3)
A→ Ã = OAO+ (4)

On vérifie aisément que 〈ψ̃|Ã|ψ̃〉 = 〈ψ|A|ψ〉, ou encore tr
(
Ãρ̃
)

= tr
(
Aρ
)
.

L’équation d’évolution dans le nouveau point de vue donne :

i~
d|ψ̃〉
dt =

(
i~Ȯ + OH

)
|ψ〉 =

(
i~ȮO† + OHO†︸ ︷︷ ︸

H̃

)
|ψ̃〉 (5)

i~
dÃ
dt = i~

(
ȮO†︸︷︷︸
−OȮ†

Ã + ÃOȮ†
)

=
[
Ã, i~OȮ†

]
(6)

ce qui prouve que le nouveau hamiltonien associé à l’évolution des kets (et donc de ρ) n’est pas H̃,
mais H′, et que les observables évoluent avec le hamiltonien H′′ où :

H′ = H̃− H′′ où H′′ = −i~ȮO† = i~OȮ† . (7)

1.2 Point de vue de Heisenberg

Une illustration bien connue est le point de vie de Heisenberg, obtenu en prenant O = U†(t), où
U(t) est l’opérateur d’évolution associé à H, tel que

|ψ(t)〉 = U(t)|ψ(0)〉 et donc i~U̇ = HU (8)

Dans ce point de vue, on « efface » l’évolution temporelle des kets, et on a donc :

H′′ = i~OȮ† = i~U†U̇ = U†HU = H̃ ⇒ H′ = 0

ce qui indique que les kets (et l’opérateur densité) n’évoluent plus, l’évolution étant reportée sur les
observables.

1.3 Point de vue d’interaction

La situation qui nous intéresse ici est celle d’un hamiltonien qui s’écrit comme une somme H =
H0 + V où l’on cherche l’influence de V sur les états stationnaires de H0n supposés connus.

On peut alors prendre :

|ψ〉 → |ψ̃〉 = U†0|ψ〉 , ρ→ ρ̃ = U†0ρU0 , A→ Ã = U†0AU0 . (9)

Dans cette approche, on a H′′ = H̃0 : on n’élimine que l’évolution « libre » c’est à dire l’effet de H0.
Les équations (7) et (8) donnent alors l’équation d’évolution :

i~
d|ψ̃〉
dt = Ṽ |ψ̃〉. (10)

Ce qui montre que l’évolution sous l’effet de H0 a été déportée dans les observables, si bien que
l’évolution de l’état quantique ne résulte que de V.

Avant d’aller plus loin il convient de noter que les éléments de matrice de Ṽ dans la base des états
propres de H0 s’écrivent tout simplement :

〈i|Ṽ|j〉 = 〈i|U†0 V U0|j〉 = 〈i|eiEit/~ V e−iEjt/~|j〉 = Vij exp(iωijt) , (11)

où l’on a posé Vij = 〈i|V|j〉 et ωij = (Ei − Ej)/~ (fréquences de Bohr).
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2 Modèle de Wigner-Weisskopf

2.1 Position du problème

On étudie maintenant la situation ou H0 possède à la fois des états discrets et des états de diffusion
formant un continuum. On s’intéresse plus spécifiquement au cas où V induit la « désintégration » d’un
état discret vers un continuum. On note |i〉 l’état discret initial, et |α〉 (où α est une variable continue,
éventuellement multi-dimensionnelle) les états du continuum. On a bien sûr :

〈i|i〉 = 1 , 〈i|α〉 = 0 , 〈α|α′〉 = δ(α− α′) et |i〉〈i|+
∫
dα|α〉〈α| = 11 . (12)

On suppose en outre pour simplifier que V est purement non diagonal :

〈i|V|i〉 = 〈α|V|α〉 = 0 et ne couple pas les états du continuum 〈α|V|α′〉 = 0 . (13)

2.2 Rappel : perturbation du premier ordre

La théorie des perturbations (dépendant du temps) du premier ordre conduit en règle générale à
une probabilité de transition :

P(i→α)(t) = 1
~2

∣∣∣∣∫ t

0
〈i|V(t′)|α〉 eiωiαt′dt′

∣∣∣∣2 (14)

qui met donc en jeu la transformée de Fourier de Viα(t) à la fréquence Bohr ωiα.
Cette identité est souvent utilisée pour une perturbation V présentant une dépendance sinusoïdale

vis à vis du temps (onde électromagnétique notamment) mais nous nous limitons dans tout ce qui suit
au cas plus simple d’une perturbation indépendante du temps 1.

On peut alors écrire :

P(i→α)(t) = |Viα|
2

~2 Ft(ωiα) où Fτ (ω) =
∣∣∣∣∫ t

0
eiωt

′dt′
∣∣∣∣2 = sin2(ωτ/2)

(ω/2)2 . (15)

Si l’on veut calculer la probabilité Pd de quitter l’état |i〉, on doit sommer ces probabilités sur α.
Comme la fonction F ne dépend que de l’énergie de l’état |α〉, il convient de re-numéroter les états
du continuum avec des indices qui distinguent l’énergie E des éventuels autres nombres quantiques
que nous noterons β : on écrira alors |α〉 = |β,E〉 et ce changement de variables fera apparaître dans
l’intégrale la « densité d’états » ρ(E) qui n’est autre que le jacobien 2 de la fonction faisant passer de
α à (β,E). On obtient pour la probabilité de quitter l’état discret :

Pd =
∫

dα P(i→α) = 1
~2

∫
dE K(E) Ft(ωiα) où K(E) =

∫
dβ ρ(E) |Viα|2 . (16)

La fonction Fτ (ω) est une fonction très piquée autour de ω = 0 et ceci d’autant plus que τ est
grand. Il est donc possible de la remplacer par une distribution de Dirac convenablement normalisée.
En notant que

∫
Fτ (ω) dω = 2πτ on peut écrire Fτ (ω) ≈ 2πτδ(ω) = 2π~τδ(~ω). La fonction Ft

(
(Ei−

Eα)/~
)
sélectionne donc les états finaux qui ont même énergie que l’état initial, avec une tolérance

∆E = 2π~/t, ce qui exprime la conservation de l’énergie avec une tolérance d’autant moindre que le
temps d’interaction t est long.

En définitive on obtient pour la probabilité de désintégration, sur des temps suffisamment courts
pour que la méthode perturbative reste valide :

Pd(t) = Γt où Γ = 2π
~

∫
dβ |〈i|V|α〉|2ρ(Ei) , (17)

1. Le cas de l’onde électromagnétique peut être traité en utilisant le champ quantique, et en incluant dans H0 le
hamiltonien HR =

∑
`
~ω` qui rend compte de l’oscillation le champ, tout en utilisant un V proportionnel à E ou à A,

indépendant du champ.
2. Par exemple, si α est le vecteur d’onde #–

k 3D d’un photon, on peut écrire d(3)#–

k = k2 dk dΩ = E2

(~c)3 dE dΩ (où Ω
est l’angle solide) et donc ρ(E) =

∣∣ Dk
D(ΩE)

∣∣ = E2/(~c)3.
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qui est connue comme la « règle d’or de Fermi ». Notons que l’intégrale sur β n’est pas nécessaire les
continium n’est pas dégénéré, ou si on sélectionne une valeur de β, en détectant la direction du photon
émis par exemple.

La probabilité de rester dans l’état |i〉 est alors Pi(t) = 1 − Γt qui ressemble au développement
limité de exp(−Γt), pour t petit devant τ = Γ−1 . Dans les paragraphes suivants nous allons monter,
en nous affranchissant de l’approximation perturbative, que c’est en général le résultat exact.

Pour clore ce paragraphe, soulignons que la validité de l’approche perturbative est limitée par la
double condition que le temps soit court (à l’échelle de ~/Viα) et qu’il soit long à l’échelle de la largeur
∆E de K(E).

2.3 Approximation de mémoire courte

2.3.1 Formalisme

Une approche plus générale repose sur une approximation plus robuste de l’équation d’évolution
(10). On peut pour commencer projeter cette équation sur l’état discret et sur les états du continuum.
En utilisant en outre la relation de fermeture (12), on obtient le système d’équations différentielles
couplées :

i~
d〈i|ψ̃〉

dt = 〈i|Ṽ|i〉︸ ︷︷ ︸
0

〈i|ψ̃〉 +
∫

dα〈i|V|α〉 〈α|ψ̃〉

i~
d〈α|ψ̃〉

dt = 〈α|Ṽ|i〉 〈i|ψ̃〉+
∫

dα′ 〈α|V|α′〉︸ ︷︷ ︸
0

〈α′|ψ̃〉

soit en posant pour simplifier ci = 〈i|ψ̃〉 et cα = 〈α|ψ̃〉 :

i~
dci
dt =

∫
dα Viα cα(t) eiωiαt et i~

dcα
dt = Vαi ci(t) eiωαit .

En intégrant formellement la seconde et en reportant dans la première, on obtient l’équation :
dci
dt = − 1

~2

∫
dα |Viα|2

∫ t

0
dt′ ci(t′) eωiα(t−t′) = − 1

~2

∫
dα |Viα|2

∫ t

0
dτ ci(t− τ) eωiατ (18)

où nous avons fait le changement de variable τ = t− t′ qui représente le retard de t′ par rapport à t.

2.3.2 Fonction de corrélation

Nous allons maintenant simplifier cette équation. En reprenant (18), en passant aux variables
(β,E) et en permutant les intégrales, on peut la mettre sous la forme :

dci
dt =

∫ t

0
dτ ci(t− τ)eEiτ/~ g(τ) où g(τ) = − 1

~2

∫
dE

( ∫
dβ ρ(E) |Viα|2

)
e−iEτ/~. (19)

Cette fonction de corrélation g(τ) est la transformée de Fourier, par rapport à la variable E, de
la fonction K(E) =

∫
dβρ(E) |Viα|2 qui caractérise l’étendue du continuum et l’intensité du couplage

avec celui-ci. Si l’on suppose que le continuum est large et non structuré, c’est à dire qu’il n’y a pas de
variation notable de K(E) sur une grande étendue spectrale ∆E, alors la fonction g(τ) aura une très
petite largeur ∆τ = ~/∆E. Ceci indique que seules les valeurs très faibles du retard τ contribuent à
l’intégrale, et il est donc raisonnable de remplacer ci(t− τ) par ci(t). Cela n’a de sens bien sûr que si
l’on renonce à regarder le détail de l’évolution à l’échelle de temps de ∆τ : on parle alors d’évolution
à « gros grain » (coarse graining), qui n’a de sens que si l’on a des échelles de temps bien séparées.
Pour les mêmes raisons, et dans les mêmes limites, on pourra étendre l’intégrale sur τ jusqu’à l’infini,
puisque les contributions associées sont négligeables.

On obtient alors ċi(t) = A ci(t) qui conduit bien à une évolution exponentielle avec une raison A
qui s’écrit, après permutation des intégrales :

A = − 1
~2

∫
dE K(E)

∫ ∞
0

dτe−i(E−Ei)τ/~ (20)
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L’intégrale sur τ qui en résulte n’est pas convergente en tant que fonction de E, mais définit néanmoins
une distribution en E, que nous pouvons évaluer en la régularisant. Pour ce faire on écrit :∫ ∞

0
dτ e−iωτ = lim

η→0+

∫ ∞
0

dτe−iωτ−ητ = lim
η→0+

1
iω + η

= lim
η→0+

(
η

η2 + ω2−i
ω

η2 + ω2

)
= πδ(ω)−i vp.

∫ 1
ω
,

où vp. désigne la valeur principale de Cauchy de l’intégrale 3.
On obtient ainsi :

A = −Γ
2−iδω ,

et en déduit que le coefficient ci(t) est amorti avec un constante de temps qui est la moitié de celle
donné par la règle d’or de Fermi :

Γ
2 = π

~

∫
dβρ(Ei)|〈i|V|α〉|2

En outre, il voit sa phase évoluer en exp(−iδEt/~) , où :

δE = ~δω = vp.
∫

dE −1
E − Ei

∫
dβρ(E)|〈i|V|α〉|2 ,

qui représente donc un (généralement petit) décalage en énergie de l’état |i〉 résultant du couplage.
Ce décalage est appelé Lamb-shift dans le cas des atomes en interaction avec le vide du champ
électromagnétique.

La probabilité de présence dans l’état discret |i〉, Pi = |ci(t)|2 décroît donc exponentiellement avec
la constante de temps Γ donnée par l’analyse perturbative, ainsi qu’il était annoncé.

2.3.3 Limite des temps courts

En première approximation, à des temps suffisamment courts, on aurait pu négliger l’évolution de
ci dans le membre de droite en le remplaçant par ci(0) = 1. On obtiendrait alors :

dci
dt = − 1

~2

∫
dα |Viα|2

∫ t

0
dτ eωiατ = − 1

~2

∫
dβ dE ρ(E) |Viα|2

∫ t

0
dτ eωiατ = −Γ

2 − i
δE

~

où le 1
2 vient de ce que l’on intègre que sur τ > 0 et pas sur R entier. En ce qui concerne la probabilité,

ce résultat n’est autre que le résultat perturbatif donnant Pi = |ci|2 ≈ 1− Γt, et donc la règle d’or de
Fermi.

3. La valeur principale de Cauchy est définie comme vp.
∫

f(x) dx
x−x0

= lim
η→0+

(∫ x0−η
−∞ +

∫ +∞
x0+η

)
f(x) dx
x−x0

.

Exemple de calcul : si f(x) est une fonction méromorphe, telle que limR→+∞ |Rf(Reiθ) = 0 et que ses pôles {zi} sont
ses pôles dans le 1/2 plan supérieur :

vp.
∫

f(x)
x− x0

dx = 2iπ
(∑

i

Reszi
(f)

zi−x0

)
+ iπf(x0)

Application : soit A =
〈

vp.
∫

dx
(x− 1)

∣∣∣ sin(πx/2)
(1 + x2)

〉
. On observe que A = I1−I∗

1
2i = =m(I1), où I1 se calcule à l’aide du

théorème des résidus :

I1 = v.p.
∫

exp(iπx/2)
(x− i)(x+ i)(x− 1)dx = iπ

eiπ/2

2 + 2iπ e−π/2

2i(i− 1) = −π2 − π
i+ 1

2 e−π/2 ⇒ A = −πe
−π/2

2
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