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Introduction

Contexte

Une particule plongée dans un fluide est soumise a une force de friction. Si
M désigne la masse de la particule, grande devant la masse m des
molécules, on peut écrire cette force

szMTf

qui a pour effet d'e faire décroitre sa vitesse avec un temps caractéristique
T,=~""1:
v(t)=7(0) e,

et donc d'immobiliser la particule en quelques T,.

Toutefois, I'observation de petites particules montre une agitation
constante qui n'est pas décrite par un amortissement fluide de sa vitesse.
(il suffit de regarder au microscope une goutte d’alcool avec un peu de
poussiére)
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Introduction

Interprétation : force de Langevin

L'interprétation (Einstein, Perrin, Langevin) de ce phénomene repose sur
les chocs désordonnés et incessants des molécules sur les particules qui
induisent un transfert de quantité de mouvement dont la moyenne est la
force de friction, mais qui fluctue en raison du caractere discret du fluide.
On en rend compte en introduisant de facon phénoménologique une force
supplémentaire qui est nulle en moyenne mais de variance non nulle et qui
est responsable des fluctuations, d'ol :

=T+ T 1)
La description théorique ab-initio de cette force, requérant une
connaissance détaillée du potentiel d'interaction entre la particule et les
molécules, la forme de la particule etc. est hors du champ de ce cours.
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Propriétés statistiques

Valeurs moyennes et fonction de corrélation :

Propriétés statistiques

Temps de corrélation

Nous représenterons la moyenne statistique par une barre.

On a donc par hypothése ~7-:(t) =0, et f(t)Q = F2 >0, ot Fy caractérise
I'intensité de la force.

La force de Langevin est caractérisée par sa fonction de corrélation

— —

«a deux temps» : F(t1) - F(ta).

Le phénomene étudié étant stationnaire, cette fonction de corrélation ne
doit donc dépendre que de I'intervalle de temps 7 = [t} — f2|, et s'écrit

—

donc C(7) = F(t) - F(t+ 7).
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Propriétés statistiques

Coefficient de diffusion

On va simplifier le probléme en constatant que la seule grandeur utile est :

1 [ 1 0
I_WA C(T)dT—i2M2‘/_OOC(7—)d7-

Si 7. est plus court que toutes les autres échelles de temps (y compris le
temps d'observation), on peut remplacer la fonction C(7) par une
distribution de Dirac, dont le poids doit conserver la valeur de I, soit :

C(t) =2 x d D,M? 5(7) (2)

ou d représente la dimension de |'espace (ici d = 3), et D, est le

coefficient de diffusion en vitesse.

2\2 . ‘.
On notera que D, ~ Ti (% ) qui caractérise une marche au hasard de
c

pas Av = Fo1./M et At = T,.
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Si les instants #; et #» sont « assez éloignés», on s'attend a ce que cette
moyenne s'annule : il n'y a pas d'effet mémoire dans les interactions des
molécules avec la particule. La fonction C(7) décroft donc de FZ a zéro en
un temps caractéristique 7. appelé « temps de corrélation ».

Si les molécules sont indépendantes, |'ordre de grandeur de 7. ne peut pas
excéder le temps d'interaction avec une particule, typiquement inférieur a
10719 s. Le point important est que ce temps soit trés faible devant le
temps d'amortissement T, soit :

YT <L 1.

Cette hypothése est raisonnable si la masse M est assez grande devant
celle des molécules m, car il faut alors un nombre de chocs trés important
pour amortir la vitesse.
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Evolution des vitesses

Valeurs moyenne de v

On intégre formellement I'équation du mouvement(1)? :

t =, ,
T(t) = T(tp) e V00 4 [ EEL (=) qyf (3)

to

et pour tg < 0 avec |fy| > T, :

T(t) = /t %e—v(t—t’) ar

qui vérifie bien siir (1) o< F = 0.
Notons que le premier terme de (3) est I"amortissement fluide en |'absence
de force de Langevin.

'avec le changement de variable T = W exp(—~t)
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Evolution des vitesses

—9
Valeurs moyenne de v~

Comme F( ) - ( ) # 0, on doit avoir la méme chose pour 72! On a:

—

%>:—27 +2

dv?
At

F. 9
M

=27 - ( — U +
Pour étudier la vitesse quadratique moyenne 72, on évalue la moyenne :

— t =5 A /
G :/ FWLFW =r(t=t) gy = 3D, |

—00

car, la largeur de la fonction de corrélation 7. est trés faible, I'exponentielle
dans l'intégrale n'a pas le temps de varier.
Donc en prenant la valeur moyenne :

d72
v —2772 + 6D
dt N~——

refroidissement chauffage
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Distribution des vitesses

Probabilités markoviennes

Evolution des vitesses

Relation d’Einstein

La solution stationnaire de cette équation donne v2 = 3% qu'il convient
d’identifier a la valeur que donne la thermodynamique pour I'équilibre a la
température T, soit 1/2Mv? = 3/2kgT
Cela conduit a la relation d'Einstein :

D kBT ]CBT

ce qui explique le facteur d = 3 que nous avions introduit arbitrairement
au début.

Cette relation qui traduit le lien entre les deux forces de friction et de
Langevin. La relation que nous obtenons pas un argument heuristique peut
étre établi de facon plus générale comme le lien nécessaire entre les termes
de dissipation et de fluctuation.
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Distribution des vitesses

Probabilités markoviennes

Pour mieux caractériser le mouvement brownien, il est utile de caractériser
toute la densité de probabilité des vitesses f( 7, t), et son évolution sous
les effets de la friction et de la force de Langevin. Pour cela on utilise
I"absence de mémoire du phénomene, qui est la définition d'un processus
de Markov.

En se placant a une dimension pour simplifier :

f(v,t+ At) ne dépend que de f(v, t) et pas des instants antérieurs, en
prenant bien siir la limite 7. < At <« T,.

On écrit alors :

f(v, t+At) :/dv’ f )P, t+0t]d t) = /dw fo—w)I(w, v—w, At)

en introduisant la variation de vitesse w = v — v'.
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Pour aller plus loin, on peut prendre en compte le fait que, dans II les
variations de vitesse w = v — v’ sont notablement plus petites que la
vitesse v elle méme, mais que II varie beaucoup plus vite avec w (ler
argument) qu'avec v' = v — w (2& argument).
On fait alors le développement limité par rapport au second argument,
autour de w =10 :

n n
( :')) %(f(v)ﬂ(w, U,At)) .

f(v—w)ll(w, v — w, At) =72

En reportant dan I'équation d'évolution précédente, on a :

flo,t+ At) - i 38:” ((w")f(o, 1))

n!

ol les (w™) sont les moments de la distribution II et non f, et ou I'on ne
gardera que les termes d'ordre At.
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Distribution des vitesses Distribution des vitesses

Moments de la variation de vitesse Equation de Fokker-Planck et solution stationnaire

Comme II décrit la sitribution du changement de vitesse, on calcule w™ a

- ., ; ) e A l'ordre le plus bas, on en déduit I'équation de Fokker—Planck :
I'aide de I'équation de Langevin (1, intégrée sur At :

of  flu,t+At)—f(¢) 5, 0?
Atz = == =~v—|(vf(v,t Dy— (f(v,t
w = —7@At+/ f](\;)dt’ ot At ’781)( f(v, )) + Y Ov2 (f( ))
t
Nous nous contenterons ici d’en obtenir la solution stationnaire, qui
Le moment d'ordre 1 s'écrit (w') = [ w I(w, v, At) dw, et comme la vérifie :
force de Langevin est nulle en moyenne, il résulte seulement de la friction, of
et a I'ordre le plus bas en At : (w) = —yvAt. v f(v) + D”ai —0 carbiensir lim f= lim f/ =0.
Le moment d'ordre 2 s’obtient en prenant le carré de I'équation donnant v Voo vrEoo
w, et ne contribuent a I'ordre At que le carré du terme de Langevin qui ce qui correspond 3 la solution gaussienne (maxwellienne) :
s'écrit :
2
At / " 2 2 .
(/ ]:]E;/)dt/> :/ dv' di" f(tjz/[};(t ) f(v)(xexp(—;gv):exp(—%) ou Ug:%:%
t

. traduisant I'équilibre thermique entre le fluide et la particule brownienne.
d'ot (w?) = 2DAt. q . P
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