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1 Fonction de corrélation et nombre moyen de photons
Dans le calcul de la fonction de corrélation du réservoir :

d(τ) = 〈R(t)R(t− τ)〉 = tr(ρRR(t)R(t− τ)) =
∑
` `′

g` g
∗
`′〈ã` ã†`′〉+ h.c. , (1)

on a fait apparaître des valeurs moyennes de a†` a`′ et a` a†`′ .
On se place à l’équilibre thermodynamique à la température T . Les modes étant indépendants

(HR =
∑
` H` et [a`, a†`′ ] = δ` `′) on peut écrire :

HR =
∑
`

~ω`a†` a` et ρR = exp(−HR/kBT )
tr(exp(−HR/kBT )) =

⊗
`

ρ` où ρ` = exp(−~ω`a†` a`/kBT )
Z`

. (2)

Il en résulte que si ` 6= `′, 〈a` a†`′〉 = 〈a`〉 〈a†`′〉 où 〈a`〉 = tr(ρ` a`). Comme ρ` est diagonal dans la base
des états de Fock, les valeurs moyennes à un opérateur sont nulles : 〈a`〉 = 0.

Les seuls termes non nuls sont donc obtenus pour ` = `′, et on a :

〈a`a†`〉 = tr(a†`ρ` a`) =
∑
nl

〈nl|a†`ρ`|nl〉 =
∑
n`

n`〈n`|ρ`|n`〉 , (3)

où l’on a utilisé l’action des opérateurs a` et a†` sur les états de Fock |n`〉 du mode `.
Bien sûr, cette valeur moyenne ne dépend en fait du mode que par l’intermédiaire de ω`,et plus

exactement du paramètre sans dimension x = ~ω`/kBT . On a ainsi pour chaque mode :

〈a a†〉 = 〈n〉 =
∑
n

nρn,n =
∑
n

n
e−n x

Z
et Z =

∑
n

exp(−n x) = 1
e−x − 1 . (4)

On reconnaît dans cette expression de 〈n〉 la dérivée logarithmique de Z par rapport à x, et on retrouve
la loi de Bose :

〈n`〉 = − 1
Z

dZ
dx = − e−x

e−x − 1 = 1
exp(−h ω`/kBT )− 1 (5)

En utilisant enfin la dépendance temporelles des opérateurs :

ã(t) = exp(iωa†a t) a exp(−iωa†a t) = a e−iωt et ã†(t) = a† e+iωt

on obtient l’expression donnée en cours, où l’avait implicitement simplifié la notation 〈n`〉 en n`.

g(τ) = 〈R(t)R(t− τ)〉 =
∑
`

|g`|2
(
〈n`〉e+iωτ + (〈n`〉+ 1)e−iωτ

)
(6)
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2 Rôle de g(τ) dans l’équation pilote
Après avoir fait les approximations de décorrélation et de mémoire courte, on obtient :

dρ̃S
dt = − 1

~2

∫ t

0
trR

[
Ṽ(t′), [Ṽ(t′ − τ), ρ̃S(t)⊗ ρ̃R]

]
dτ . (7)

La trace sur R fait apparaître la valeur moyenne à deux temps de R, mais il faut prendre garde à ce
que les opérateurs R̃ sont évalués à des instant différents et que par conséquent il ne commutent pas
nécessairement entre eux. En développant le commutateur on obtient (en omettant les ˜ et le ′ de t′) :

V(t) V(t− τ) ρS + ρS V(t− τ) V(t)− V(t) ρS V(t− τ)− V(t− τ) ρS V(t)

et en prenant la trace sur R :

〈R(t)R(t− τ)〉 S(t) S(t− τ) ρS → g(τ) S(t) S(t− τ) ρS

+ 〈R(t− τ)R(t)〉 ρS S(t− τ) S(t) → g(−τ) ρS S(t− τ) S(t)
− 〈R(t− τ)R(t)〉 S(t) ρS S(t− τ) → g(−τ) S(t) ρS S(t− τ)
− 〈R(t)R(t− τ)〉 S(t− τ) ρS S(t) → g(τ) S(t− τ) ρS S(t)

Comme g(−τ) = g(τ)∗, les deux termes avec un + sont hermitique conjugué l’un de l« autre, et
de même pour les termes avec un −. Par conséquent, toutes les équations écrites dans le cours sur
l’équation pilote en termes de « h.c. » sont correctes.

C’est dans le cours sur le modèle de Caldera-Leggett que l’erreur s’est immiscée.
De façon générale, si on se limite à la partie réelle de g(τ), on constate qu’elle est paire. On

pourrait monter que cette partie réelle décrit les fluctuations du réservoir. Dans l’équation pilote, la
distinction en g(τ) et g(−τ) disparaît et on obtient une contribution à dρ̃S/dt qui fait apparaître le
double commutateur [S̃(t′), [S̃(t′ − τ), ρ̃S(t)]]. Dans le modèle de Caldera–Leggett, ce terme donne la
diffusion en [X, [, ρS ]].

En revanche, la partie imaginaire de g(τ) est impaire. On peut monter qu’elle décrit la susceptibilité
linéaire du réservoir. Dans l’équation pilote, les deux lignes médianes sont changées de signe et on
obtient une contribution en : [S̃(t′), S̃(t′ − τ) ρ̃S + ρ̃S(t) S̃(t′ − τ)ρ̃S(t)]. Dans le modèle de Caldera–
Leggett, ce terme donne deux contributions (via δ′c) : celle qui compense l’effet de rappel élastique
fictif, et le terme de friction en [X, (P ρS + ρS P )].
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