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Préliminaires
– Les opérateurs sont ici dénotés par des lettres sans-serif A, de préférence à la notation Â.
– On rappelle que pour toute paire d’observables qui commutent avec leur commutateur, on a :[

A, f(B)
]

=
[
A,B

]
f ′(B) et l’identité de Glauber : exp(A+B) = exp(−[A,B]/2) exp(A) exp(B)

(1)
– On rappelle l’intégrale gaussienne :∫

eikx exp(−x2/2a2) dx =
√

2πa exp(−k2a2/2) (2)

I Liouvillien de Lindbald et états pointeurs

1 Retour sur Caldera–Leggett

L’étude du mouvement brownien quantique dans le cadre du modèle de Caldera et Leggett nous
a conduit à mettre en évidence la disparition des cohérences entre deux paquets d’ondes séparés dans
l’espace, conduisant à un mélange statistique d’état propres de l’opérateur position X. 1 La marque de
la décohérence quantique était ici que le temps de disparition des cohérences τD était considérablement
plus court que le temps de dissipation de l’énergie τd : τD ≈ (λT /a)2 τd où λT = h/(2πM kBT )1/2 est
la longueur d’onde de De Broglie thermique, et a la séparation entre les paquets d’ondes.

On doit s’interroger sur la raison pour laquelle la « décohérence quantique » sélectionne cette
base comme la base dans laquelle les cohérences s’annulent sous l’effet de l’interaction avec l’environ-
nement. Cela est étroitement lié au fait que le hamiltonien de couplage S−R était proportionnel à X,
et donc le liouvillien 2 décrivant évolution de la matrice densité ρS impliquait un terme de diffusion
de la forme X2ρ + ρX2 − 2XρX.

En effet, un critère pour la sélection de cette base est que l’évolution ne crée pas d’intrication
entre les états qui la constituent. En d’autres termes, si la matrice densité à l’instant t est diagonale
dans la base |x〉, soit ρ =

∫
p(x)|x〉〈x| dx, alors l’opérateur X2ρ + ρX2 − 2XρX est identiquement nul,

et ne contribue pas à l’évolution de ρ.

1. Il s’agit en fait de paquets d’onde fortement localisés, qui ne sont que de façon approchée des kets propres de X,
les kets |x〉, outre des difficultés mathématiques, ne sont guère physiques puisqu’il supposent une résolution parfaite de
mesure sur la position.

2. En réminiscence du théorème de Liouville, on appelle opérateur de Liouville ou « liouvillien » l’opérateur linéaire
en ρ qui donne dρ/dt dans l’équation pilote.
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2 Liouvillien de Lindblad

Le résultat obtenu dans la cas particulier précédent sera vrai chaque fois que le liouvillien pourra se
mettre sous cette forme dite « de Lindblad ». De façon plus générale, le liouvillien de Lindblad s’écrit :

L(ρ) =
∑
µ

Lµ ρ L†µ −
1
2
(
L†µ Lµ ρ + ρL†µ Lµ

)
(3)

où les L sont des opérateurs, non nécessairement hermitiques, appelés « opérateurs de saut » (quantum
jump operators). On se référera au TD sur les fonctions d’onde stochastiques pour l’interprétation
physique de ces opérateurs et la justification de leur dénomination. Ainsi on avait L = L† = X
pour Caldera-Leggett. Notons quel’on a aussi obtenu un tel Liouvillien pour la relaxation d’un spin
1
2 , avecL1 ∝ σ+ et L2 ∝ σ−, qui tous les deux décrivent des transitions vers un autre état.

Si on écrit une équation pilote comportant un tel terme au second membre (en plus d’un terme
hamiltonien éventuel) on vérifie immédiatement que cela conserve l’hermiticité de ρ (car (ρ) est her-
mitique et la trace de ρ (car tr((ρ)) = 0). On montre de façon plus subtile (cf examen de novembre
2011 sur http://www.phys.ens.fr/~hare) que cela conserve aussi le caractère non négatif de ρ et
donc que les valeurs propres restent comprises entre 0 et 1.

Il est relativement aisé de se convaincre que les état finaux du processus de décohérence sont
déterminés par le choix des opérateurs Lµ. En particulier, en l’absence de terme hamiltonien (toujours
possible en passant en représentation d’interaction) la condition de stationnarité de ρ équivaut à
l’annulation des cohérences entre les états propres de L+ (démonstration laissée en exercice). Comme
les L sont déterminés par l’opérateur V de couplage avec l’environnement, et plus spécifiquement
l’opérateur S qui caractérise la nature du couplage de S avec son environnement, on est ainsi à
sélectionner les états qui ne s’intriquent pas avec l’environnement.

3 Application à la théorie de la mesure

D’une façon générale un processus de mesure peut être décrit comme une chaîne de systèmes
couplés S −−E , oùM représente l’appareil de mesure qui est couplé d’une part avec le système S sur
lequel porte la mesure, et d’autre part avec l’environnement. On peut le modéliser par une particule
quantique se déplaçant selon un axe Ox comme le ferait l’extrémité de l’aiguille à appareil analogique.
Le hamiltonien de couplage S −M pourra s’écrite sous la forme VS−M = gSP, où g est l’intensité
du couplage, S l’observable à mesurer, et P l’impulsion conjuguée de la position X. Ainsi l’opérateur
d’évolution associé à ce couplage est un opérateur de translation de X d’une quantité proportionnelle
à la valeur de S.

Plus précisément, supposons que S est initialement dans un état qui se décompose sur les états
propres de S |ψ〉 =

∑
i σi |si〉 (avec |si〉 = si |si〉), le couplage va faire évoluer l’état global de l’état

|ψ〉⊗ |x0〉 vers l’état |ψ′〉 =
∑
i σi |si〉⊗ |x0 + gt si〉. L’information de S est donc recopiée dansM par

intrication. Ici, les états |x〉 ne sont pas nécessairement des état strictement localisés en x, mais des
paquets d’onde fortement localisés au voisinage de x, avec une largeur ∆x qui soit être notablement
inférieure à la résolution attendue de l’appareil, soit ∆x � gt∆s où ∆s est la résolution, idéalement
fixée par le plus petit écart entre les si. Les états |x〉 mis en je sont alors essentiellement orthogonaux,
et la lecture de X donnera x0 + gt si et donc si avec une probabilité |σi|2 comme attendu, et la
projection du paquet d’onde conduira à l’état |si〉 ⊗0 +gt si >.

Si l’appareil de mesureM est un objet macroscopique (en remplaçant au besoin le simple couplage
par une chaîne d’amplification qui aura le même effet) l’état que vous venons de caractériser est un
« chat de Schrödinger », reposant sur l’intrication entre un objet macroscopique dont le fonctionnement
est classique et un objet microscopique quantique. Le fait que l’on observe pas de tels états, est
imputable à l’environnement agissant surM. En supposant que g est grand et le couplageM−E faible,
la décohérence se faire sentir dans un second temps (pas essentiel mais plus simple). Si l’on suppose
que le couplage VME est proportionnel à l’observable X, la décohérence va détruire les cohérences
présentes dans l’état |ψ′〉 et le transformer en un mélange statistique dans lequel on a des probabilités
classiques |σi|2 d’être dans l’état décrit par la la matrice densité ρ = |si〉〈si|⊗|x0 +gt si〉〈x0 +gt si| ou
l’état |si〉⊗0 +gt si > dont chacun est un des résultats possibles de la mesure au sens classique. Ainsi le
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chat n’et plus mort et vivant mais seulement mort ou vivant. Évidement ce résultat de la décohérence
résulte de la présence de X dans le couplage à l’environnement : tout autre couplage aurait détruit les
cohérences dans une autre base et complètement brouillé la mesure de X. Ce résultats fait l’objet de
ce que l’on appelle les « règles de super-sélection ».

Un appareil de mesure est donc caractérisé autant par son couplage avec le système à mesurer
que celui avec son environnement, mais les états qui sont susceptibles d’apporter une information
sur le système sont ceux qui ne sont pas détruits ou mélangés par la décohérence, de ce fait appelés
états pointeurs. Ce sont ceux qui permettent à « l’aiguille » d’avoir un comportement apparemment
classique et de donner un résultat non ambigu même si l’état de S n’est pas initialement un vecteur
propre de l’observable à mesurer.

L’émergence d’états classiques grâce à l’environnement est évidement très satisfaisante pour l’es-
prit, mais ne résout pas tous les paradoxes. On a pu lire qu’elle rendait les postulats sur la mesure
quantique – notamment la réduction du paquet d’onde – superflus, dans la mesure où la suite de
l’histoire de fera indépendamment pour chacune des composantes de ρ. Toutefois, dans une mesure
lue, nous observons pas tous les résultats et leur évolution concomitante, mais bien un seul résultat,
dont rien ne nous dit comment il émerge et les autres disparaissent.

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser à une autre situation de décohérence quantique,
dans lesquels les « états pointeurs » sont les états cohérents du champ électromagnétique. Pour cette
étude nous allons dans un premier temps souligner le caractère quasi-classique de ces états en montrant
qu’ils sont notamment produits par le rayonnement de courants classiques. Dans un second temps,
nous nous concentrerons sur le cas d’un unique mode du champ quantique et nus lui appliquerons le
formalisme de la fonction de Wigner et des fonctions caractéristiques, dont nous fournirons plusieurs
exemples. Enfin nous étudierons l’évolution d’un « chat de Schrödinger » formé de la superposition
cohérente de deux états semi-classique. Les idées développée ici sont très largement inspirées des
travaux théoriques et expérimentaux de l’équipe de Serge Haroche et Jean-Michel Raimond où le champ
quantique est un champ micro-onde (51 GHz) confiné dans une cavité Fabry-Perot supraconductrice
de très haute surtension.

II Rappel des TD :
Champ quantique produits par des courants classiques

On s’intéresse ici à l’état quantique du champ électromagnétique produit par courants dits « classiques »
car représentés par une fonction j(r, t), dont la dynamique est supposée connue et indépendante de
celle du champ. Comme dans tous le cours le rayonnement quantique est décrit dans la jauge de
Coulomb.

1 Variables du champ

On rappelle l’expression du champ électrique, du potentiel vecteur et du hamiltonien du champ
quantique en fonction des opérateurs création et annihilation a et a†.

A⊥ =
∑
λ

√
~

2ωλε0 L3

(
aλeik·r ε + a†λe−ik·r ε∗

)
(4a)

E⊥ =
∑
λ

√
~ωλ

2 ε0 L3 i
(
aλeik·r ε− a†λe−ik·r ε∗

)
(4b)

H =
∑
λ

~ωλ a†λaλ (4c)

λ étant ici un indice collectif représentant le couple vecteur d’onde–polarisation (k, ε)

2 Hamiltonien d’interaction matière-rayonnement

Lorsque nous avons introduit la description quantique du champ, nous avons, pour simplifier, choisi
d’étudier le champ libre, en l’absence de sources. Nous devons donc dans un premier temps retrouver,
par des arguments heuristiques, l’expression du terme de couplage matière rayonnement
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a) Couplage atome–champ classique

Partons du hamiltonien d’un atome (à un électron et de noyau infiniment lourd) plongé dans un
champ électromagnétique classique. On a bien sûr, en développant l’expression usuelle 3 :

H = (p− qA(r, t)2

2m + V(r, t) = p2

2m + V(r), t)− q

m
p ·A(r), t) +O(A2) , (5)

où le champ est représenté par les fonctions A et V, évaluées en fonction de l’opérateur r décrivant la
position de l’électron.

Si le champ n’est pas trop intense, on peut négliger le terme quadratique, et on obtient le ha-
miltonien de couplage −qP · A(r, t), dit semi-classique puisque il traite l’électron (i.e. la matière) de
façon quantique et le champ de façon classique. Ce terme est évidement réminiscent de la densité de
lagrangien classique L = −j · A.

b) Couplage quantique atome–champ

En généralisant le résultat précédent, on peut admettre que le couplage complètement quantique
s’écrit, pour le cas d’un ensemble de particules chargées :

V = −j · A⊥ = −
∑
i

qipi
mi
·
∑
λ

√
~

2ωλε0 L3

(
aλeik·r ε + a†λe−ik·r ε∗

)
(6)

Pour une distribution de courant volumique étendue, la somme discrète sur les particules est bien
sur remplacée par une intégrale l’intégrale volumique.

c) Couplage courant classique–champ quantique

La situation qui nous intéresse est en fait une situation semi-classique dans laquelle le champ est
décrit de façon quantique par un opérateur, et le courant par une fonction classique j(r, t). Le couplage
s’écrit alors :

V = −
∫

d3r j(r) · A(r) = −
∑
λ

Aλ
(∫

d3r j(r) · ε eik·raλ + h.c.

)
(7)

qui fait clairement paraître la décomposition de Fourier du courant courant classique, projetée sur la
direction de polarisation 4 :

jλ(t) =
∫

d3r j(r) · ε e−ik·r ,

Le hamiltonien total prend la forme :

HC =
∑
λ

~ωλ a†λ aλ −
∑
λ

Aλ
(
j∗λ(t) aλ + jλ(t) a†λ

)
, (8)

3 Évolution du champ

Il apparaît clairement que le hamiltonien que nous venons d’établir est une somme de contributions
élémentaires associées chacune à un mode donné du champ. On peut donc étudier chaque mode
individuellement.

a) Point de vue de Heisenberg

En représentation de Heisenberg, on en déduit encore l’équation d’évolution 5 :

ȧλ = 1
i~

[aλ,HC ] = −iωλaλ + i
Aλ
~
jλ(t). (9)

3. Noter que les deux termes p ·A et A.p sont égaux car on se place en jauge de Coulomb
4. Ceci est légitime car le courant vérifiant div j = 0, sa transformée de Fourier spatiale est transverse.
5. Cette équation est celle que l’on aurait obtenu pour la variable normale classique α si l’on n’avait pas décidé

de négliger d’emblée les sources du champ (cfCohen-Tanoudjli, Grynberg, Dupond-Roc,“ Processus d’intercation entre
photons et atomes”, Éditions du CNRS ).
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qui s’intègre en introduisant la variable auxiliaire b(t) = aλ(t) eiωλt. On obtient ainsi, en omettant λ
pour alléger l’écriture :

a(t) =
(

a(0) + i

∫ t

0

A
~
j(t′)e+iωt′dt′

)
e−iωt (10)

De façon évidente, ne vont contribuer de façon significative au mode λ = (k, ε) que les courants
évoluant à la fréquence ωλ = c ‖kλ‖. En supposant la résonance, soit :

jλ(t) = jλ(0) e−iωλt , (11)

on en déduit que :
aλ(t) = (aλ(0) + gλ t)e−iωλt où gλ = i

Aλjλ(0)
~

. (12)

Si nous supposons que l’état quantique est le vide |0〉λ, nous constatons que les valeurs moyennes
〈a(t)〉 = g te−iωt et 〈a†(t)〉 = g∗te+iωt sont modifiées, mais g étant un simple nombre, les écarts-types
ne sont pas modifiés. Ce résultat est très simple, presque trop pour que le lecteur soit convaincu que
l’état ainsi produit est bien l’état cohérent annoncé. Changeons de point de vue pour l’établir de façon
plus évidente.

b) Point de vue de Schrödinger

Faisons d’emblée l’hypothèse de résonance (11) pour simplifier, et passons en représentation d’in-
teraction, en appliquant à |ψ(t)〉 et aux observables l’opérateur d’évolution U†0(t) = exp[iH0 t/~]. Les
opérateurs de création et d’annihilation sont transformés selon a → a(0) e−iωt et a† → a†(0) e+iωt (à
vérifier en faisant agir U+

0
†a(†)U0 sur un état de Fock |n〉 quelconque).

Par conséquent, le nouveau hamiltonien s’écrit :

H′ = Ṽ = −A (j∗(0)a + j(0)a†) , (13)

qui possède la propriété remarquable d’être indépendant du temps. On en déduit immédiatement
l’opérateur d’évolution en représentation d’interaction, qui s’écrit

Ũ = exp
(
− iṼ t/~

)
= exp

(
− (g t)∗a + (g t)a†) . (14)

où l’on reconnaît un opérateur de déplacement 6 D[α] avec α = g t = iA j(0) t/~.
Lorsque l’état initial |ψ(0)〉 ≡ |ψ̃(0)〉 est le vide |0〉, l’état obtenu à l’instant t est donc l’état

cohérent |ψ̃(t)〉 = D[α]|0〉 = |α〉 où le nombre complexe α est donné par α = g t = iAλjλ(0)/~ t.
L’évolution complète est donnée par l’opérateur d’évolution U(t) = U0(t) Ũ(t). 7 et l’état |ψ(t)〉 =

exp(−iωa†a t)|α〉 = |α e−iωt〉.
Noyons que nombre de photons est proportionnel à |α|2 et donc à t2, ce qui est la signature d’une

interférence constructive entre les champs rayonnés à des instants successifs, grâce à la relation de
phase prise comme hypothèse. L’évolution temporelle supplémentaire donnée par l’opérateur U0 est
simplement la « rotation » de l’état cohérent, telle que |ψ〉(t) est l’état cohérent associé à α(t) =
g t exp(−iω t), qui décrit une spirale dans le plan complexe.

Dans la cas où l’état initial serait quelconque, on aurait à nouveau un état quantique « déplacé »
par la quantité α, dans un sens que nous préciserons ultérieurement, en utilisant la fonction de Wigner.
NB: La loi d’évolution qui vient d’être établie doit être appliquée de façon simultanée à tous les modes :
le courant classique émet des photons dans un état quasi-classique pour chaque mode résonant (en
fréquence) avec une efficacité proportionnelle au recouvrement spatial entre la distribution de courant
et celle du champ dans le mode considéré.

On se concentre désormais sur un unique mode du champ.
6. Cette notation inattendue met en évidence le fait que <e(α) et =m(α) sont deux variables indépendantes, et donc

que α et α∗ peuvent tout aussi bien être considérées comme des variables indépendantes. Cette approche joue un rôle
important dans ce qui suit.

7. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cet opérateur est bien unitaire bien que ses deux parties ne commutent
pas entre elles :
U(t)U†(t) = (U0(t) Ũ(t)) (U0(t) Ũ†(t)) = U0(t) Ũ(t)) Ũ†(t)U†0(t) = U0(t) 11U†0(t) = 11 et de même pour U†(t)U(t).
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c) Propriétés de l’opérateur déplacement

Rappelons les propriétés de l’opérateur déplacement :

D[α] = exp(αa† − α∗a) = e+|α|2/2 exp(−α∗a) exp(αa†) (15a)
= e−|α|

2/2 exp(αa†) exp(−α∗a) (15b)

La seconde équation immédiatement bien que D[α]|0〉 = |α〉, puisque e−α∗a|0〉 = |0〉. De même pour la
première, puisque e−α∗a|α〉 = e−|α|

2 |α〉.
On vérifie aussi que D[α] est de la forme exp(iC) où C est hermitique, donc D est unitaire, et D†

est simplement formé en remplaçant α par −α.
En outre, on vérifie aisément, à l’aide des identités (15a),(15b) et des règles habituelles de com-

mutation, que pour toute fonction f :

D[α]f(a)D†[α] = f(a− α) et D[α]f(a†)D†[α] = f(a† − α∗) . (16)

Une telle identité ne s’applique pas en général aux fonctions de a et de a†, mais on vérifie néanmoins
la loi de composition :

D[α] D[β] D†[α] = eβ
∗α−βα∗ D[β] . (17)

III Fonction de Wigner du champ électromagnétique
On se propose ici d’étendre au champ électromagnétique la notion de fonction de Wigner, et de

calculer quelques exemples faisant ressortir le caractère non-classique de certains états. On procède
par analogie avec une particule matérielle pour lesquelles la position x et l’impulsion p convenablement
adimensionnées vérifient la relation de commutation [x, p] = i.

1 Définitions

a) Quadratures du champ

On introduit les opérateurs de « quadrature » du champ q1 et q2 qui vérifient les mêmes relations
de commutation que x et p. Il suffit pour cela de former :

q1 = a + a†√
2

et q2 = a− a†

i
√

2
(18)

fournissant deux opérateurs hermitiques sans dimension vérifiant la relation de commutation [q1, q2] =
i. Il est bien connu, et on admet dans ce qui suit que leur spectre découle uniquement de leur relation
de commutation. En particulier tout nombre réel est valeur propre de q1 comme de q2 et les états
propres correspondant vérifient :

〈q1|q′1〉 = δ(q1 − q′1), 〈q2|q′2〉 = δ(q2 − q′2) et 〈q1|q2〉 = (2π)−1/2 exp(iq1q2) . (19)

On notera, en comparant aux équations (4a) et (4b) que q1 est proportionnel à la composante de
A⊥ du mode considéré, tandis que q2 est proportionnel à celle de −E⊥, qui sont bien en quadrature
de phase (temporelle) pour les modes définis par des ondes progressives.

b) Opérateurs de translation

En utilisant la relation (1), on peut évaluer les commutateurs :

[q1, e
−iq2µ] = −iµ[q1, q2] e−iq2µ et [q2, e

+iq1ν ] = +iν[q2, q1] e+iq1ν . (20)

En développant et en multipliant à gauche par eiq2µ et e−iq1ν , on en déduit :

exp(+iq2µ) q1 exp(−iq2µ) = q1 + µ et exp(−iq1ν) q2 exp(+iq1ν) = q2 + ν , (21)
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ce qui montre que exp(+iq2µ) exp(−iq1ν) sont les opérateurs de translation.
Cette approche peut être utilisée pour réécrire l’opérateur déplacement, qui effectue la translation

dans les deux directions de l’espace des phases :

D[α] = exp
(
i
√

2
(
=m(α) q1 −<e(α) q2

))
= exp

(
i(q̄2q1 − q̄1q2)

)
, (22)

ce qui montre que l’opérateur D réalise effectivement une translation dans le plan (q1, q2), des quantités
q̄1 ≡ <e(α)

√
2 et de q̄2 ≡ =m(α)

√
2.

Bien sûr, ces équations de ce paragraphe ne sont que des réécritures des équations (16) du § c).

c) Fonction de Wigner

En transposant simplement la définition de la fonction de Wigner de (x, p) à (q1, q2), on pose :

w(q1, q2) = 1
2π

∫
du〈q1 + u

2 |ρ|q1 − u
2 〉 e

−iq2u = 1
2π

∫
dv〈q2 + v

2 |ρ|q2 − v
2 〉 e

+iq1v , (23)

expressions qui sont bien sûr invariantes par u 7→ −u ou v 7→ −v.

On peut monter que la fonction de Wigner en un point quelconque (q1, q2) est la valeur moyenne
de l’opérateur :

W(q1, q2) = 1
2πD[−β] D[β] Π avec Π = eiπa†a (opérateur parité) et β = q1 + iq2 . (24)

A ce titre c’est une grandeur physique observable.

d) Fonction caractéristique

Comme dans la théorie usuelle des probabilités, on peut définir la fonction caractéristique comme
la valeur moyenne d’une exponentielle complexe de la variable aléatoire, qui est la transformée de
Fourier de la loi de densité de probabilité. Dans le cas quantique, on doit distinguer les fonctions
caractéristiques « normale » CN et « symétrique » CS qui diffèrent selon que l’on choisit l’ordre normal
(tous les a† à gauche des a) ou l’ordre symétrique (autant de a† avant les a que l’inverse).

Compte tenu de l’expression (22) de l’opérateur de déplacement, on pose ainsi :

CN (λ, λ∗) = tr
(
ρ eλa† e−λ

∗a
)

et CS(λ, λ∗) = tr
(
ρ eλa†−λ∗a

)
= 〈D[λ]〉 , (25)

dont on vérifie immédiatement à l’aide de l’identité de Glauber que CN (λ, λ∗) = e|λ|
2/2 CS(λ, λ∗).

Ainsi les fonctions caractéristiques sont-elles – à un facteur multiplicatif près – des valeurs moyennes
de l’opérateur de déplacement D[λ]. De même qu’en probabilités classiques la fonction caractéristique
est la transformée de Fourier de la densité de probabilité, on a ici une relation de transformation de
Fourier qui unit la fonction caractéristique CS à la fonction de Wigner, que nous mettrons plus tard à
profit .

En posant λ1 =
√

2<e(λ) et λ2 =
√

2=m(λ), et reprenant l’expression (22) ci-dessus, et en scindant
l’exponentielle en deux, il vient :

CS(λ, λ∗) = 〈exp
(

+ iλ2 q1 − iλ1 q2
)
〉 = tr

(
eiλ2q1/2 e−iλ1q2/2 ρ e−iλ1q2/2 eiλ2q1/2

)
(26)

où l’on a utilisé deux fois l’égalité de Glauber (les facteurs venant du ket et du bra se compensent).
En écrivant alors la trace dans la base des |q1〉 on obtient successivement :

CS(λ, λ∗) =
∫

dq1 e
iλ2q1〈q1|e−iλ1q2/2 ρ e−iλ1q2/2|q1〉 (27a)

en utilisant le fait que |q1〉 est vecteur propre de exp(iλ2 q1/2), puis

=
∫

dq1 e
iλ2q1〈q1 − λ1

2 | ρ |q1 + λ1
2 〉 (27b)
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en exploitant l’action de l’action sur les kets de |q1〉 l’opérateur de translation exp(−iλ1q2/2), et enfin

CS(λ, λ∗) =
∫∫

dq1dq2 e
i(λ2q1−λ1q2) w(q1, q2) . (27c)

en reconnaissant dans 〈q1 − λ1
2 | ρ |q1 + λ1

2 〉 la transformée de Fourier inverse de (23).
On constate finalement que – dans le cas de l’ordre symétrique – on peut faire un calcul classique

en remplaçant les opérateurs q1 et q2 de la valeur moyenne quantique (26) par des nombres q1 et q2
et la distribution de probabilité par la fonction de Wigner. Cette propriété est très générale, même si
nous ne l’utiliserons pas vraiment ici.

2 Exemples de fonction de Wigner et fonctions caractéristiques

a) Fonction de Wigner du vide

On part de l’identité a |0〉 = 0, qui s’écrit en « représentation q1 » :(
q1 + d

dq1

)
ψ0(q1) = 0 ⇒ ψ0(q1) ≡ 〈q1|0〉 = π−1/4 exp(−q2

1/2) . (28)

Sa fonction de Wigner s’obtient alors en écrivant :

w0(q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u e

−(q1+u/2)2/2 e−(q1−u/2)2/2
√
π

= e−q
2
1

π

∫ du√
4π

e−iq2u e−u
2/4

et d’après l’équation (2), l’intégrale vaut exactement exp(−q2
2), d’où :

w0(q1, q2) = exp(−q2
1 − q2

2)
π

. (29)

Cela traduit bien la symétrie de l’état fondamental par rapport aux deux quadratures, et réalise le cas
d’égalité de l’inégalité de Heisenberg ∆q1.∆q2 > 1/2 (état minimal).

b) Fonction de Wigner des états cohérents

Valeur moyenne des quadratures
Avant de calculer la fonction de Wigner d’un état cohérent, il est utile de rappeler l’expression des
valeurs moyennes des quadratures 〈q1〉 et 〈q2〉 dans un état cohérent |α〉.

Comme q1 = (a+a†)/
√

2, pour calculer 〈α|q1|α〉, on peut faire agir a à droite sur |α〉 et a† à gauche
sur 〈α| (valeur propre α∗). Il en est de même pour q2, et il vient :

〈q1〉 = 〈α|q1|α〉 =
√

2<e(α) et 〈q2〉 = 〈α|q2|α〉 =
√

2=m(α) . (30)

Ce résultat découle aussi bien de l’expression (22) de l’opérateur de translation D[α].

Calcul de la fonction de Wigner
À l’aide des résultats précédents, on forme :

wα(q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u〈q1 + u

2 |D[α]|0〉 〈0|D†[α]|q1 − u
2 〉 (31)

En réécrivant une nouvelle fois l’opérateur de translation,

D[α] = exp(−iq2〈q1〉+ iq1〈q2〉) = e−i〈q1〉〈q2〉 exp(+iq1〈q2〉) exp(−iq2〈q1〉) (32)

on obtient :

wα(q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u〈q1 + u

2 − 〈q1〉|eiq1〈q2〉|0〉 〈0|e−iq1〈q2〉|q1 − u
2 − 〈q1〉〉 (33a)

= 1
2π

∫
du e−i(q2−〈q2〉)u 〈q1 − 〈q1〉+ u

2 |0〉 〈0|q1 − 〈q1〉 − u
2 〉 (33b)

= w0(q1 − 〈q1〉, q2 − 〈q2〉) . (33c)
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où l’on obtient (a) en faisant agir l’opérateur de translation en « position » (celui qui contient q2) sur
les kets ou bra |q1 ± u/2〉, puis de (a) à (b) utilisant les vecteurs propres de l’opérateur contenant
q1 sur ces kets. On constate donc que la forme de la fonction de Wigner de l’état cohérent est une
gaussienne identique à celle du vide, à une translation près, définie par les valeurs moyennes des
quadratures. Il s’agit donc à nouveau d’un état minimal, centré au point (〈q1〉, 〈q2〉). Si, de ces variables,
on revient aux notations en α, et que l’on pose parallèlement β = (q1 + iq2)/

√
2, on obtient la relation

remarquablement simple :

wα(β) = exp(−|α− β|2/2)
2π . (34)

Fonction caractéristique
Le calcul de la fonction caractéristique – normale – associée, s’il est abordé dans le bon sens, est
élémentaire :

C(α)
N (λ, λ∗) = tr

(
e−λ

∗a |α〉〈α| e+λa†
)

= tr
(
e−λ

∗α |α〉〈α| e+λα∗
)

= exp[λα∗ − λ∗α] . (35)

On en déduit en particulier que la fonction caractéristique CN du vide est égale à 1, ce qui implique
que C(0)

S = exp(−|λ|2/2), qui est bien la transformée de Fourier, au sens de (27c), de (29).

c) Fonction de Wigner des états de Fock

L’obtention de la fonction de Wigner ou de la fonction caractéristique des étant de Fock |n〉 est
autrement plus compliqué. On peut l’aborder en utilisant le fait que w0 est connu (29) et calculer par
récurrence la fonction de Wigner wn des états de Fock |n〉.
NB: Ce paragraphe étant assez technique et sans intérêt majeur, on peut, en première lecture ; passer
directement au résultat.

Principe de la récurrence
La récurrence se déduit de a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉, qui donne :

(n+ 1) wn+1(q1, q2) =W[a†|n〉〈n|a](q1, q2)

où l’on généralise la fonction de Wigner à la transformation de Wigner d’un opérateur quelconque A par :

W[A](q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u〈q1 + u

2 |A|q1 − u
2 〉 . (36)

On notera que la transformation W est linéaire, et vérifie W[A]∗ =W[A†].
En décomposant a et a† sur les quadratures, et en posant σn = |n〉〈n| il vient :

2(n+ 1) wn+1(q1, q2) =W[q1σnq1] +W[q2σnq2] + i (W[q1σnq2]−W[q2σnq1]) . (37)

et notre propos se ramène à l’évaluation de ces quatre transformées. En utilisant la représentation |q1〉, on évalue
très simplement :

W[q1σnq1] = 1
2π

∫
du e−iq2u

(
q2
1 −

(
u
2
)2) 〈q1 + u

2 |σn|q1 − u
2 〉 =

(
q2
1 + 1

4
∂2

∂q2
2

)
wn .

et symétriquement pour W[q2σnq2] en échangeant le rôle de q1 et q2. Le terme croisé est plus délicat à évaluer,
et donne tout calcul fait :

i (W[q1σnq2]−W[q2σnq1]) =
(
−1− q1

∂

∂q1
− q2

∂

Lq2

)
wn .

Les deux équations étant visiblement symétriques en q1 et q2. Il est alors judicieux d’introduire la variable
h = 2(q2

1 + q2
2) (c’est 4 fois l’énergie), si bien que :

2(n+ 1) wn+1(h) =
[(

h

2 + 2 d
dh + 2h d2

dh2

)
−
(

1 + 2h d
dh

)]
wn(h)

9
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Figure 1 – Fonction de Wigner des états de Fock pour n = 0 à 3 (en coupe dans le plan q2 = 0). Les
lignes horizontales définissent la valeur wn = 0

et en définitive :
wn+1(h) = 1

n+ 1

{
h

4 −
1
2 + (1− h) d

dh + h
d2

dh2

}
wn(h) . (38)

Il n’y a plus qu’à itérer à partir de l’expression w0(h) = exp(−h/2).

En définitive, on obtient que wn(q1, q2) est de la forme w0(q1, q2)×Ln(q2
1+q2

2), produit de la fonction
de Wigner du vide par un polynôme de degré n en q2

1 + q2
2). On peut montrer que ce polynôme

est le polynôme de Laguerre (d’où la notation). On a bien sûr L0(x) = 1 puis L1(x) = 1 − x,
L2(x) = 1 − 2x + x2/2 et L3(x) = 1 − 3x + 3x2/2 − x3/6. Il en résulte que les fonctions de Wigner
obtenues sont oscillantes, et prennent donc des valeurs négatives, ce qui est un signe du caractère
non-classique des états de Fock (cf Figure).

Calcul de la fonction caractéristique
L’évaluation de la fonction caractéristique associée est notablement plus simple :

CN [|n〉](λ, λ∗) = 〈eλa† e−λ
∗a〉 = 〈n|eλa† e−λ

∗a|n〉 (39)

=
∞∑
p=0
〈n|eλa† |p〉 × 〈p|e−λ∗a|〉 =

n∑
p=0

λp
√
n!

p!
√
n− p

× (−λ∗)p
√
n!

p!
√
n− p

(40)

=
n∑
p=0

(−1)p n!
p!2(n− p)! |λ|

2p (41)

On constate ainsi que C(n)
S est le produit de la gaussienne C(0)

S = exp(−|λ|2/2) par un polynôme
de degré n en |λ|2, dont la transformée de Fourier est elle-même la gaussienne w0 multipliée par un
polynôme de même degré en q2

1 + q2
2, ce qui est bien conforme à ce que donnait la récurrence.

3 États chat de Schrödinger

On s’intéresse dans tout ce qui suit aux propriétés de l’état quantique superposition de deux états
cohérents |Ψ±〉 = (|α〉± |eiφα〉)/

√
2 (bien noter que le eiφ est dans le ket) appelé « chat de phase », de

phase φ. Pour simplifier, nous supposerons dans ce qui suit que φ = π 8.

8. En toute rigueur, la ket que nous avons écrit, et les matrice densité que nous en déduirons ne sont convenablement
normés que dans la limite où |〈α|−α〉| = exp(−2|α|2)� 1, ce qui est vrai dès que |α| atteint quelques unités. La physique
qui nous intéresse ici ne dépend pas de cette normalisation.
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a) Parité du chat

Les états |Ψω〉 sont des propriétés spéciales vis à vis de la parité. C’est bien normal puiqu’on
ajoute ou retranche des états qui sont images l’un de l’autre par l’opératier parité. Concrètementn=,
en utilisant la décompositions standard de l’état cohérent, et (−α)n = ±(−α) selon que n est pair ou
impair, on obtient :

|Ψ+〉 = e−|α|
2/2

√
2

∑
n pair

αn√
n!
|n〉 et |Ψ−〉 = e−|α|

2/2
√

2
∑

n impair

αn√
n!
|n〉 . (42)

Il en résulte un profil de la distribution des P(n) = |〈n|Ψ±〉|2 qui est dentelé, ce qui s’écarte fortement
de la structure classique 9.

On note en passant que :
a|Ψ±〉 = α|Ψ∓〉

b) Existence des corrélations

On doit noter de prime abord que la matrice densité associée ρψ = |ψ〉〈ψ| ne se réduit pas à
ρs = 1

2(|α〉〈α|+ | − α〉〈−α|) qui correspondrait à un mélange statistique. On a au contraire :

ρchat = 1
2(|α〉〈α|+ | − α〉〈−α|)︸ ︷︷ ︸

ρs

± 1
2(|α〉〈−α|+ |α〉〈−α|)︸ ︷︷ ︸

σ

(43)

où le terme σ décrit les corrélations quantiques entre les deux états quasi-classiques. Il s’ensuit que

wψ = 1
2(wα + w−α) +W(σ) (44)

où le second terme décrit la cohérence. Nous allons évaluer ce terme dans le prochain paragraphe, et la
section suivante sera consacrée à l’étude de sa disparition sous l’effet du couplage à l’environnement.

c) Calcul des franges liées à la cohérence

En notant comme précédemment q̄1 = 〈q1〉α = −〈q1〉−α et de même pour q2, on peut reprendre le
raisonnement de (31) et l’expression décomposée de D[α] (32) pour écrire :

〈q1 ± u
2 |D[±α]|0〉 = e−iq̄1q̄2 e±i(q1±u/2) 〈q1 ± u

2 ± q̄1|0〉

et donc :

Wc[| α〉〈−α|](q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u〈q1 + u

2 |D[α]|0〉 〈0|D[α]|q1 − u
2 〉

= 1
2π

∫
du e−iq2u e2iq̄2q1 〈q1 + u

2 + q̄1|0〉 〈0|q1 − u
2 − q̄1〉

= 1
2π

∫
dv e−iq2(v+2q̄1) e2iq̄2q1 〈q1 + v

2 |0〉 〈0|q1 − v
2 〉

= 1
2π e

2i(q̄2q1−q̄1q2)
∫

dv e−iq2v〈q1 + v
2 |0〉 〈0|q1 − v

2 〉

= exp
(
2i(q̄2q1 − q̄1q2)

)
w0(q1, q2) (45)

dont on vérifie que si α = −α = 0 on retrouve exactement l’expression de w0. L’autre terme s’obtient
en changeant le signe devant α i.e. devant q̄1 et q̄2, ce qui revient à prendre le conjugué. Il en résulte :

wchat = 1
2
(
w0(q1 − q̄1, q2 − q̄2) + w0(q1 + q̄1, q2 + q̄2) + 2w0(q1, q2) cos

(
2(q̄2q1 − q2q̄1

))
. (46)

9. On pourrait monter que la décimation des états pairs/impairs est la première étape d’une décimation systématique
utilisée pour la mesure QND du champ.
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Figure 2 – Représentation graphique de la fonction de Wigner du «Chat de Schrödinger » discuté
ici , à gauche pour |Ψ+〉 (chat pair) et à droite pour |Ψ−〉 (chat impair)

Cette fonction contient donc deux gaussiennes centrées en α et −α qui correspondent au mé-
lange statistique des deux états cohérents, auxquelles s’ajoute un signal de franges, dont l’enveloppe
est une gaussienne centrée en zéro (cf Fig. 2, empruntée à l’ouvrage de Serge Haroche et Jean-
Michel Raimond 10. Le « vecteur d’onde » de ces franges est proportionnel à |α| (car q̄2q1 − q2q̄1 =
−2=m(α∗.(q1 + iq2)/

√
2)) et il est dirigé perpendiculairement à α. Ces franges, qui prennent des va-

leurs négatives et positives d’amplitude deux fois supérieure à celle des deux gaussiennes, traduisent
les corrélations quantiques entre les deux états. En raison de leur fréquence spatiale proportionnelle
à |α|, on prévoit intuitivement que ces franges vont se brouiller très rapidement si l’on introduit de
la dissipation (diffusion de la phase), et ce d’autant plus que |α| est grand, c’est à dire que les deux
états quasi-classiques sont séparés.

d) Évolution temporelle hamiltonienne

En l’absence de dissipation, l’état |α〉 reste un état cohérent, représenté par le ket |α e−iωt〉, c’est
à dire que le nombre complexe α tourne à la fréquence −ω dans le plan complexe et décrit un cercle
correspondant en tout point au mouvement classique. Il en est donc de même de | − α〉, et le chat de
Schrödinger |ψ(t)〉 à l’instant t est le chat de phase associé à β(t) = α e−iωt. La fonction de Wigner
correspondante se déduit de celle que nous avons calculée par une simple rotation uniforme, autour
de l’origine, dans le plan (q1, q2).

IV Création du chat de phase
Dans la pratique, le système quantique est un champ micro-onde de quelques photons confiné dans

une cavité Fabry-Perot à miroirs supraconducteurs. Ces cavités présentent un facteur de qualité très
élevé, les pertes de la cavité étant caractérisées par un taux de décroissance de l’énergie γ, venant en
partie des pertes par diffraction sur les miroirs, des pertes résiduelles du supraconducteur.

Le champ quantique stocké dans la cavité est manipulé grâce à des atomes qui la traversent. Ces
atomes sont préparés dans des « états de Rydberg circulaires », dans lequel seront particularisés trois
niveaux |g〉 et |e〉, avec une fréquence de transition ωA Ils ont une durée de vie très grande devant le
temps de transit entre leur excitation et leur détection, et un couplage très important avec le champ.

La cavité est entourée de deux cavité classiques utilisées pour préparer l’atome dans un état
arbitraire : on peut voir l’expérience comme une expérience de Ramsey, dans lequel la cohérence
initialement préparée va être modifiée par l’histoire différentes des deux niveaux de l’atome, et observée
comme un déphasage de l’interférogramme.

Concrètement, les « zones de Ramsey » réalisent des impulsion π/2, qui transforment les états

10. Serge Haroche and Jean-Michel Raimond, “Exploring the Quantum, Atoms, cavities and photons”, Oxford Univ.
Press., 2006
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atomiques comme suit :

R1

 |g〉 →
1√
2
(
|e〉+ |g〉

)
|e〉 → 1√

2
(
|e〉 − |g〉

) R2

 |g〉 →
1√
2
(
− ieiφ|e〉+ |g〉

)
|e〉 → 1√

2
(
|e〉 − ie−iφ|g〉

) (47)

où la phase φ est fonction du désaccord entre la fréquence atomique ωA et celle du champ de Ramsey
ωR.

On suppose en outre que la fréquence ωC de la cavité est décalée par rapport à ωA d’une quantité
∆c = ωA − ωR > 0 (interaction dispersive). Lors de la traversée de la cavité, on peut supposer la
vitesse telle que l’évolution soit adiabatique. L’atome placé dans l’état |e〉, couplé à l’état de Fock |n〉
devient alors transitoirement l’état habillé |+, n〉 et le système est toujours dans l’état |e〉 ⊗ |n〉 à la
sortie de la cavité. Il en est de même pour l’état |g〉 ⊗ |n+ 1〉, qui se branche sur l’état habillé |−, n〉
pour ressortir dans l’état initial |g〉 ⊗ |n+ 1〉.

L’effet de la cavité réside alors dans le déphasage acquis par ces états sous l’effet du couplage.
Pour un désaccord ∆c assez grand on peut utiliser la limite perturbative pour écrire les décalages en
énergie des état habillés :

∆E±,n = ±~n Ω
2
0(x)

∆c
, (48)

oùΩ0(x) caractérise l’intensité du couplage atome champ à la position x de l’atome, suivant la variation
gaussienne de l’intensité du champ. Les états |e, n〉 = |+, n〉 et |g, n+ 1〉 = |−, n〉 acquièrent donc une
phase ∓nΦ0 ou Φ0 =

∫ Ω2
0(v t)
∆c

dt
Dans le même temps, le champ subit un déphasage en raison de son interaction avec l’atome. Dans

le cas où l’état initial du champ est un état cohérent |α〉, et en prenant φ = 0,on peut écrire l’évolution
de l’état quantique atome–champ :

|g〉 ⊗ |α〉 R1−−−→ 1√
2

(
|g〉+ |e〉

)
⊗
(∑

n
αn
√
n! |n〉

)
C−−→ 1√

2

∑
n

(
ei(n−1)Φ0 αn

√
n! |g, n〉+ e−inΦ0 αn

√
n! |e, n〉

)
= 1√

2

∑
n

(
e−iΦ0 |g〉 ⊗ |αeiΦ0〉+ |e〉 ⊗ |αe−iΦ0〉

)
R2−−−→ 1

2

(
|g〉 ⊗

(
e−iΦ0 |αeiΦ0〉 − i|αe−iΦ0〉

)
+ |e〉 ⊗

(
− ie−iΦ0 |αeiΦ0〉+ |αe−iΦ0〉

))
Si on fait en sorte que Φ0 = π/2, on obtient alors l’état :

1√
2

(
− i|g〉 ⊗ |Ψ+〉 − |e〉 ⊗ |Ψ−〉

)
où |Ψ±〉 = 1√

2
(
|iα〉 ± | − iα〉

)
.

En dernier lieu, la mesure de l’état atomique, par réduction du paquet d’onde, projette l’état du champ
dans l’un des deux états |Ψ±〉.

V Décohérence du chat de phase

1 Modélisation et équation pilote

On se propose d’étudier l’effet de l’environnement sur les états « chat de phase » étudiés précédem-
ment. Dans la pratique, le système quantique est un champ micro-onde de quelques photons confiné
dans cavités Fabry-Perot à miroirs supraconducteurs. Ces cavités présentent un facteur de qualité très
élevé, les pertes de la cavité étant caractérisées par un taux de décroissance de l’énergie γ, venant en
partie des pertes par diffraction sur les miroirs, des pertes résiduelles du supraconducteur, et éven-
tuellement du couplage avec l’extérieur via la présence d’un petit trou dans l’un des miroirs, qui est
utilisé pour injecter un champ classique dans la cavité.

L’environnement est modélisé par un bain d’oscillateurs d’opérateurs bi et b†i , avec un hamiltonien
de couplage :

V =
∑
i

~gi(a† bi + a b†i ) ,
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qui peut être mis sous la forme V = G1q1 + G2q2 où G1 et G2 sont des observables de l’environnement.
Notre étude de l’équation pilote peut être appliquée à ce modèle. Il conduit à une équation pilote pour
la matrice densité réduite du champ ρ, qui pour un environnement à température nulle (kBT � ~ω)
s’écrit :

dρ
dt = −iω[a†a, ρ]− γ

2 (a†a ρ + ρ a†a) + γa ρ a† , (49)

où γ s’écrit en termes des fonctions de corrélations de G1,2, mais sera identifié au coefficient phénomé-
nologique évoqué ci-dessus, déterminé expérimentalement.

2 Évolution des populations et des valeurs moyennes

L’évolution des populations dans la base des états de Fock s’obtient en prenant la valeur moyenne
dans l’état |n〉 de l’équation pilote. On utilise 〈n|[N,B]|n〉 = 0 pour tout B. Il vient, en notant N = a†a
l’opérateur nombre :

dσn,n
dt

= γ ((n+ 1)ρn+1,n+1 − n ρn,n) (50)

où l’on identifie un terme de pertes proportionnel à la population et au nombre de photon, et un terme
source venant des pertes de l’état immédiatement supérieur (équation dite « de bilan détaillé »).

L’évolution des valeurs moyennes 〈A〉 ≡ tr(ρA) pour un opérateur (hermitien ou non) quelconque
s’écrit, en utilisant l’invariance par permutation circulaire de la trace :

d〈A〉
dt = −iω〈

[
A,N

]
〉+ γ

2 〈
[
a†,A

]
a + a†

[
A, a

]
〉 , (51)

dont on déduit notamment l’évolution des opérateurs annihilation et création :

d〈a〉
dt

= (−iω − γ

2 )〈a〉 et d〈a†〉
dt

= (+iω − γ

2 )〈a†〉 , (52)

ainsi que du nombre de photons :
d〈N〉
dt

= −γ〈N〉 , (53)

qui justifie l’interprétation physique de γ. Notons que toutes ces équations sont exactement équivalentes
à celles que l’on attend pour un oscillateur classique amorti par un frottement fluide.

3 Évolution des fonctions caractéristiques

On peut bien sûr déduire de ces équations l’équation aux dérivées partielles qui régit l’évolution
de la fonction de Wigner. Toutefois, nous avons pu constater plus haut que e calculs relatifs à la
fonction caractéristique étaient généralement plus simple, et c’est notamment le cas en ce qui concerne
l’évolution. Nous allons donc déduire de (49) et plus spécifiquement de (51) la loi d’évolution générale
de CN . Cette équation prend, dans le cas linéaire envisagé ici, une forme particulièrement simple qui
peut être résolue exactement, sans hypothèse sur l’état quantique considéré. Nous allons établir la
forme de cette solution, et l’appliquerons ensuite à l’état « chat de Schrödinger », dont nous donnons
immédiatement la forme à l’instant initial.

a) Fonction caractéristique d’un état cohérent

A titre introductif, nous pouvons étudier l’évolution d’un état cohérent considéré isolément. La
fonction de Wigner d’un état cohérent est une gaussienne, sa caractéristique symétrique CS le sera aussi,
par transformation de Fourier. Plus précisément, un calcul direct, sans utiliser l’opérateur déplacement,
donne :

CN [|α〉](λ, λ∗) = tr
(
e−λ

∗a |α〉〈α| e+λa†
)

= tr
(
e−λ

∗α |α〉〈α| e+λα∗
)

= exp[λα∗ − λ∗α] . (54)
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b) Fonction caractéristique d’un chat de Schrödinger

Pour une superposition cohérente |ψ〉 = (|α〉+ |β〉)/
√

2, il nous faut évaluer le terme croisé :

tr
(
e−λ

∗a|α〉〈β| e+λa†
)

= e−λ
∗α+λβ∗ tr (|α〉〈β|) = eλβ

∗−λ∗α〈β|α〉 (55)

et en prenant β = −α on a :

〈−α|α〉 =
∞∑
n=0
〈−α|n〉〈n|α〉 = e−|α|

2
∞∑
n=0

(
− |α|2

)n
n! = e−2|α|2 (56)

et on en déduit :

CN [|ψ+〉](λ, λ∗) = 1
2

(
exp[λα∗ − λ∗α] + exp[−λα∗ + λ∗α] + exp[−λα∗ − λ∗α] exp(−2|α|2)

)
, (57)

où les deux premiers termes sont ceux correspondant au mélange statistique, et les deux suivants aux
cohérences.

c) Équation d’évolution de CN
Déterminons l’évolution de CN à partir de l’équation pilote. CN étant la valeur moyenne de

T = eλa† e−λ
∗a, elle satisfait à l’équation (51), qui fait intervenir les valeurs moyennes des différents

commutateurs :

[T, a] = −λT , , [a†,T] = λ∗ T et [T,N] = −λ∗ Ta− λa†T ,

et donc :
d〈T〉
dt =

(
iω − γ

2

)
λ〈a†T〉+

(
iω + γ

2

)
λ∗〈Ta〉 . (58)

Cette quantité doit doit être vue comme la dérivée partielle de CN (λ, λ∗, t) par rapport au temps
On peut alors observer que les valeurs moyennes figurant au membre de droite sont aussi données

pas des dérivées partielles :
∂〈T〉
∂λ

= 〈a† T〉 et ∂〈T〉
∂λ∗

= −〈T a〉 , (59)

et on obtient donc l’équation aux dérivées partielles :
∂CN
∂t

+ (−iω + γ/2)λ ∂CN
∂λ

+ (iω + γ/2)λ∗ ∂CN
∂λ∗

= 0 . (60)

d) Solution de l’équation d’évolution

On peut résoudre cette équation aux dérivées partielles sans faire aucune hypothèse sur l’état
quantique décrit par ρ. Supposons qu’au lieu d’évaluer CN au point fixe (λ, λ∗), on s’intéresse à la
fonction S(t) = CN (µ(t), µ(t)∗, t). On écrirait alors :

dS
dt = ∂S

∂t
+ µ̇

∂CN
∂µ

+ µ̇∗
∂CN
∂µ∗

. (61)

On constate que le membre de droite de l’ équation (61) a une structure identique au membre
de gauche de (60), si µ(t) vérifie l’identité µ̇ = (−iω + γ/2)µ, soit µ(t) = µ0 exp

(
(−iω + γ/2)t

)
,

moyennant quoi on aura dS/dt = 0.
La solution de l’équation d’évolution de la caractéristique s’écrit donc très simplement :

S(t) = S(0) soit CN (µ0 exp
(
(−iω + γ/2)t

)
, µ∗0 exp

(
(+iω + γ/2)t

)
; t) = CN ((µ0, µ

∗
0; 0) (62)

Comme les variables (µ0, µ
∗
0) sont quelconque, on peut en particulier prendre à chaque instant

prendre µ0 = λ exp
(
(+iω − γ/2)t

)
et de même pour µ∗0. L’équation précédente s’écrit alors sous une

forme plus directement exploitable :

CN (λ, λ∗; t) = CN (λ e(+iω−γ/2)t, λ∗ e(−iω−γ/2)t; 0) . (63)

L’interprétation de cette équation est la suivante : la dérivée « particulaire » de fonction CN (λ, λ∗; t)
est nulle, en ce sens qu’elle est emportée par le flux associé à l’ évolution de λ qui reproduit celle de
a obtenue à l’équation (52).
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4 Relaxation des états cohérents et de leurs superpositions cohérentes

a) Cas des états cohérents

L’application de la solution (63) à un état cohérent |α〉 s’écrit, grâce à (35) :

CN [|α〉](λ, λ∗; t) = exp
(
λ e(+iω−γ/2)tα∗ − λ∗ e(−iω−γ/2)tα

)
= exp (λα(t)∗ − λ∗ α(t)) , (64)

à condition de poser α(t) = exp
(
(−iω− γ/2)t

)
α, très analogue au résultat général de l’équation (52).

La dépendance en t de CN (λ, λ∗) est donc décalquée sur celle de (α(t), α(t)∗), mais CN conserve la
forme fonctionnelle de la fonction caractéristique d’un état cohérent. Cela prouve que l’on conserve un
état cohérent, soit |ψ+〉(t) = |α(t)〉. Le liouvillien figurant dans (49) transforme bien un état cohérent
en un autre état cohérent, sans produire d’intrication avec l’environnement, qui détruirait la cohérence
entre les états de Fock dans l’état quasi-classique. En outre, on retrouve l’évolution en e−iωt qui découle
de l’évolution hamiltonienne décrite au § d) ci- dessus. La seule conséquence de la relaxation est donc
dans ce cas la décroissance de α(t) en e−γt/2, qui correspond bien sur à la dissipation de l’énergie déjà
obtenue au § 2.

Les états cohérents apparaissent ainsi comme des bons candidats pour être les états pointeurs
du système, ce qui est à mettre en relation avec le fait que l’équation pilote ne fait apparaître que
l’opérateur a (et son adjoint), dont les états cohérents sont les vecteurs propres.

b) Cas des chats de phase

En appliquant (63) à la caractéristique du chat de Schrödinger décrit par l’équation (57) :

CN [|ψ+〉](λ, λ∗; t) = 1
2

{
exp (λα(t)∗ − λ∗ α(t)) + exp (−λα(t)∗ + λ∗ α(t))

+
(
exp [−λα(t)∗ − λ∗α(t)] e−2|α(0)|2 + cc

)}
. (65)

Il faut noter dans cette équation :
– que le mécanisme qui conduit à remplacer α par α(t) résulte du terme multipliant λ dans (63),

et ne se produit que lorsque on a le produit λα∗ ou son conjugué, c’est à dire partout sauf dans
l’expression de 〈−α|α〉 = e−2|α(0)|2 qui demeure inchangé ;

– que le signe − qui figure devant λ dans le troisième terme (ainsi que dans son c.c) change
totalement le comportement du terme entre parenthèses : au lieu d’avoir un exposant imagi-
naire 2i=m(λα(t)∗) (ou son opposé) comme dans les premiers termes, ce qui donne des termes
oscillants, on a un exposant réel −2<e(λα(t)∗) qui décroît avec le temps.

On observe donc ici par simple inspection, que le terme lié aux cohérences décroît rapidement. Plus
précisément, comme les valeurs pertinentes de λ sont de l’ordre de grandeur de α, cette décroissance
exponentielle fait apparaître 2|α(t)|2 = 2|α(0)|2 e−γt. Aux temps cours, cela donne un amortissement
en exp(−t/τD) où τD = 1/(2γ|α|2) est d’autant plus court (à l’échelle de γ−1) que |α| est grand, c’est
à dire que les états quasi-classiques | ± α〉 diffèrent.

De (65) on déduit la caractéristique symétrique par multiplication par exp(−|λ|2/2) = exp(−(λ2
1 +

λ2
2)/4), et on peut alors écrire la transformation de Fourier conduisant à la distribution de Wigner :

w|ψ+〉(q1, q2, t) = N
(
w|α(t)〉(q1, q2) + w|−α(t)〉(q1, q2) + · · ·

e−2|α(0)|2
∫∫

dλ1 dλ2 e
−i(λ2q1−λ1q2) exp [−λ1q̄1(t)− λ2q̄2(t)] exp(−(λ2

1 + λ2
2)/4) + c.c

)
où N est un coefficient de normalisation dépendant du temps et de α mais sans grand intérêt. L’in-
tégrale est une intégrale gaussienne presque standard, et, tout calcul fait, on obtient pour la seconde
ligne :

2 exp
(
2(|α(t)|2 − |α(0)|2)

)
w0(q1, q2) cos (2(q1q̄2(t)− q2q̄1(t))
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Figure 3 – Vue de la fonction de Wigner du Chat de Schrödinger à des instants successifs, montant
la disparition des franges. Image empruntée au livre de Serge Haroche et Jean-Michel Raimond(cf 12)

où q̄1(t) =
√

2<e(α(t)) et q̄2(t) =
√

2=m(α(t)). Notons que terme en exp(−2|α(0)|2) est celui figurait
dans (65) et qui est spectateur, tandis que celui en exp(+2|α(t)|2) résulte de l’intégrale gaussienne.

On vérifie immédiatement que si l’on fait t = 0 dans cette expression, on retrouve le troisième terme
de l’équation (46). Ce résulat montre donc les franges du terme de cohérence voient à la fois leur vecteur
d’onde décroître comme |α|, mais surtout que leur amplitude décroît comme exp

(
2(|α(t)|2 − |α(0)|2)

)
,

soit, en utilisant la loi d’évolution de α(t), comme exp
(
|α(0)|2

(
exp(−γt)− 1

))
. Aux temps courts

devant le temps de dissipation de l’énergie τd = γ−1, on peut écrire
(

exp(−γt) − 1
)
≈ −γt, et on en

déduit que le temps de disparition des cohérences vaut τD = τd/|α(0)|2 = τd/n̄, où n̄ = |α(0)|2 est le
nombre de photons initialement présents dans la cavité. Ce temps écoulé, |α(t)|2 − |α(0)|2 continue
de décroître (quoique un peu plus lentement), et on obtient un mélange statistique de deux états
cohérents, qui s’amortissent avec un temps caractéristique τd.

En conclusion, on confirme que les états cohérents ou quasi-classiques, sont bien les états pointeurs
du champ électromagnétique lorsque sa dissipation est décrite par le liouvillien de l’équation (49), et
que le temps de décohérence est inversement proportionnel au carré de la séparation dans l’espace des
phases de l’état non-classique initial.

Pour la réalisation expérimentale, voir :

“Observing the Progressive decoherence of the meter in a quantum measurement”
M. Brune, E. Hagley, J. Dreyer, X. Maître, A. Maali, C. Wunderlich, J.M. Raimond, S. Haroche
Phys. Rev. Lett., 77, 4887 (1996)

“Reconstruction of non-classical cavity field states with snapshots of their decoherence”
S. Deléglise, I. Dotsenko, C. Sayrin, J. Bernu, M. Brune, J. M. Raimond and S. Haroche
Nature 455, 510-514 (2008)
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