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MB8A — Cohérence quantique et dissipation

EXAMEN DU 16 NOVEMBRE 2011

Les notes manuscrites de cours et de TD sont autorisées, ainsi que les polycopiés du cours.
Durée : 3h

Cet examen comporte deux parties entierement indépendantes : un exercice en rapport avec
I’équation pilote, et un probleme plus long sur la mesure quantique et l’intrication. Dans ce
probléme, les § II et I sont techniquement indépendants. Si nécessaire, les résultats demandés
dans le § I pourrons étre admis pour traiter la suite. Les lettres « sans-serif » désignent des
opérateurs. Le symbole 1 désigne l’opérateur identité.

On rappelle I'expression des trois matrices de Pauli et leurs regles de calcul :

2 2 2
0 1 0 —i 1 0 o,=0,=0,=1
0, = oy = . , 0, = et 1
' [1 0]’ ’ [ 0] Z [0 —1] {cwy=z'ozeto W
ou O indique que la relation vaut pour toutes les permutations circulaires de (x,y, z). On note
0 l'opérateur vectoriel dont les composantes sont les matrices de Pauli.

A Liouvillien de Lindblad

On écrit I’équation pilote d’un systeme quantique sous la forme de Lindblad :

dp 1
T = el Lol — 4 (Lo +oLiLy) .
M

ou les L, sont des opérateurs quelconques.

Monter que cette forme conserve les propriétés requises pour un opérateur densité p :
1 trace égale a 1;
2 hermitique
3 de valeur propres positives ou nulles.

B Mesures et intrication

| Prologue

Soient un spin 1/2, et |4) les deux états propres de S,. Il est préparé dans un état quelconque :
) = e (al+) + =) ou |af* + |8 =1 (3)

1 Détermination de I’état quantique par des mesures successives

a) L’état quantique [¢) est-il dépendant du parametre v ?

b)  On suppose que 'on dispose d’un seul systéme préparé dans cet état |1)).
Est-il possible, par des mesures successives des composantes S;, Sy et S, d’accéder a la valeur
des coefficients complexes « et 57 Si oui, expliquer comment, et si non expliquer pourquoi.

c)  On suppose que 'on dispose de plusieurs exemplaires de cet état |1)).
Expliquer quelles mesures permettraient de déterminer a et 3. Quel est le nombre mesures et
donc de copies nécessaire 7

d) Plus généralement, si ’état quantique n’est pas un état pur, mais est représenté par un opérateur
densité p, quelle mesures donnent acceés aux parametres de I'opérateur ?



a)
b)

d)

I1

d)

I11

Vecteur de Bloch
On peut décrire 1’état quantique d’un spin 1/2 (cas pur ou mélange) par son vecteur de Bloch :

—

P ={(0) dont les composantes sont P; = tr(p 0;) (4)

Montrer que la matrice densité du spin s’écrit p = %(1 +P. o).
On considére un vecteur unitaire @ (6, ¢), ot 6 et ¢ sont respectivement la colatitude et I’azimut
du systeme habituel des coordonnées sphériques, et I'opérateur Sg, = S. u(0,p).

1 Quelles sont les valeurs propres de Sg , ?

2 On admet que ses vecteurs propres s’écrivent :

|+ (0,9)) = cos8 e /2| 4) 4 sind /2|y (5a)
|~ (0,¢)) = —sin§ e 2 4) 4 cos § 2=y (5b)

Quelle est la valeur du vecteur de Bloch pour ces états?
A quelles situations physiques correspondent les cas | P|| =1 et ||P|| <17

Montrer que si deux états sont caractérisés par les opérateurs densité p; et po on a :

1+P,-P
tr(p1 p2) = ——5—— (6)

Que représente cette quantité ?

Théoréeme de non-clonage

Approche heuristique

En vous appuyant sur des arguments physiques fondés sur les postulats de la mesure quantique,
justifier le fait qu’il n’est pas possible de « cloner » un état quantique, c’est a dire d’en créer une
copie conforme (sans disposer, bien siir, du dispositif qui I’a préparé).

Approche rigoureuse
Considérons une « machine » qui prendrait en entrée deux spin 1/2, numérotés 1 et 2, opérant
sur l'espace de Hilbert &5 = & ® &. Le premier spin est dans un état « source » quelconque
inconnu [¢) (¢f équation 3) et le second est préparé dans 1'état |+) (par exemple). La machine
permettrait de transformer de fagon déterministe I’état du spin 2 en une copie de I’état source,
sans détruire ce dernier.

Comment s’écrivent (dans E12) les états initial |i) et final |f) de opération de clonage ?
On suppose que la machine effectue une opération unitaire dans ’espace de Hilbert €12 (évolution
régie par I’équation de Schrodinger), représentée par 'opérateur d’évolution U.

1 Ecrire |f) en fonction de |i), en se placant dans le cas ot @ = 1 et 3 = 0.

2 Méme question pour |f’) et |i’), si 'état cible source [¢)) est défini par o = 3 = 1//2.

3 Comparer les produits hermitiens (f’|f) et (i'|¢) et conclure.
On pourrait supposer que la « machine » est elle-méme un systéme quantique dont la fonction
d’onde |¢) évolue au cours de la copie. Comment les résultats de la question b) sont-ils modifiés ?

Peut-on résoudre le probléme en introduisant une étape non-hermitienne correspondant a une
mesure 7 Si oui comment, sinon pourquoi ?

Détermination d’un état quantique

Estimation a partir d’un exemplaire

Alice fournit & Bob un unique exemplaire de I'état pur |¢)) = | + (6, %)) (équation (5a) de
parametres 0 et ¢ inconnus de Bob. Il décide de mesurer S, et, faute de mieux, il estime alors
I’état du spin par le ket [¢p**) = |£), selon que la mesure a donné +h/2 ou —h/2.

Quelles sont les probabilités de trouver +54/2 et —h/27



b) En déduire l'expression, en fonction du vecteur de Bloch associé a |¢), de la matrice densité
estimée par Bob p.,. Quel est le vecteur de Bloch Fest correspondant ?
c) En utilisant I'’équation (6), en déduire la valeur moyenne f(6,¢) du recouvrement |(1)[1°)|2.
d) En supposant que l'on réitére le processus précédent avec des vecteurs de Bloch distribués de
fagon isotrope, montrer que la valeur moyenne F' de f(6, ) vaut 2/3.
On peut montrer cette valeur est optimale (la loi générale est (n+1)/(n+2) ou n est le nombre
de copies utilisées).
Clonage optimal symétrique
Alice et Bob décident de partager les frais en cherchant a obtenir le meilleur clone possible,
quitte a dégrader I’état du systeme source. Ils reprenent 1’idée de la « machine » du II-2, et la
modifient de fagon a ce qu’on ait & la sortie p; = p2 = p.: et en méme temps une fidélité
F = tr(pes [1)(¥]) la plus grande possible.
On reprend ici la forme générique de |¢) utilisée au § L.
a) Calcul de la forme de p..
1 Montrer que 'on peut écrire p.,, = F|)(¢| + (1 — F)p ou tr(|Y)(v] p) = 0.
2 En déduire que l'on peut écrire p = |¢)(¢|, en précisant I’expression de |¢).
3 En déduire que 'on peut écrire :

o = 31+ (2F —1) Py - G) ob By = ([51y) 7)

4 Quelle est la nature de la dégradation consentie sur I’état initial |¢)?

b) Conditions sur la machine
1 Considérant I’état initial et I’état final du processus, montrer que si la machine réalise une
opération unitaire, I’état final est nécessairement un état intriqué, symétrique en 1 et 2.
2 Pour réaliser ces conditions, on suppose que la transformation unitaire U de la machine
s’écrit dans &9 :

1
[0) = Ul @ [)2) = 1 (1) © [6)2 + 601 © [¥)2) (8)
ou N est un coefficient de normalisation et |¢) un état qui dépend (linéairement) de |¢)).
En considérant les cas particuliers [¢) = |+) et [¢)) = |—), montrer qu’on aboutit & une
contradiction.

c) Réalisation
On déduit de ce qui précede qu’il faut une machine plus compliquée, et on suppose qu’elle met
en jeu un troisiéme spin 1/2, noté m, qui va s’intriquer avec les deux autres. On montre! que
la solution optimale sera réalisée si la machine produit a partir de [i) I'état de 19 ® &, suivant
(les ® sont omis pour abréger) :

) = 2 (WhlH)al i + 1811020 + [)al)alFon + =121~ (9)

1 Montrer que le coefficient de normalisation N vaut V6.
Construire la matrice densité réduite du spin 1 et en déduire la valeur de la fidélité (indé-
pendante de I’état |¢)) considéré).

3 Comparer ce résultat avec celui du 1.d).

1. Avec les concepts du cours de M8b!



