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M8A – Cohérence quantique et dissipation

Examen du 24 novembre 2010

Ce problème se compose de deux parties entièrement indépendantes. En outre, la quatrième
question de la partie II est techniquement indépendante des 3 précédentes. Les notes manuscrites de
cours et de TD sont autorisées, ainsi que le polycopié de Jean Dalibard. Les lettres grasses désignent
des vecteurs, et les lettres sans-serif des opérateurs.

On rappelle l’expression de la probabilité de transition par unité de temps Γ résultant du
couplage d’un état discret à un continuum par une perturbation constante V :

Γ = 2π
h̄

∑
β

|〈β,E|V|i〉|2 ρ(β,E) , (1)

où |i〉 désigne l’état initial, E son énergie, |β,E〉 les états du continuum. Le paramètre β est un
indice global rendant compte de la dégénérescence éventuelle du continuum, et ρ(β,E) est la densité
d’états correspondante (la somme sur β est une intégrale dans le cas d’un indice continu).

On rappelle l’expression du champ quantique et de son hamiltonien (quantifié dans un volume
cubique d’arrête L) :

E(r) = i
∑
k,ε
E(k)

(
âk,ε exp(ik · r)− â+

k,ε exp(−ik · r))ε et HR =
∑
k,ε

h̄ω(k)
(
â+

k,εâk,ε + 1
2
)

(2)

où E(k) = (h̄ω/2ε0L3)1/2 et ε est le vecteur polarisation. En notant κ = k/k, ε correspond succes-
sivement aux deux vecteurs unitaires ε1 et ε2 tels que (κ, ε1, ε2) forme une base orthonormée. On
en déduit l’identité

∑
ε εiεj + κiκj = δij (avec i et j dans {x, y, z}).

I Émission spontanée individuelle et collective
On considère ici un atome, puis un ensemble de N atomes identiques, en interaction avec le vide
de rayonnement. Un atome est décrit par un système à deux niveaux, dont l’état fondamental |g〉
d’énergie Eg est supposé stable, et l’état excité |e〉 d’énergie Ee = Eg + h̄ω0 est susceptible de se
désexciter par émission d’un photon. On décrit le couplage atome–champ à l’aide du hamiltonien
dipolaire électrique.

1 Émission spontanée d’un atome individuel
L’atome est préparé dans l’état excité |e〉 et on se propose de caractériser sa désexcitation par
émission spontanée, en négligeant l’effet de recul de l’atome.

a) Comment s’écrivent les états finaux du processus d’émission spontanée ? Expliciter le ou les indice(s)
β qui les caractérisent.

b) Quelles sont les hypothèses qui permettent d’écrire le hamiltonien de couplage atome–champ sous
la forme :

V = −d (|g〉〈e|+ |e〉〈g|) E(R).uz (3)

où R désigne la position de l’atome, et d est supposé réel positif.
c) Comment s’écrit l’élément de matrice de couplage entre l’état initial et un état final ? Écrire la

somme sur les 2 polarisations en fonction de κz.
d) Les vecteurs k étant quantifiés dans une boîte de coté L, avec des conditions aux limites périodiques

imposant kx = nx 2π/L et de même pour ky et kz, on peut écrire d3k = dN (E) d2κ = ρ(E)dE dΩ,
où d2κ = dΩ caractérise l’angle solide d’émission, et dN (E) est le nombre de valeurs de k quantifiées
dont l’énergie est comprise entre E et E + dE, par unité d’angle solide. En déduire l’expression :

ρ(E) =
(
L

2π

)3 E2

h̄3c3 . (4)

e) Obtenir la probabilité de transition Γ. (On donne l’intégrale
∫

sin2 θ dΩ = 2
∫

cos2 θ dΩ = 8π/3).
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f) En utilisant les paramètres caractéristiques de l’atome de Bohr, évaluer l’ordre de grandeur de ω0/Γ
en fonction de la constante de structure fine α = (q2/4πε0)/h̄c.

g) Quelle est (sans démonstration) la loi de variation de la cohérence ρeg dans ce système ?
2 Ensemble de N atomes

On a maintenant un ensemble deN atomes identiques placés au voisinage de l’origine à des positions
Ri, et le hamiltonien total s’écrit :

HN =
N∑
i=1

h̄ω0
2 (|ei〉〈ei| − |gi〉〈gi|)︸ ︷︷ ︸

HA

−
N∑
i=1

d (|gi〉〈ei|+ |ei〉〈gi|) E(Ri).uz︸ ︷︷ ︸
VA−R

+ HR . (5)

a) Rappeler comment on définit le « spin fictif » Si associé à un atome unique. À quelle composante
de Si le hamiltonien atomique HAi est-il proportionnel ? À quelle composante de Si le terme de
couplage (3) est-il proportionnel ?

b) Montrer que le terme HA ci-dessus est relié à une composante du moment cinétique J =
∑
i Si.

c) À quelle condition le couplage VA−R est-il donné par une composante du moment cinétique J ?
d) En supposant cette condition remplie, montrer que le hamiltonien HN peut s’écrire :

H′N = ω0Jz − dJxE · uz + HR (6)

e) Évaluer le commutateur [H′N , J2]. Que peut-on en déduire ?
3 États superradiants

On suppose que H est donné par l’équation (6). On prépare les N atomes dans l’état excité.
a) Montrer que cela revient à préparer J dans un état où J2 = J(J + 1)h̄2 prend sa valeur maximale.
b) Quelle est la valeur de J ? À quels états, dans la base tensorielle, correspondent les états |J, J〉 et
|J,−J〉 ?

c) À combien de photons émis correspondrait la transition |J, J〉 → |J,−J〉 ? et |J, J〉 → |J, J − 1〉 ?
d) Comment s’écrit, en fonction de d, l’élément de matrice du dipôle collectif D =

∑
i di entre les deux

états |J, J〉 et |J, J − 1〉 ?
e) En s’appuyant sur le calcul du §1 que peut-on en déduire quant à la probabilité d’émission spontanée

du prmier photon ?
f) Comparer le résultat obtenu avec ce que donneraient N atomes identiques sans corrélations. Inter-

préter (qualitativement) en termes d’interférence.
4 États subradiants

On suppose maintenant que J prend sa valeur minimale Jmin.
a) Quelle est, selon la parité de N , la valeur de Jmin ?
b) L’état |Jmin, Jmin〉 est-il un état stationnaire de HA ? Quelle est la valeur de

〈
HA

〉
dans cet état ?

c) Combien de photons cet état est-il susceptible d’émettre ?
d) Évaluer l’élément de matrice du dipôle collectif défini ci-dessus entre l’état |Jmin, Jmin〉 et l’état

fondamental |g, g, · · · g〉. Que peut-on en déduire ?
e) En se plaçant dans le cas N = 2, écrire l’expression de l’état |1, 0〉 et de l’état |0, 0〉.
f) Interpréter la différence de comportement de ces deux états vis-à-vis de l’émission spontanée.
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II De la stabilité des isomères optiques
De nombreuses molécules existent sous deux formes qui se déduisent l’une de l’autre par réflexion
dans un miroir. Ces deux formes sont appelées « énantiomères » et possèdent souvent un pouvoir
rotatoire, qui change de signe d’un énantiomère à l’autre. 1 La question que nous abordons ici est
la persistance d’une forme aux dépens de l’autre, alors qu’elles sont couplées par effet tunnel. En
effet, l’énergie potentielle de la molécule, en fonction de la position relative de l’un des atomes
par rapport au barycentre de la molécule, peut être modélisée comme présentant un double puits,
chacun représentant un énantiomère. Ces deux états seront désignés par |g〉 et |d〉 (gauche et droit).

En raison du couplage tunnel, représenté par un hamiltonien HT = h̄Ω (|g〉〈d| + |d〉〈g|)/2,
ces deux états ne sont pas des états stationnaires, et l’oscillation de Rabi devrait conduire à un
équilibrage des deux populations, qui se traduirait par l’annulation du pouvoir rotatoire. Le modèle
simple développé ici montre que lorsque le couplage tunnel devrait être observé, c’est l’interaction
avec l’environnement qui l’inhibe.

1 Écrire les états stationnaires de HT en fonction de |g〉 et |d〉 et préciser leur énergie. Quelle condition
doit vérifier la température pour que l’équilibrage thermique soit bloqué ? On se place pour tout ce
qui suit dans ce régime.

2 Effet des collisions On suppose que la molécule chirale est l’objet de chocs par les molécules
du fluide environnant, à une échelle de temps courte devant le temps tunnel T = 1/Ω. Pour étudier
l’effet d’une collision, on suppose que l’on est initialement dans un cas pur sans corrélations avec
la particule du fluide, d’où l’état global :

|Ψi〉 = (α|g〉+ β|d〉)⊗ |p〉 où p est l’impulsion initiale de la particule du fluide. (7)

a) On introduit les matrices Sg/d, opérateurs unitaires de collision décrivant l’état final de la particule
de fluide en fonction de son état initial, pour un énantiomère donné. Montrer que l’état final s’écrit
sous la forme intriquée :

|Ψf 〉 = α|g〉 ⊗ |φg〉+ β|d〉 ⊗ |φd〉 , (8)

et que le produit 〈φg|φd〉 est nécessairement inférieur à 1 en valeur absolue.
b) On forme l’opérateur densité σ = |Ψ〉〈Ψ| et la densité réduite ρ = trF (σ) obtenue par trace partielle

sur les particules de fluide. Décrire comment varie la cohérence 〈g|ρ|d〉 sur une collision, puis, en
sommant sur les différentes collisions successives, justifier qualitativement que :

d〈g|ρ|d〉
dt

= −γ 〈g|ρ|d〉 . (9)

c) L’hypothèse markovienne serait-elle nécessaire pour établir rigoureusement cette expression ?
d) Considérer l’évolution des populations sous l’effet des collisions. Montrer alors que l’effet du fluide

est bien représenté par le Liouvillien :

dρ

dt

∣∣∣∣
coll

= −γ2ρ+ γ

2σzρσz où σz = |g〉〈g| − |d〉〈d| . (10)

et vérifier que celui-ci conserve la trace.
3 Équations d’évolution On admet que le terme d’évolution dû aux collisions (10) et le terme

d’évolution hamiltonienne issu de HT peuvent s’ajouter. On se place en outre dans le régime phy-
siquement intéressant où l’effet des collisions domine celui de l’effet tunnel, soit Ω� γ.

a) Écrire l’équation pilote ainsi obtenue.

1. La vie utilise de façon systématique un seul des deux énantiomères, et les réactions biochimiques étant stéréo-
spécifiques, c’est toujours le même qui apparaît. L’origine de cette dissymétrie fondamentale du vivant reste à ce jour
inexpliquée.
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b) On introduit la décomposition de ρ selon les matrices de Pauli :

Si =
〈
σi
〉

= tr(ρσi) i ∈ {x, y, z} avec σz =
[
1 0
0 −1

]
, σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
. (11)

Monter que les équations d’évolution de ces composantes s’écrivent :

Ṡx = −γ Sx, Ṡy = −γ Sy − Ω Sz, Ṡz = Ω Sy (12)

c) Montrer que dans le régime considéré, Sz varie beaucoup plus lentement que Sy. Indication :
Déterminer les valeurs propres de la matrice figurant dans le système d’équations régissant leur
évolution couplées Sy et Sz et montrer que l’une des valeurs propres est très notablement supérieure
à l’autre ou intégrer formellement en Sx puis en Sz en éliminant Sx.

d) En déduire qu’au bout de quelque τ = γ−1, on a Sx ≈ 0 et Sy ≈ −Ω/γSz (élimination adiabatique
des cohérences).

e) En déduire que Ṡz = −Ω2/γ Sz. Quelle est l’interprétation physique de ce résultat ? Comparer au
cas où il n’y aurait pas de collisions.

4 Effet Zénon quantique Le résultat établi dans les questions précédentes peut être vu comme
un cas particulier de l’effet Zénon quantique, qui traduit le fait que, dans certaines conditions, des
mesures répétées d’une observable qui ne commute pas avec le hamiltonien inhibent l’évolution
d’un état quantique. En effet l’interaction avec l’environnement peut elle-même être envisagée
comme une surveillance continue de l’état du système quantique. On en propose ici une approche
élémentaire où l’interaction continue est remplacée par une interaction périodique.

a) On suppose de façon très générale qu’on a un système quantique de hamiltonien H préparé dans un
état non stationnaire |φ〉 (le cas stationnaire est trivial et sans intérêt) et on mesure à intervalles
réguliers τ la probabilité P de le retrouver dans le même état quantique.
α Montrer que P(τ) = |〈φ|e−iHτ/h̄|φ〉|2.
β En supposant que Hτ/h̄ est petit, montrer à l’aide d’un développement limité que :

P(τ) ≈ 1− ∆H2

h̄2 τ2 où ∆H2 =
〈
H2〉− 〈H〉2 , (13)

les valeurs moyennes étant évaluées dans l’état |φ〉.
γ En déduire que si l’on effectue un nombre n de mesures dans un intervalle de temps t donné, on
a P → 1 pour n→∞.

Pour être plus spécifique, on considère dans ce qui suit un système à deux niveaux |±〉, qui hors de
toute perturbation, subirait une évolution de Rabi :

|Ψ(t)〉 = cos(Ωt/2) |+〉 − i sin(Ωt/2) |−〉 . (14)

On va effectuer des mesures réitérées de l’état du système avec une période τ petite devant la
période 2π/Ω de l’oscillation de Rabi.

b) Comment s’écrit la matrice densité ρ(t) du système à l’instant t ?
c) On mesure l’état |±〉 du système à l’instant t. Quelles sont les probabilités de trouver le système

dans l’état |+〉 ou dans l’état |−〉 ? Comment s’écrivent les matrices densité correspondantes ?
d) En déduire quelle est la matrice densité ρ(τ) obtenue à l’instant τ en cas de mesure non lue.
e) Montrer par récurrence qu’une succession de n mesures régulièrement espacées de τ conduisent à

une matrice densité :
ρ(nτ) = 1 + ηn

2 |+〉〈+|+ 1− ηn

2 |−〉〈−| , (15)

où η est un paramètre réel dont on précisera la valeur en fonction de Ω et de τ .
f) En déduire que dans la limite où n tend vers l’infini à t = nτ fixé, la matrice ρ tend vers |+〉〈+|.
g) Je relève très fréquemment ma boîte aux lettres dans l’espoir de bloquer par effet Zénon l’apparition

des courriers indésirables. Pourquoi cela ne fonctionne-t-il pas ?
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