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Ce probléme porte sur le couplage d’atomes avec des champ électromagnétiques, classiques, puis
quantique. Il conduit & 'analyse (simplifiée) de la méthode de mesure QND des photons d’un champ
quantique, proposée en 1992 par I’équipe de Serge Haroche, et qui a été réalisée en 2007.

S’il implique a de nombreuses reprise des notions sur la cohérence et l'intrication, ce probleme ne
traite pas de la dissipation ni de la décohérence, qui joue un réle second dans ces expériences, et qui
nous entrainerait au dela du temps imparti pour cet examen.

Chacune des trois parties utilise les résultats de la précédente, mais peut étre abordée en admettant
les résultats intermédiaires qui sont donnés.

Notations

Les opérateurs sont dénotés par des lettres sans-serif A, et les vecteurs par des lettres grasses A.
Dans les copies, vous utiliserez naturellement les notation A et A.

Quelques rappels

— Pour toute paire d’observables qui commutent avec leur commutateur, on a :
(A, f(B)] =[A,B] f'(B) et exp(A+B)=exp(—[A,B]/2) exp(A) exp(B) (Glauber) (1)

— L’intégrale gaussienne :
/eilm exp(—%/2a*) dz = V2raexp(—k*a?/2) (2)

— Si o = (04,0y,0) est le vecteur formé des 3 matrices de Pauli, et A un vecteur commutant avec
o, on peut écrire la matrice de rotation d’angle A :

R[A] = exp [z%} = cos (g) 1+ isin (é) o- % . (3)

En particulier, la matrice de passage des vecteurs propres de o, a ceux de o.u ou u est un vecteur
unitaire d’angles sphériques 6 et ¢ s’obtient en prenant :

(4)

—qi +ip
A:O(—sincpuz+cos¢uy):>R[A]:( cosf/2 sinf/2e )

sinf/2e% cos 0/2

— Selon la théorie des perturbations dépendant du temps au premier ordre, une perturbation V(t),
donne une amplitude de transition entre deux états stationnaires qui s’écrit :

1t o
bj:%/ Vii(t') e dt’” on Vy(t') = (j|VE) i) et wj = (Ej — E;)/h, (5)
ih Jo

si |7) désigne I’état initial et |j) I’état final.
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I Hamiltonien dipolaire électrique

On considére un atome a un électron actif (hydrogene, alcalin, etc..), dont on suppose le noyau
infiniment lourd.

1 Approche élémentaire

1 a) Comment s’écrit le hamiltonien de 1’électron en présence d’une onde électromagnétique ?

1 b) Montrer, en utilisant les ordres de grandeur, que si la fréquence de l'onde est dans le domaine
visible ou UV proche, on peut négliger la variation spatiale du champ sur l’extension de l'atome
(approzimation des grandes longueurs d’ondes).

1 c¢) Montrer qu'en champ faible et pour une onde dans le domaine optique, le couplage matiére—
rayonnement se réduit a :

Vo =—2p.A0). (6)

m

1 d) Soient |i) et |j) deux états stationnaires de I'atome, d’énergies E; et E;. Montrer que :
imwy Glrl)) = Glpl) ot wy = (B — Ej)/h (7)

1 e) En déduire que pour une onde de fréquence wr quasi résonante avec la transition atomique, on obtient
les mémes éléments de matrice en considérant le hamiltonien V, ou le hamiltonien dipolaire :

Vg=—-d-£(0) avec le dipole d=gqr . (8)

2 Transformation de Power-Zienau-Woolley
On va établir ici de fagon plus rigoureuse ’équivalence des deux hamiltoniens V,, et V4, en adoptant
une description quantique du champ électromagnétique. L’approche utilisée est une version simplifiée
de la transformation dite « de Power-Zienau-Woolley ». On reste dans ’approximation des grandes
longueurs d’onde. On rappelle que (x est I'indice symbolique pour (k,€)) :

Ar)=>" A, (ax e e + h.c.)
X

h
. ou A = J (9)
E(r) = E iwy Ay (ax ekt €y — h.c.) X 2e0 L3 w,
X

2 a) On introduit 'opérateur :
T =exp (—id - A(0)/h) (10)

Cet opérateur est-il unitaire? Pouvez-vous expliquer qualitativement son effet sur I'impulsion de
I’électron ? sur les variables du champ ?

2 b) Etablir les relations suivantes, en précisant Iexpression de oy

F=Tr¢Ti=r, p=TpT =p+gA_), (11)
a;(:T aXTT:aX+HX’ a;r(,:TaLTT:aLJFM;, (12)

2 ¢) En déduire le nouveau hamiltonien H du systéme atome-+rayonnement et conclure.

2 d) Comment retrouve-t-on le cas du champ classique dans cette approche ?

Dans ce qui suit nous utiliserons le hamiltonien dipolaire V.
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II La méthode des champs séparés de Ramsey

Un atome se déplagant a une vitesse constante v le long de I'axe x interagit avec un champ classique
contenu dans une cavité, dont la direction de propagation est y, et la polarisation selon z. On suppose
que la vitesse est suffisamment faible pour que 'effet Doppler soit négligeable, et suffisamment grande
pour négliger I’émission spontanée des états excités de 'atome, et la dissipation de la cavité.

La fréquence wr de l'onde est supposée quasi-résonante sur la transition entre I’état fondamental
noté | f) et un état excité noté |e). On note wey = (E. — Ef)/h, et d = (e|d - u.|f), supposé réel.

1 Spectre de Rabi
Supposons dans un premier temps que l’'amplitude du champ varie avec sa position x selon :

E(z) = Eyexp(—2?/2wd) ot wo > X\ est le waist du faisceau. . (13)

1 a) Ecrire — au premier ordre des perturbations — ’amplitude de probabilité de transition dans I’état
excité apres la traversée de la cavité.

1 b) L’hypothése v/wy < wg est-elle vraisemblable ? Quelle simplification apporte-t-elle ?

1 c) Ensupposant cette condition remplie, en déduire I'expression de la probabilité de transition Pf_,.(wr)
en fonction du désaccord a résonance wr — wey-

1 d) Qu’est-ce qui dans le résultat précédent montre son caracteére perturbatif ? Quelle condition doit étre
vérifiée pour qu’il reste valable ?

1 e) Comment choisir une combinaison des parametres Eo, wo, v en sorte que Pr_,.(wr) (i.e. a résonance)

soit égal a 1/2. Quel est alors I’état quantique de I’atome ?

2 Franges de Ramsey
On suppose maintenant que ’amplitude du champ est :

E(x) = By (exp(—a?/2u) + exp(—(z — L)*/2uf)) ot L3> wy, (14)

qui réalise un ensemble de deux interactions spatialement séparées, avec un champ de méme intensité
(et de méme phase) dans les deux zones. On suppose toujours v/wy < wg.

2 a) Ecrire la probabilité de transition PJ/c _,. en fonction de Py, et de T'= L /v.

2 b) Identifier les différents parametres sur la figure expérimentale 1 ci-dessous.
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Fig. 1 — Signal de franges de Ramsey dans I’horloge atomique en fontaine PHARAQO
(G. Santarelli et al., PRL 82, 4619 (1999)

2 ¢) Quel est l'intérét spectroscopique d’'une telle configuration ?

3
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3 Point de vue interférométrique On peut interpréter les franges de Ramsey comme un signal d’in-

3 a)

3 b)

3¢)

terférence quantique. Pour cela, nous allons tout d’abord analyser plus en détail le fonctionnement
des deux zones au dela de la limite perturbative, et montrer qu’elles se comportent comme des lames
séparatrices pour les états internes de 'atome.

Etude d’une zone d’interaction
On utilise ici le formalisme du spin 1/2, avec |f) — |—) et |e) — |+).

«a. Montrer que le hamiltonien peut s’écrire :

H= % oz + hG(z) op sin(wrt + ) , (15)

ol ¢ est une phase arbitraire, et donner 'expression de G(x).

B. L’approximation du 1 ¢), grace a I'hypothése du 1 b), permet d’approcher V, par :
AN <U+ e~ i(wrt+9) | - e+z‘(th+¢>)> ' (16)

Justifier son appellation d’« approximation de I’onde tournante ».

~. On se place dans le référentiel tournant a wgr autour de u,, en faisant la transformation unitaire
sur les kets et les opérateurs :

W) = |¥) =R(E)[¢) , et O—O=RORT, ou R(t)=exp(+iwrto./2) . (17)

Ecrire le nouveau hamiltonien H’ et montrer qu'il ne dépend plus du temps que via G (z).

0. On remplace la gaussienne G(x) par une fonction porte de hauteur G et de largeur A, et on
suppose que |wr — wer| < G.
Montrer alors que l'opérateur S transformant 1’état « avant I'interaction » en 1’état « apres
I'interaction » s’écrit, en fixant pour simplifier la phase arbitraire du champ & ¢ = —7/2 :

[ cos(6/2) sin(0/2) . -
S_<—sin(9/2) 008(9/2)> ot 0=GAjv. (18)

€. Choisir le produit GA de fagon a obtenir le méme résultat qu’a la question 1 e). Dans le langage
de la RMN, on dit que l'on réalise une « impulsion 7/2» (car 0 = 7/2).

¢. Revenir dans le référentiel de départ pour obtenir les matrices S; = S et Sy associées aux zones
R1 et R2.

Lame séparatrice Ecrire I'action de 'opérateur S sur un atome placé dans (i) son état fondamental
|f), (ii) son état excité |e), (iii) dans une superposition cohérente |¢) = (|f) +¢€'?|e))/v/2. En déduire
I’analogie avec une lame semi-réfléchissante.

Interférence quantique Décomposer I’évolution de 1’état atomique en trois étapes et écrire I'opé-
rateur d’évolution correspondant a I’ensemble. Mettre ainsi 'amplitude de transition |f) — |e) sous
la forme d’une interférence entre deux chemins quantiques bien identifiés.
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Fig. 2 — Principe du dispositif étudié dans la partie II1

IIT Mesure interférométrique d’un champ quantique

La mesure d’un champ électromagnétique est usuellement réalisée par « photodétection », c’est a dire
en absorbant les photons, pour produire un signal électrique, chimique, ou thermique. Nous allons
étudier ici une méthode dite QND (pour Quantum-NonDemolition) qui permet de préserver 1’état
quantique mesuré.

Le dispositif envisagé est fondé sur la méthode des franges de Ramsey étudiée au § II . Le champ
concerné est un champ quantique monomode confiné dans une cavité placée entre les deux zones
d’interaction de Ramsey (cf. figure 2). Ces derniéres, désignées R1 et R2, ne seront plus considérées
que via leurs opérateurs Sy ».

Le hamiltonien du systéme « atome-+champ » est alors écrit (en faisant « ’approximation de 1'onde
tournante ») sous la forme du hamiltonien de Jaynes-Cummings (version quantique de (16))! :

w
Hyc = 2€f o, + hwe aTa+hg(a+a—|—a_ aT) ) (19)
—_——  —\
Ha Ho v

1 Atome habillé (limite dispersive)
On étudie ici les états stationnaires de H;o. On se place dans un premier temps dans la base tensorielle
atome—cavité |+, n) = |£) ® |n)

1 a) Monter que V conserve le nombre quantique associé a 'opérateur o, + afa. En déduire qu’il ne couple
Pétat |+,n) qu’a 'état |—,n + 1).

1 b) On suppose que |we — wef| > ¢. En utilisant la théorie des perturbations stationnaires, écrire le
déplacement en énergie des I’états |4, n), et préciser leur dépendance en n.

1 ¢) En déduire le spectre d’énergie de H,q, et montrer qu’il coincide — dans cette limite perturbative —
avec celui du hamiltonien effectif :

Hoye = Ha +He + hsg o, ala+ hsg ot o™ (20)

ou sp est le déplacement « élémentaire » de 1’état |+,0) (ou celui de |—, 1), au signe pres).

2 Déphasage des franges de Ramsey
Nous allons monter que le nombre de photons présents dans la cavité influence la phase des franges de
Ramsey. Pour cela nous avons besoin d’un niveau inférieur |i) de 'atome, qui n’est pas affecté par le

1. On reprend ici des notions voisines de celle du texte de TD n°3, 2° partie.



2 b)

2 ¢)
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champ présent dans C, et fournit donc une référence de phase. Il suffit pour cela que wy; ~ wg, i.e. qu'il
soit proche de résonance dans les zones R1 et R2 de champ classique, mais que les fréquences w; et we;
soient trés désaccordées par rapport a we. 3 a). Comme ’état |e) n’intervient plus qu’indirectement
par le décalage d’énergie de I'état |f), nous allons utiliser pour le couple (|i),|f)) ce qui a été établi
pour le couple (|f),|e)) au II. On note alors |+) = |f) et |—) = |i).

Montrer qu'un atome qui entre dans la cavité, contenant exactement n photons, dans I'un des états
i), | f) ou |e), en ressort dans le méme état. Quel est le déphasage subi par rapport & la situation ou
il n’y aurait pas de cavité 7 Exprimer en fonction de sy et de n le déphasage ®(n) subi par I'état |f)
pour un temps d’interaction T¢.

L’atome étant initialement préparé dans I'état | f) et la cavité dans ’état |n), donner 1’état quantique
dans lequel se trouve 'atome apres avoir apres avoir traversé successivement R1, C, R2, en fonction
de ¢ = (wp; —wgr)T et de ®(n).

En déduire que la probabilité de retrouver 'atome dans 'état |f) a la sortie de R2, Py, ¢(wg) est
déphasée (déplacée) proportionnellement au nombre n de photons.

3 Effet sur le champ

Dans 'analyse précédente, nous n’avons pas considéré la possible intrication entre le champ et I’atome
lors de leur interaction, ce que nous allons justifier maintenant.

3 a) Nous devons d’abord construire le hamiltonien effectif analogue a (20) pour l'espace engendré par les

3 b)

3 ¢)

li,n) et les | f,n). Montrer que :

hw g h
Hee = 2f1 0. + hwo ala+ % (0. +1)aa (21)

Veff
posséde bien les bons vecteurs propres avec les bonnes énergies.

Vérifier que le terme de couplage Vg ainsi introduit possede les propriétés mathématiques telles que :
(i) il recopie dans 'état de la sonde (i.e.l’atome) l'information recherchée (le nombre de photons),
(ii) sans modifier la quantité & mesurer. Ces conditions sont celles qui permettent la mesure QND.

Montrer alors que ’absence d’intrication résulte de I’hypothese selon laquelle il y a un état de Fock
dans la cavité.

4 Préparation d’un état de Fock

4 a)

L’hypothese de départ de la question 2 est relativement forte, puisque ’on ne dispose pour 'instant
pas de méthode pour préparer des états de Fock. Nous allons montrer que les idées introduites ci-
dessus fournissent précisément un moyen de préparer un tel état. Supposons donc que nous partons
d’une combinaison linéaire :

[To) =D culn) (22)

créée dans la cavité préalablement a 1’expérience.
Dans ce qui suit, il faudra en général utiliser une séquence d’atomes, et controler le temps d’interaction
T4 entre 'atome et la cavité.

En reprenant les résultats du 2 b), montrer que la probabilité conditionnelle de détecter le premier

atome dans ’état k|f > sachant qu’il y n photons s’écrit :

pO _ 1 — cos(n®y + ¢)
fln 2

ou ¢ = (wp —wr)l et Pg=spTaC - (23)

et en déduire ’expression de la probabilité totale P}) de détecter 'atome dans |f) pour I’état initial
[Wo).
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4 b) En supposant que l'on a effectivement trouvé l'atome dans |f), comment s’écrit le nouvel état

quantique du champ |¥) 7 Quelles sont maintenant les probabilités p;(n) de trouver n photons ?

4 ¢) En supposant que I'on réitére la méme mesure sur des atomes successifs et que ’on obtienne a chaque

4 d)

4 e)

4 f)

fois I'état |f), le processus peut-il converger, et vers quel état 7

Supposons pour simplifier que ’on sache a priori que les valeurs de n sont bornées par n,., = 3, et
la distribution supposée po(n) est donc uniformément 1/4 pour n € {0, 1,2, 3}.

a. On fait une premiére expérience avec o = 7, en se plagant a résonance (¢ = 0). Quels sont
les valeurs de n possibles apres avoir détecté 'atome dans |f) 7 Quelles sont maintenant les
probabilités py(n) ?

8. En déduire que I'on a déterminé le digit de poids faible de I'’expression binaire de n, et donner
sa valeur.

~v. Quelle valeurs de ®( doit-on utiliser pour lever 'ambiguité et déterminer le second digit de n?
Indication : on prendra ¢ = —7/2.

0. Quelle seront les valeurs pa(n) si I'atome est détecté dans |f) 7 et dans |i) ?

En généralisant les idées précédentes, indiquer quelles valeurs successives de ®g et de ¢ il convient
de choisir si n,,, = 7 et qu’il y a donc 3 digits binaires a déterminer, en supposant pour simplifier
que l'on trouve |f) a chaque fois. Indiquer ce qui doit étre changé si ’on obtient |i) pour le second
atome.

Ce processus de décimation des valeurs de n vous semble-t-il conforme au postulat général sur la
mesure en mécanique quantique ? Est-il possible de reconstruire la distribution compléte p(n) = |¢,|? ?



