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EXAMEN DE L’UE MSA
Cohérence et dissipation en mécanique quantique

Vendredi 28 novembre 2008
durée : 3h

Ce texte se compose de trois parties techniquement indépendantes, dont le fil conduc-
teur repose sur les états cohérents du champ électromagnétique. Si la premiére partie
est trés générale, les deux suivantes se concentrent sur I’étude d’un unique mode
du champ, ce qui en pratique n’est réalisable que dans une microcavité. Néanmoins,
I’étude peut étre faite en utilisant le formalisme développé en cours pour I'espace libre,
que nous conserverons par simplicité.

Les opérateurs sont ici dénotés par des lettres sans-serif A, mais vous pouvez utiliser des chapeaux
A dans les copies lorsque la distinction est nécessaire.
On rappelle que, pour toute paire d’observables qui commutent avec leur commutateur, on a :

[A,f(B)] = [AB] f'(B) et exp(A+B)=exp(—[A,B]/2) exp(A) exp(B) (1)

On donne aussi 'intégrale gaussienne :
/eikx exp(—z2/2a?) dz = V2ma exp(—k?a?/2) (2)

Champ quantique et états quasi-classiques

On s’intéresse ici a ’état quantique du champ électromagnétique produit par différentes
sources. Le rayonnement est décrit dans la jauge de Coulomb.

Hamiltonien du champ Rappeler 'expression du champ électrique, du potentiel vecteur, et
du hamiltonien en fonction des opérateurs création et annihilation a et af.

Champ émis par des courants classiques Une situation importante est celle ou le champ
est créé par une distribution de courant classique, représentée par la fonction j(r,t), dont la
dynamique est supposée connue et indépendante de celle du champ.

Ecrire le hamiltonien d’un atome (& un électron et de noyau infiniment lourd) plongé dans un
champ électromagnétique classique. Identifier le terme de couplage atome—champ, & ordre le
plus bas. Par extension on admet que le hamiltonien de couplage du champ au courant s’écrit

V=—[j(r) A(r) dr.
Monter alors hamiltonien pour le champ quantique en présence des courants classiques prend la
forme :

HC:ZM)\ af\aA—ZA,\ (j;(t)a)\ —i—j,\(t)a:r\) , (3)
A A

en précisant l'expression de Ay et de j)(t).

c¢) Justifier simplement que I’on étudie les modes indépendamment les uns des autres. On se concentre

d)

e)

donc sur un mode A donné, de fréquence w, et on suppose que :
j)\(t) = J0 et (4)

Montrer que le hamiltonien du champ en représentation d’interaction est indépendant du temps,
et en déduire ’expression explicite de 'opérateur d’évolution.

En utilisant I’égalité (1) et en supposant que 1’état initial est le vide, caractériser ’état obtenu
au bout d’un temps ¢t. Comment le nombre de photons évolue-t-il au cours du temps ?

Que peut-on dire pour un état initial quelconque ?

On se concentre désormais sur un unique mode du champ.
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Fonction de Wigner du champ

On se propose ici d’étendre au champ électromagnétique la notion de fonction de Wigner, et
de calculer quelques exemples faisant ressortir le caractére non-classique de certains états. On
procede par analogie avec une particule matérielle pour lesquelles la position x et 'impulsion p
convenablement adimensionnées vérifient la relation de commutation [x, p] = 1.

Quadratures

Introduire les opérateurs de quadrature du champ q; et go qui vérifient les mémes relations de
commutation que x et p.

Il est bien connu, et on admet dans ce qui suit que leur spectre découle de leur relation de
commutation. En particulier tout nombre réel est valeur propre de q; comme de g9 et les états
propres correspondant vérifient :

(@) =0 —a), (@ld)=06a—d) et (alae)=2r) expling). (5

En déduire la définition de la fonction de Wigner du champ w(qz, g2).

Montrer, par exemple en évaluant les commutateurs appropriés, que :
exp(+iqz2A) q1 exp(—igqe)) =q1 + A et exp(—iqiA) q2 exp(+iqiA) =q2 + A . (6)

Etats cohérents

Rappeler la définition d’un état cohérent |, ainsi que la fagon dont il est formellement obtenu
a partir de I’état fondamental |0). On pourra introduire 'opérateur :

D(A\ X)) = exp(Aal — A*a) . (7)

dont on vérifiera qu’il est unitaire.

A partir de I'identité a |0) = 0, retrouver 'expression de la fonction d’onde (gq1]|0) du vide |0).
En déduire sa fonction de Wigner wy(q1, ¢2).

Retrouver a l'aide de la définition les valeurs moyennes (a|q; |a) et (o] g2 o).

A T'aide des questions précédentes, exprimer en fonction de wy et de a la fonction de Wigner we
de I’état cohérent |a).

Etats de Fock

On se propose de déterminer par récurrence la fonction de Wigner w,, des états de Fock |n).
Donner celle de 1’état fondamental wy.

Exprimer la représentation de Wigner associée au ket q; |n) en fonction de w,. Méme question
pour celle de gz |n).

On donne (z|0) = 7~ /4 exp(—x2/2) et (z|1) = 7= /42 zexp(—x?/2). Calculer, & I’aide de ces
données ou des questions résultats des précédentes, wq et ws.

Comparer les propriétés de la quasi-densité de probabilité w(q1, g2) obtenue pour les deux types
d’états envisagés.

Etats chat de Schrédinger

On s’intéresse ici, ainsi que dans la partie suivante, aux propriétés de ’état quantique superposi-
tion de deux états cohérents |1h,) = (Ja) + [e’?a))/v/2 (noter que le €'® est dans le ket ) appelé
«chat de phase» de phase ¢. Pour simplifier, nous supposerons que ¢ = w et que « est réel.

Justifier le fait que la fonction de Wigner w, du chat n’est pas simplement donnée par (wq +
W_q)/2. A quel état cette derniere expression correspond-elle 7

Calculer la différence wy — (wo +w—q)/2. Décrire qualitativement sa forme et sa localisation dans
I’espace des positions.

Quelle est ’évolution temporelle de w, et de wy, en 'absence de dissipation ?
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III Décohérence du chat de phase

1

2

4

On se propose d’étudier l'effet de I'environnement sur les différents états étudiés précédem-
ment. Pour ce faire, on modélise I’environnement par un bain d’oscillateurs d’opérateurs b; et bz,
avec un hamiltonien de couplage :

V=" hg(al b;+ab)).

L’équation pilote pour la matrice densité réduite du champ o, s’écrit, pour un environnement a

température nulle :

d
d—z = —iwlala, o] — %(a*aa +oala)+racal . ()

Donner I’évolution des populations dans la base des états de Fock du champ, puis celle de la
valeur moyenne de a et de af a. Commenter.

Pour étudier de fagon générale I’évolution décrite par 1’équation (8), il est commode d’utiliser la
fonction caractéristique® :
CN(A\ ) =tr (U e’ e_)‘*a) 9)

a) Montrer que Cy (A, A*) et la fonction de Wigner w sont reliées par transformation de Fourier.
b) Quelle est la fonction caractéristique associée & un état cohérent ? Et a une superposition de
deux états cohérents |a) et |3) 7 Que devient la fonction caractéristique si les cohérences de la
superposition sont réduites d’un facteur n?
L’intérét de la fonction caractéristique tient a son équation d’évolution.

a) Ecrire les dérivées de Cy par rapport a A et A* considérées comme indépendantes, sous forme de
traces.

b) En déduire que ’équation recherchée s’écrit

0 v 0 v 0
= = — A= = A A AT) = 1
ot (3-w)agr+ (Briw) x| ovan =o (10)
¢) En introduisant des fonctions p(t) et p*(¢) bien choisies, montrer que cette équation s’écrit encore :

d

;. C ), n7(8),8) =0 (11)

En déduire le devenir d’un état cohérent, puis celui d’une superposition de deux états cohérents.
Commenter le temps caractéristique d’évolution de la cohérence de la superposition.

1. On consideére ici les nombres complexes A et A* comme des variables indépendantes, équivalentes aux deux
variables indépendantes Re(A) et Sm(A).
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