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M8A – Cohérence quantique et dissipation

Examen du 16 novembre 2011 — Éléments de correction

A Liouvillien de Lindblad
On suppose que :

dρ
dt = 1

i~
[
H, ρ

]
+
∑
µ

Lµ ρ L†µ − 1
2
(
L†µLµ ρ + ρ L†µLµ

)
(1)

où les Lµ sont des opérateurs quelconques.
1. L’invariance par permutation circulaire de la trace nous assure que dρ/dt est de trace nulle, donc

tr(ρ) n’évolue pas et reste égale à 1.
2. Les différents termes de l’équation sont tous auto-adjoints, et donc dρ/dt est hermitique, donc ρ

reste hermitique.
3. Plutôt que de considérer les valeurs propres en elles-mêmes, il s’agit de montrer que l’évolution

de ρ sous l’effet des Lµ conserve le caractère « positif » de ρ, c’est à dire que pour tout ket |ψ〉
on a 〈ψ|ρ|ψ〉 > 0. Nous savons que le terme hamiltonien induit une évolution unitaire, qui ne
modifie pas les valeurs propres : elles vont donc rester positives. Plus largement, il ne s’agit pas de
monter que l’équation (1) conduit nécessairement à des valeurs propres positives, mais que si elles
le sont à l’instant t elles resteront à l’instant t + dt. Pour cela nous devons considérer l’opérateur
ρ(t + dt) = ρ(t) + dρ

dt dt. En regroupant les termes contenant les L†µLµ dans un opérateur unique
J = (

∑
µ L†µLµ)/2, on peut écrire :

ρ(t+ dt) = ρ(t) + i

~
[
H, ρ

]
dt− (Jρ + ρJ) dt+

∑
µ

LµρL†µ dt+ o(dt)

=
(
1 + i

~
H dt− J dt

)
ρ(t)

(
1− i

~
H dt− J dt

)
+
∑
µ

Lµρ(t)L†µ dt+ o(dt)

qui est une somme de termes de la forme M ρM†, qui sont évidement positifs car ρ l’est lui-même.
Une somme d’opérateurs positifs est elle aussi positive, ce qui achève la démonstration.

B Mesures et intrication

I Prologue
Soient un spin 1/2, et |±〉 les deux états propres de Sz. Il est préparé dans un état quelconque :

|ψ〉 = eiγ
(
α|+〉+ β|−〉

)
où |α|2 + |β|2 = 1 (2)

1 Détermination de l’état quantique par des mesures successives
a) L’état quantique |ψ〉 est indépendant de la phase globale γ, puisque les valeurs moyennes 〈ψ|A|ψ〉 ou les

probabilités de la forme ‖P|ψ〉‖2 n’en dépendent pas.
b) Des mesures successives des composantes Sx, Sy et Sz ne permettent pas de remonter à α et β car les

observables Sx, Sy et Sz sont incompatibles : la mesure de l’une d’entre elles, disons Sx, projette l’état
du système dans l’un des deux états |±〉x ≡ (|+〉 ± |−〉)/

√
2 et efface donc toute information sur Sz.

c) Le résultat de la mesure d’une quelconque composante du spin est toujours±~/2, indépendamment de α et
β, qui n’influent que sur la probabilité d’obtenir l’une ou l’autre valeur. Pour remonter à ces probabilités,
ou de façon équivalente aux valeurs moyennes des trois composantes – et de là aux coefficients α et β –
il faut une infinité de mesures.

d) Pour un état décrit par un opérateur densité, c’est la même chose : la détermination de ρ équivaut à la
connaissance de la valeur moyenne des trois composantes du spin (cf question 2.a).
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2 Vecteur de Bloch
On décrit l’état quantique d’un spin 1/2 (cas pur ou mélange) par son vecteur de Bloch :

#–

P = 〈 #–σ〉 dont les composantes sont Pi = tr(ρ σi) (3)

a) Les matrices de Pauli étant de trace nulle et de valeurs propres ±1, la forme ρ = 1
2(1 + #–

P · #–σ) proposée
est possible, pourvu que les valeurs propres soient positives, c’est à dire que ‖ #–

P ‖ 6 1. Vérifions qu’elle
est la correcte, c’est à dire qu’elle redonne effectivement toutes les valeurs moyennes :
– pour toute composante Su = #–S · #–u ( #–u vecteur unitaire) on a :

〈Su〉 =
∑

i=x,y,z
〈Si〉ui = ~

2
∑

i=x,y,z
〈σi〉ui = ~

2
#–

P · #–u

– si ρ = 1
2(1 + #–

P · #–σ) on a, en utilisant les relations données dans le préambule ainsi que la nullité de la
trace des matrices de Pauli :

〈Su〉 = tr(ρSu) = 1
2
(
tr(Su)︸ ︷︷ ︸

0

+
∑
i,j

~
2 tr(σiσj)︸ ︷︷ ︸

2δij

uiPj
)

= ~
2

#–

P · #–u , (4)

ce qui achève la démonstration.
b) On considère un vecteur unitaire #–u (θ, ϕ), où θ et ϕ sont respectivement la colatitude et l’azimut du

système habituel des coordonnées sphériques, et l’opérateur Sθ,ϕ = #–S · #–u (θ, ϕ).
1. Les valeurs propres de Sθ,ϕ sont ±~/2 comme pour toute composante de spin 1/2.
2. On admet que ses vecteurs propres s’écrivent :

|+ (θ, ϕ)〉 ≡ |+u〉 = cos θ2 e
−iϕ/2|+〉+ sin θ

2 e
iϕ/2|−〉 , (5a)

| − (θ, ϕ)〉 ≡ |−u〉 = − sin θ
2 e
−iϕ/2|+〉+ cos θ2 e

iϕ/2|−〉 . (5b)

Par un calcul élémentaire, on a :

〈+u|σx|+u〉 = cos θ2 sin θ
2 × 2 cosϕ = sin θ cosϕ

〈+u|σy|+u〉 = −i cos θ2 sin θ
2 × 2i sinϕ = sin θ sinϕ

〈+u|σz|+u〉 = cos2 θ
2 − sin2 θ

2 = cos θ

d’où, en utilisant aussi la relation | − (θ, ϕ)〉 = i |+ (π − θ, ϕ+ π)〉 :
#–

P+(θ, ϕ) = 〈+u| #–σ |+u〉 = #–u (θ, ϕ) et #–

P−(θ, ϕ) = 〈−u| #–σ |−u〉 = − #–u (θ, ϕ) . (6)

c) On vient d’obtenir ‖ #–

P ‖ = 1 pour les états propres de Sθ,ϕ et comme tout état |ψ〉 de la forme (3) se met
sous cette forme (6a), tout cas pur donnera ‖ #–

P ‖ = 1. En utilisant la relation ( #–

P · #–σ)2 = #–

P 2
1, on peut

écrire :
ρ2 = 1

4
(
1 + #–

P · #–σ
)2 = 1

4
(
1 + ( #–

P · #–σ)2 + 2 #–

P · σ
)

= 1
2
(1+ #–

P 2

2 1 + #–

P · σ
)

(7)

qui coïncide avec ρ si et seulement si ‖ #–

P ‖ = 1. Dans le cas ‖ #–

P ‖ < 1, on a tr(ρ2) < 1, ce qui est la
signature d’un mélange statistique. Notamment dans le cas totalement « dépolarisé » ρ = 1/2 et #–

P = 0.
d) La quantité tr(ρ1 ρ2), qui est toujours réelle positive et inférieure à 1, représente le recouvrement entre

les états 1 et 2. Notamment, si ce sont des états purs, tr(ρ1 ρ2) = |〈ψ1|ψ2〉|2. Par un calcul analogue à
celui de ρ2, on a :

tr(ρ1 ρ2) = 1
4 tr

(
(1 + #–

P 1 ·
#–

P 2) 1 + ( #–

P 1 + #–

P 2) · #–σ
)

= 1 + #–

P 1 ·
#–

P 2
2 (8)
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II Théorème de non-clonage

1 Approche heuristique
Supposons qu’il soit possible de cloner un état quantique (sous entendu, avec une fidélité parfaite) sans
le modifier. Cela signifie que l’on pourrait réitérer le processus autant de fois qu’on veut, et faire des
mesures de Sx, Sy et Sz aussi souvent que souhaité et acquérir ainsi une information complète sur l’état
initial, ce qui est contraire au caractère probabiliste de la mécanique quantique et conduit à violer les
inégalités de Heisenberg.

2 Approche rigoureuse
Considérons une «machine » qui prendrait en entrée deux spin 1/2, numérotés 1 et 2, opérant sur l’espace
de Hilbert E12 = E1⊗E2. Le premier spin est dans un état « source » quelconque inconnu |ψ〉 (cf équation 2)
et le second est préparé initialement dans l’état |+〉 (par exemple). La machine permettrait de transformer
de façon déterministe l’état du spin 2 en une copie de l’état source, sans détruire ce dernier.

a) L’état initial est |i〉 = |ψ〉 ⊗ |+〉 et l’état final |f〉 = |ψ〉 ⊗ |ψ〉.
b) On suppose que la machine effectue une opération unitaire U dans l’espace de Hilbert E12 ; les états |i〉

et |f〉 sont alors tels que : |f〉 = U |i〉.
1. Si |ψ〉 = |+〉 on en déduit |i〉 = |+〉 ⊗ |+〉 = |f〉 ;
2. Si |ψ′〉 = |+〉x, on en déduit |i′〉 = |+〉x ⊗ |+〉 et |f ′〉 = |+〉x ⊗ |+〉x ;
3. L’évolution étant unitaire ont doit avoir 〈f |f ′〉 = 〈i|U†U|i′〉 = 〈i|i′〉. Or ici, on a :

〈i|i′〉 = 〈+|+〉 × 〈+|+〉x = 1√
2
6= 〈f |f ′〉 = 〈+|+〉x × 〈+|+〉x = 1

2 .

c) Si l’état initial |φ〉 de la machine évolue lors du clonage, l’état initial s’écrira |i〉 = |ψ〉⊗ |+〉⊗ |φ〉 et l’état
final |i〉 = |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ⊗ |φ′(ψ)〉, c’est à dire que l’état de sortie de la machine dépend de l’état à cloner
(dans le cas contraire, c’est que U n’agit pas sur la machine et rien n’est modifié). Si on prend les deux
même états à cloner que dans la question précédente, on obtient :

〈i|i′〉 = 1√
2
6= 〈f |f ′〉 = 〈+|+〉x × 〈+|+〉x = 〈φ(+z)|φ(+x)〉

2 .

Comme le module produit scalaire 〈φ(+z)|φ(+x)〉 est inférieur à 1, il est a fortiori inférieur à
√

2, et cela
ne peut qu’empirer...

d) Ajouter une étape non-unitaire liée à une mesure est incompatible avec un clonage déterministe, à moins
que le résultat de la mesure soit certain (P = 1), ce qui n’apporte aucune information. (Évidemment, on
exclut des mesures qui reposeraient sur la connaissance de α et β.)

III Détermination d’un état quantique

1 Estimation à partir d’un exemplaire
Alice fournit à Bob un unique exemplaire de l’état pur |ψ〉 = |+ (θ, ϕ)〉 (équation (5a)) de paramètres θ
et ϕ inconnus de Bob. Il décide de mesurer Sz et, faute de mieux, il estime alors l’état du spin par le ket
|ψest〉 = |±〉, selon que la mesure a donné +~/2 ou −~/2.

a) Formellement, les probabilités de trouver +~/2 et −~/2 sont, P+ = cos2(θ/2) et P− = sin2(θ/2), que
l’on peut réécrire P± = (1± Pz)/2, puisque Pz = cos θ.

b) Si on réitère l’expérience un grand nombre de fois, Bob va construire une matrice densité estimée :

ρest = P+|+〉〈+|+ P−|−〉〈−| =
1
2
(
(|+〉〈+|+ |−〉〈−|︸ ︷︷ ︸

1

) + Pz (|+〉〈+| − |−〉〈−|︸ ︷︷ ︸
σz

)
)
, (9)

qui est de la forme établie au I.2.a) avec #–

P est = Pz
#–u z.

c) On obtient la valeur moyenne de |〈ψ|ψest〉|2 en évaluant son équivalent pour un mélange statistique, soit
d’après la question I.2.d) :

f(θ, ϕ) = tr(ρ ρest) = 1 + #–

P · #–

P est

2 = 1 + #–u (θ, ϕ) · #–u z Pz
2 = 1 + cos2 θ

2 . (10)
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d) Si on a des vecteurs de Bloch distribués de façon isotrope, la « fidélité » s’écrira :

F =
∫ dΩ

4π f(θ, ϕ) = 1 + 〈cos2 θ〉
2 = 2

3 , (11)

où l’on a évalué la moyenne angulaire 1 (classique) 〈cos2 θ〉 = 1/3. Ce score, en regard de la méthode
simpliste utilisé, est relativement élevé. On peut montrer cette valeur est optimale (la loi générale est
(n+ 1)/(n+ 2) où n est le nombre de copies utilisées).

2 Clonage optimal symétrique
Alice et Bob décident de partager les frais en cherchant à obtenir le meilleur clone possible, quitte à
dégrader l’état du système source. Ils reprennent l’idée de la «machine » du II.2, et la modifient de façon
à ce qu’on obtienne à la sortie ρ1 = ρ2 ≡ ρest et en même temps une fidélité F = tr(ρest |ψ〉〈ψ|) la plus
grande possible.
On reprend ici la forme générique de |ψ〉 utilisée au § I.

a) Calcul de la forme de ρest Posons pour simplifier les équations ρ0 = |ψ〉〈ψ|.
1. Si on pouvait avoir F = 1, on aurait ρest = ρ0 et il est donc logique de chercher l’opérateur densité

sous la forme proposée, comme un mélange de deux situations où on a le taux F de réussite, et
1 − F d’erreur. Plus précisément, ρest − Fρ0 est une matrice hermitique, de trace 1 − F que l’on
peut considérer comme le produit de 1 − F par un certain opérateur ρ̄ de trace unité 2. Si on fait
cette séparation, on constate clairement que :

F = tr(ρ0 ρest) = F tr(ρ2
0) + (1− F ) tr(ρ0 ρ̄)

qui impose clairement la condition énoncée tr(ρ0 ρ̄) = 0.
2. Sachant que ρ0 est le projecteur sur |ψ〉, cette condition signifie que ρ̄ est proportionnel à un

projecteur orthogonal 3 à |ψ〉. Nous pouvons maintenant utiliser le fait que nous sommes dans
un espace à deux dimensions : le projecteur recherché est nécessairement ρ̄ = |φ〉〈φ| où |φ〉 =
β∗|+〉 − α∗|−〉 est le ket orthogonal à|ψ〉.

3. En application de ce que nous avons vu au I.2.b), le vecteur de Bloch de |φ〉 est l’opposé de celui
de |ψ〉. En récapitulant, il vient en effet :

ρest = F |ψ〉〈ψ|+ (1− F )|φ〉〈φ| = F (1+ #–
P · #–σ )+(1−F )(1− #–

P · #–σ )
2 = 1+(2F−1) #–

P · #–σ
2 (12)

4. La dégradation consentie sur l’état initial |ψ〉 correspond visiblement à l’obtention d’un état non-pur
en raison d’une contamination (au sens «mélange statistique ») par l’état perpendiculaire.

b) Conditions sur la machine
1. L’état initial est un état pur de la forme |ψ〉⊗|+〉. L’évolution étant unitaire, elle conduit forcément

à un état pur dans E12. Si cet état était factorisable sous la forme |χ1〉 ⊗ |χ2〉, l’opérateur densité
serait lui même factorisé sous la forme ρ = |χ1〉〈χ1| ⊗ |χ2〉〈χ2| et la trace partielle conduisant à ρest

donnerait |χ〉〈χ| correspondant au cas pur |χ〉, ce qui est contradictoire. Donc on doit effectivement
avoir un état intriqué. Bien sûr, puisque ρ1 = tr2(ρ) = ρ2 = tr1(ρ), l’état final ne peut qu’être
symétrique par échange 1↔ 2.

2. En désignant par |φ±〉 l’état produit par U quand l’autre spin est dans |±〉, on a :

|Ψ+〉 = U|+,+〉 = |+, φ+〉+ |φ+,+〉
N

et |Ψ−〉 = U|−,+〉 = |−, φ−〉+ |φ−,−〉
N

(13a)

et si on évalue le produit scalaire 〈Ψ−|Ψ+〉, en vertu de l’évolution unitaire, il doit être nul comme
celui des états initiaux 〈−,+|+,+〉 = 0. On obtient ainsi la condition :

〈−|φ+〉 〈+|φ−〉 = 0 . (14)

1. Le calcul de l’intégrale est inutile, puisque de façon géométrique : 〈cos2 θ〉 = 〈sin2 θ〉/2 et 〈cos2 θ + sin2 θ〉 = 1.
2. Le fait que ρ̄ soit positif, et donc soit un opérateur densité, ne joue pas de rôle explicite dans la suite ; pour le montrer,

il faudrait utiliser l’universalité du clonage envisagé ici, c’est à dire que cela fonctionne avec la même transformation unitaire
pour tout état |ψ〉.

3. Diagonaliser ρ̄ =
∑

k
pk|k〉〈k|, écrire tr(ρ0 ρ̄) =

∑
k
pk|〈k|ψ〉|2 = 0 donc les |k〉 de pk 6= 0 sont orthogonaux à |ψ〉.
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Si l’on suppose que c’est 〈−|φ+〉 qui est nul, on en déduit que |φ+〉 ∝ |+〉 et donc U|+,+〉 ∝ |+,+〉,
qui n’est pas un état intriqué, ce qui n’est pas correct. Symétriquement, si 〈+|φ−〉 = 0, on aura
|φ−〉 ∝ |−〉 et U|−,+〉 ∝ |−,−〉. Donc il ne suffit pas d’avoir un état intriqué entre 1 et 2 !

c) Réalisation
Soit donc une machine plus compliquée mettant en jeu un troisième spin 1/2, noté m, qui va s’intriquer
avec les deux autres. On montre 4 que la solution optimale sera réalisée si la machine produit, à partir de
l’état |ψ〉 pour le spin 1, l’état intriqué de E12 ⊗ Em suivant ((les ⊗ seront omis pour abréger) :

|Ψ〉 = 1
N

(
|ψ〉1|+〉2|+〉m + |ψ〉1|−〉2|−〉m + |+〉1|ψ〉2|+〉m + |−〉1|ψ〉2|−〉m

)
· (15)

Notons que l’on peut ré-écrire cet état :

|Ψ〉 = (|ψ,+〉+ |+, ψ〉)⊗ |m : +〉+ (|ψ,−〉+ |−, ψ〉)⊗ |m : −〉
N

·

1. La calcul du produit scalaire sélectionne les termes où m est soit dans l’état |+〉 soit dans l’état
|+〉, donc :

〈Ψ|Ψ〉 = 4 + 2<e(〈ψ,+|+, ψ〉+ 〈ψ,−|−, ψ〉)
N 2 = 6

N 2 .

car 〈ψ,+|+, ψ〉+ 〈ψ,−|−, ψ〉 = |〈+|ψ〉|2 + |〈−|ψ〉|2 = 〈ψ|ψ〉 = 1.
2. Commençons par calculer ρ12 en prenant la trace sur m. Avec la forme que nous avons donné à |Ψ〉,

on obtient immédiatement :

ρ12 =

(
|ψ,+〉+|+,ψ〉

)(
〈ψ,+|+〈+,ψ|

)
+
(
|ψ,−〉+|−,ψ〉

)(
〈ψ,−|+〈−,ψ|

)
6

=

(
|ψ,+〉〈ψ,+|+|ψ,−〉〈ψ,−|

)
+
(
|+,ψ〉〈+,ψ|+|−,ψ〉〈−,ψ|

)
+
(
|ψ,+〉〈+,ψ|+|+,ψ〉〈ψ,+|

)
+
(
|ψ,−〉〈−,ψ|+|−,ψ〉〈ψ,−|

)
6 ·

En prenant ensuite la trace sur la particule 2 :
– la première parenthèse donne visiblement 2ρ0 ;
– la seconde parenthèse donne 〈+|ψ〉〈ψ|+〉1 + 〈−|ψ〉〈ψ|−〉1 = 1 ;
– la troisième 〈ψ|+〉|ψ〉〈+|+ 〈+|ψ〉|+〉〈ψ| = 2(ρ0 |+〉〈+|+ |+〉〈+| ρ0) ;
– la quatrième 〈ψ|−〉|ψ〉〈−|+ 〈−|ψ〉|−〉〈ψ| = 2(ρ0 |−〉〈−|+ |−〉〈−| ρ0).
En récapitulant, on obtient :

ρest = 1 + 4ρ0
6 = 1 + 2(1 + #–

P · #–σ)
6 =

1 + 2
3

#–

P · #–σ

2 , (16)

qui est bien de la forme (12), avec 2F − 1 = 2/3, soit F = 5/6.
3. Par comparaison avec la question 1.d). on pourrait s’étonner d’obtenir une fidélité supérieure à 2/3.

Mais les deux approches ne sont pas identiques : le clonage peut être plus efficace que l’estimation.
Notons toutefois que le clonage de ne permet pas pour autant d’améliorer l’estimation. Si nous
utilisons le clonage optimal décrit ici, et estimons de façon optimale les deux états de spins ainsi
produits, comme la fidélité d’estimation optimale à partir de n exemplaires est de (n+ 1)/(n+ 2)
soit 3/4 pour n = 2, nous obtenons une fidélité totale de 5/6 × 3/4 = 5/8 qui reste bien (très
légèrement) inférieure à 2/3.

4. Avec les concepts du cours de M8b.
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