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M8A — Cohérence quantique et dissipation

EXAMEN DU 24 NOVEMBRE 2010 — ELEMENTS DE CORRECTION

1 Emission spontanée individuelle et collective

1 Emission spontanée d’un atome individuel

a) Les états finaux sont des états ou un photon exactement a été crée dans un mode d’énergie hwy,
et ot 'atome est descendu dans |g). On peut les écrire |g; 1(k, €)). Les indices  nécessaires sont la
direction de k définie par k et la polarisation e.

b) Hypotheses sur 'atome et sur champ :
— Pour faire apparaitre E.u, a partir de d - E, il faut supposer que les matrices de d, et de d, dans
la base {|e), |g)} sont nulles.
— Pour que le dipdle soit proportionnel & |g)(e| + |e)(g|, il faut supposer en outre que (g|d.|g) =
(e|d.|e) = 0, ce qui est généralement assuré par la parité définie des fonctions d’onde.
— Pour que d soit réel positif, il faut faire un choix de phase relative adapté sur les états |e) et |g),
la forme générale étant d|g)(e| + d*|e)(g| avec d complexe.
— Pour que l'on ait E(R), il faut faire ’approximation des grandes longueurs d’ondes, qui est déja
implicite dans le choix du hamiltonien dipolaire électrique.
c) On a (g;1(k,¢€)|V|e;0) = —id€(k) e~ %R €. u,. Pour évaluer T, il faut dans un premier temps- &
x donné — prendre le module carré et sommer sur les polarisations. Ceci élimine les phases, et a
I'aide de la formule données dans l'entéte, on peut évaluer 3. € - u, = 1 — k2. On obtient ainsi

5 lgs 1k, Vs 0 = 500 (1 ) (16)
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Reste a sommer sur ’angle solide.

d) Notons de langle solide élémentaire noté abusivement d) est bien un élément différentiel du
2nd ordre que I'on devrait noter d22, donné par exemple en coordonnées sphériques par d?Q =
sin 0 df dy. La définition de p(E) conduit & évaluer le nombre de valeurs de k quantifiées accessibles
dans la boule de rayon k = wy/c = E/ dans 'espace réciproque. Pour L assez grand, ce nombre
est obtenu en divisant le volume 47k?®/3 par le volume élémentaire (27/L)3. Ce nombre doit étre
dérivé par rapport a FE, et divisé par 47 pour se ramener a 'unité d’angle solide. Donc :
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qui donne bien le résultat (4) demandé.

e) En utilisant les résultats précédents, et en adoptant des coordonnées sphériques d’axe z pour k, si

bien que 1 — k2 = sin?, la régle d’or de Fermi (1) donne :
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f) Dans le systéme d’unité de Bohr, en prenant d =~ e ag, on peut donner une valeur numérique unité
a €2 /4meg, ag, h, wo. Reste la vitesse de la lumiere, dont la valeur numérique est ~!. On en déduit
I’ordre de grandeur :

wo/T' ~3/4a®~3.107°FE (19)

g) On a établi dans le cours que I’évolution de la cohérence p.4 satisfait a I’équation :
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ol hdw est un décalage d’énergie induit par le couplage au rayonnement.



2 Ensemble de N atomes

a) Le «spin fictif » S; est un spin 1/2 tel |e) = |+) |g) = |—). Dans cette base, ses composantes s’écrivent
en fonction des matrices de Pauli 0; S; = h/2 0; ot i € {z,y, z}. Le hamiltonien atomique individuel
s’écrit alors (& une constante prés) Ha; = wpS., et le terme de couplage (3) est proportionnel a
)+ + =) (=] = 02 x S,

b) Le terme Hy4 ci-dessus s’écrit immédiatement Y, woS, = wo Js.

¢) Le couplage V 4_p sera proportionnel & composante du moment cinétique J, si ’on peut regrouper
tous les termes en factorisant le champ éléctrique. Ceci suppose que tous les atomes voient le
méme champ électrique ’en intensité et phase, donc qu’ils soient localisés dans une région de faible
dimension & 'échelle de la longueur d’onde. !

d) Le hamiltonien s’écrit donc (il y avait une erreur d’'un facteur 2 — sans conséquences — dans I’énoncé) :

dE - u,

Hy = wod, — J: + Hg oubien Hy =hwol, —dE-u, J, + Hg, (21)

selon que I'on choisit d’utiliser un moments cinétique de dimension h ou sans dimension.

e) On sait que l'opérateur J? commute avec les composantes de J. On a donc [ ’N,J2] = 0, ce qui
signifie que 1’évolution sous 'effet du ghamiltonien conserve J?, ce qui fait de la base |J, M) une
base adaptée au probleme.

3 Etats superradiants
On suppose que H est donné par I’équation (21). On prépare les N atomes dans 1'état excité.

a) & b) Tous les atomes étant excités, I’état quantique est 1'état |¢g) = |+, 4+, --;+) des spins
atomiques, correspondant a M = N/2 qui est la valeur maximale envisageable. On est donc bien
dans I’état de J maximal, et on peut écrire |1)o) = |J,J) avec J = M = N/2. L’état correspond a
la polarisation opposée des spins, ie |J, —J) = |—, —,---; —).

c) La transition |J,JJ) — |J, —J) correspondrait & I’émission de N photons, ramenant tous les atomes
dans I’état fondamental. Toutefois cette transition ne peut étre réalisée en une fois, puisque le
hamiltonien V 4_g ne permet la création que d’un photon a la fois.

d) L’état |¢p1) = |J,J — 1) avec J = N/2 s’obtient en appliquant 'opérateurJ_ = 3>,;S;_ a |J,J). On
en déduit que
1 1
JJ-1H=—(-,+,---H)+|+— B+ +|+,+, )= — €1, - Gi---€ .
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N termes

e) Lorsqu’on applique D = du, >, |e;)(gi|+]gi) (bi| = du, (J4+J_) al’état |¢y) on obtient exactement
N termes non nuls, qui coincident avec les N termes de |¢1). En conséquence, (¢1|D|ig) = (J, J —
1|D|J, J) = d v'N u.. On déduit que le dipdle effectif de transition & partir de I'état |tpg) est VN
fois plus grand que celui du §1, toutes choses égales par ailleurs. Le taux d’émission spontanée 'y
sera donc N fois plus élevé que celui de I'atome isolé. 2

f) Le résultat obtenu sur la premiére transition coincide avec le résultat classique, ott on combinerait N
processus d’émission poissoniens non chirale, conduisant & un processus poissonnien dont I’espérance
est multipliée par N. En d’autres termes, sur la transition |J, J) — |J,J — 1), il n’y a qu’un chemin
possible et donc pas d’interférences quantique possible (ce n’est plus le cas lorsque la moitié des
photons a été émise, car il a alors une nombre de chemins possibles de I'ordre de N).

4 Etats subradiants
On suppose maintenant que J prend sa valeur minimale J;,.

1. Cette condition est assez restrictive dans le domaine optique. C’est la raison pour laquelle les expériences de
superradiance ont historiquement été faites avec des atomes trés excité, dont les fréquences de Bohr sont dans le
domaine des ondes millimétriques ou centrimétriques.

2. Une étude plus compléte montrerait que l'effet quantique maximal apparait sur ’état |J, M = 0), qui possede,
lui, des corrélations fortes entre les atomes (corrélations quantiques, ou mise en phase du point de vue classique) qui
conduit, pour la transition |J,0) — |J, —1) & un dipéle carré augmenté d'un facteur N?/4 au lieu de N. En calculant
(J,0[J_|J, 1) = (J(J 4+ 1) — (0)(=1)){ = 1/2) on voit bien 'élément de matrice de D? est multiplié par environ N2



a)

b)

d)

L’addition d’un nombre impair de spin 1/2 de permet pas de réaliser M = 0, car toutes les valeurs
de M sont demi-entiéres. La valeur minimale de J est donc 1/2. L’addition d’un nombre pair de
spins 1/2 donne des valeurs entiéres de M, dont des états de M = 0 ou la moitié des spins sont up
et 'autre moitié down, parmi lequels un état de J = 0.

& c) Létat |J o, Jumin) appartient a une base standard de J, formés de vecteur propre de J,, donc
de Hsfa, de valeur propre Mwyq. Il n’a pas de raison d’avoir un dipole nul vers les états inférieurs,
sauf bien siir dans le cas ou J,;, = 0, car 1’état |0,0) annule toutes des composantes de J. Il faut
donc distinguer les deux cas :

N pair L'état |J o, Jmm) est I'état |0,0) qui est un état propre de H4 et de V 4_¢ de valeurs propres
nulles. C’est donc un état propre de Hy dont I’énergie est celle du vide de rayonnement. C’est
un état qui ne rayone pas, mais qui n’est pas I’état fondamental (on le qualifie d’« état noir »).

N impair L'état |J,m, Jmim) est Détat \%, %> Cet état est un état propre de Hy, mais qui a un
dipole carré J, non nul. Il n’est donc pas stable, et peut émettre un photon en décroissant
vers Détat |3, —3).

Evaluer Délément de matrice du dipdle collectif est proportionnel & J,, qui commute avec J2. Don

un état de J = J,;, n’est enaucun cas couplé a ’état fondamental |g, g, - ¢g) qui est un état de

J = Joax- 1l est donc stable vis a vis de I’émission spontanée.

& f) Dans le cas N =2, on a Jy,, = 1 et J,;, = 0. On peut commodément comparer les propriétés
des états |1,0) = (le,g) + |g,€))/v2 et |0,0) = (le,g) — |g,e))/V/2. Le premier a un élément de
matrice du dipéle vers le fondamental d{gg|J;|1,1) = d(1, —1|J.|1,1) = /2. cette valeur résulte de
l'interférence constructive des amplitudes des transitions |e, g) — |g,9) |g,€) — |g,9). A contrario,
I'état noir |0,0) ; en raison du signe -, donne lieu a une interférence destructive de ces deux mémes
amplitudes.



