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I Hamiltonien dipolaire électrique

1 Approche élémentaire

1 a) En traitant classiquement le champ, dans le cas le plus général on a :
H=(p—qA(r)*/2m + q®(r) (1)

1b) Ona |r| ~aget \/21 ~ c/w ot w ~ ¢?/(ameg)/hag, soit A\/21 ~ ag/a? (o constante de structure fine) ou
plus simplement ||r|| ~1nm et A ~ 1 pm.

1 ¢) En développant le hamiltonien (1), en négligeant les termes quadratiques, en remplacant r par 0 en vertu de
la question précédente et en se plagant en jauge de Coulomb, pour laquelle & = 0 pour une onde, on obtient
le résultats demandé.

1 d) On considére la relation de commutation générale [H,r] = —ihp/m, dont on prend 1’élément de matrice entre
i) et |j). Comme (i| [H,¥] |7) = (E; — E;) (i|r|j), on a bien le résultat demandé.

1 e) Considérant que E = iwy A (puisque ® est nul) et que wr ~ w;;, 'expression Vg et V,, coincident a un facteur
wr, /w;i; qui vaut 1 & résonance.

2 Transformation de Power-Zienau-Woolley

2 a) L’opérateur d - A(0) est hermitique. L’opérateur T est I’exponentielle d’un opérateur antihermitique, et donc
est unitaire. Il a a la fois la forme d’un opérateur de translation dans ’espace des impulsions de I’électron
(terme en r) et dans l'espace du champ (terme en a + af).

2 b) Les relations demandées sont trés analogues a des relations utilisées dans le cours ou les TD . La conservation
de r est évidente. De [p, TT] = —ih 0T /or = ¢A(0) TT, on déduit la relation sur p. De méme, pour un mode
x donné, on a, en utilisant 2 fois 'identité de Glauber :
[a, exp(—ap” +a'p)] = e/ exp(—ap”)[a, exp(+afp)] (2)
2 * *
= eltl"/% exp(—ap”) (1) exp(+a' ) = pexp(—ap” +alp) (3)
dont on déduit les relations sur a et al demandées, avec p, = id - € A, /.

2 c) Le nouveau hamiltonien H" du systéme atome+rayonnement s’écrit :

(P — qA(0))? p’ .
H =THT =T <2m + ) hwala, | TT= o+ > B (al, + ) (ay + ) (4)
X X

2
p

~om + Z thaLaX + Z huw,, ((uXaT + [a) + Wx|2) , (5)

X X
ot l'on reconnait le hamiltonien libre, le couplage dipolaire électrique fiwy (pyal +uya) = —d- (igx(alex — axex)) et

un terme purement atomique, constant dans notre modele.
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2 d) Dans cette approche, le cas classique correspond a remplacer les opérateurs a, et a; par les variables normales
(c-numbers) a, et af, ce qui donne bien un couplage en —d - E(0).

Si I'on ne veut pas considérer le hamiltonien du champ, il faut en outre supposer que «, est une fonction du

temps, dont I'évolution (libre) est de la forme v, (t) = o, (0) e~ *x".

II La méthode des champs séparés de Ramsey
1 Spectre de Rabi

1 a) D’apres la formule (5) de ’énoncé, on a :

idE,

t
bise = / cos(wrt') exp(—v?/2wit’?)e™ert At (6)

to
ou tg < 0 est trés antérieur au branchement de 'interaction.

1 b) La quantité v = v/wp est I'inverse du temps caractéristique d’interaction 7. Avec des ordres de grandeurs
v~100m-s~! et wyg ~ 1 mm,ona~y~ 100 s~ ! qui est de nombreux ordres de grandeur inférieur & wg. Il s’en
suit que les deux contributions a l'intégrale provenant de la décomposition du cos sont séparées d’une quantité
tres supérieure a leur largeur, et on peut donc négliger leur interférence. De plus, le terme anti-résonnant est
négligeable.

1 ¢) Il vient alors :

2

dE\*| [t
Pie = (27;)) / exp((wr — wep)t') exp(—7*t?/2)dt’ (7)
to
2
~ <d§l0) x 2772 % exp(—(wr — wey)?1?) (8)

ot l'on a supposé que |tg| ~ t > 7, ce qui permet de sommer de —oo & +00. On reconnait un profil de résonance
gaussien, dont la largeur est limitée par la durée de I'interaction, et I’amplitude donnée par le carré du produit
Qp7,0u Qr =dEy/h est la fréquence de Rabi .

1 d) La probabilité en 72 n’est pas bornée, et peut donc excéder 1. L’expression obtenue n’est donc valable que
lorsque Qg 7 est petit devant 1.

1 e) 1l faut avoir v2rdEywo/hv = 1/2. On a alors un «pulse 7/2», I’état de atome prenant la forme |¢)) =
(1) + €? |e)) /V/2, ot ¢ est une phase qui n’est pas prédite par notre modéle.

2 Franges de Ramsey
On suppose maintenant que l’'amplitude du champ est :

E(z) = Ey (exp(—x2/2w§) + exp(—(z — L)2/2w8)) ou L >wp, 9)

qui réalise un ensemble de deux interactions spatialement séparées, avec un champ de méme intensité (et de
méme phase) dans les deux zones. On suppose toujours v/wy < wg.

2 a) Au premier ordre des perturbations, et dans la méme limite que précédemment, on a :

1dE -
e = 2h0 / exp((wef — wr)t') {exp(—’y2t’2/2) + exp(—y2(t' — T)2/2)} dt’
idB,

o7 V21 exp(—(wep — wr)/29%) {1 + exp(i(wes — wr)T)}

dont on déduit :
Pj . = Pj_e 4cos®((wey — wr)T/2) . (10)

Ce résultat était évident a priori en faisant ’analogie avec une figure de diffraction en optique. On obtient
donc des « franges » avec une enveloppe donnée par le résultat de la question 1, appelé « piédestal de Rabi ».



2 b)
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On retrouve bien les franges avec une enveloppe a peu pres gaussienne. La période des franges de 2 Hz est
consistante avec notre analyse, compte tenu de 7' = 0.5 s donné sur la figure. La largeur du piédestal de Rabi
est plus difficile a contrdler, en raison de la configuration en « fontaine » utilisée dans cette expérience (des
atomes froids sont lancés verticalement puis retombent, les deux interactions ayant lieu & I’aller et au retour
dans la méme cavité).

Période des franges 6=1/T=2 Hz
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FIGURE 1 — Signal de franges de Ramsey dans I’horloge atomique en fontaine PHARAO
(G. Santarelli et al., PRL 82, 4619,1999)

Cette configuration permet d’obtenir une résolution analogue a celle que 'on aurait eu avec une interaction
pendant toute la durée T , sans avoir pour autant a créer et maintenir un champ de’amplitude et de phase
bien controlée sur toute la longueur L. De plus 'intensité totale étant limitée aux deux zones d’interaction, il
est plus facile d’atteindre un taux de transfert important qu’en répartissant la puissance sur toute 1’étendue
L.

3 Point de vue interférométrique On peut interpréter les franges de Ramsey comme un signal d’interférence

3 a)

quantique.

Etude d’une zone d’interaction
On utilise ici le formalisme du spin 1/2, avec |f) — |—) et |e) = |+).

a. En prenant I'origine des énergies au centre des deux niveaux f et e, ces niveaux ont des énergies +wey/2
(on doit donc identifier wy et wey), et le hamiltonien atomique en absence de champ est donc le premier
terme de ’expression proposée. Le terme de couplage atome—champ est entierement non-diagonal car
la valeur moyenne de r est nulle pour des raisons de parité dans un état atomique donné. Ainsi V, est
proportionnel & une combinaison linéaire de o, et de o, qui dépend de argument de d = (e|d - u. |f).
Celui-ci étant supposé réel, On peut écrire —d-E = —d E(x)o, sin(wgrt+ @) ot ¢ est la phase (arbitraire)
du champ. Ce terme est bien de la forme demandé avec G(z) = —dE(z)/h.

B. En écrivant le couplage sous la forme (07 + o7 )(a* — «)/2i on fait apparaitre des termes résonants
—oTa + o~ a*, et les termes anti-résonants en —o~a + o a* sont négligés. Le résultat est donc de la
forme indiquée, qui s’écrit encore :

(e Mwrttd) gt _ o Hilwrttd) 5= /97 = —sin(wrt + ¢)oy + cos(wrt + )Ty (11)

qui est bien ce que 'on aurait obtenu en considérant une onde polarisée circulairement, portée par le
vecteur unitaire tournant u(t) = cos(wgrt + ¢ + 7/2) uy + sin(wrt + ¢ + 7/2) u,.

~. La transformation de référentiel est une transformation unitaire dépendant du temps, et le nouveau
hamiltonien s’écrit donc :

h(wg

H' = RHR' + iARR' = 72_ wr) o, +hG(z)R (O'Jr e Hwntte) 4 5 e+i(”Rt+¢)) R

A T'aide des relations vérifiées par les matrices de Pauli, on évalue aisément :

RoT Rl = ¢wrtgt
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et de méme au signe pres pour 0~ = (o). On en déduit :

R(wy — wr) n hG(x)

H = :
2 g 2%

(cTe ™ —o7e'?) | (12)

qui est bien indépendant du temps & l'exception de la variation de G(z) = G(vt).

0. Avec la modélisation proposée, en prenant ¢ = 0 et en négligeant le désaccord durant 'interaction, le

hamiltonien se réduit & :
hGo,

2

H' (13)

et Popérateur d’évolution dans le référentiel tournant s’écrit U = exp(—iH't/h) = exp(—if/2 oy) avec
0 = Gt = GA/v. L'opérateur U est une matrice de rotation (autour de ’axe y) que 'on évalue a laide
de la relation (3) de I’énoncé :

0= cos(o/201 + ssnio/2, = (507 TG

comme demandé.

e. Pour obtenir une « impulsion 7/2» au sens défini plus haut, il faut ici que 6 = 7/2, soit GA/v = 7/2,
qui mis en relation avec la question 1 e) permet de choisir une définition consistante de la longueur A
en fonction de wyg.

1 1

¢. Comme R(0) =1,onabien:S;=S= (_1 1) V2.

Pour la seconde zone, on a, en posant ¢ = wrT/2 :

S, — R (T)SR(T) = % (e_ow e&) . (_11 D . <e+0“” e%) _ % <_eim, e_fw> L (14)

Ces deux matrices S; et So ne difféerent que par la phase additionnelle dans I'une d’entre elles.

3 b) Lame séparatrice On peut représenter ces matrices par les schémas suivants :

-2 — -
ez ez eTTeNV2 gz

[ }1«,2 {j{ﬁ ;‘/ﬂz *% W

— ——

FIGURE 2 — Représentation schématique (1) de I'action de Sy, et (2) de Iaction de Sy

Par linéarité, on peut bien siir traiter aussi le cas d’une combinaison linéaire de |f) et de |e). De fagon générale
sil|fy = t|f)+rle)et|e) —r"|f)+1t|e), on doit en toute généralité avoir t =t', r = —r" et tt' —rr’ =1, ce
qui est clairement vérifié ici.

3 ¢) Interférence quantique L’évolution de I'état atomique se décompose en trois phases : (1) impulsion /2
en 1, (2) évolution libre de 1 a 2, (3) impulsion 7/2 en 2. L’opérateur d’évolution s’écrit alors :

. 1 1 emiwrT\  femiwoT/2 11
U =Sy exp(—iwgto,)S1 = 5 <_einT 1 ) : ( 0 eion/Q) : <_1 1) (15)

L’amplitude recherchée est le coefficient (1,2) de cette matrice, qui vaut :

bie = e “rT/2(cos(wr — wo)T/2)
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FIGURE 3 — Représentation schématique des chemins impliqués dans les franges de Ramsey

et on retrouve clairement les franges précédentes. On peut représenter ce résultat comme résultant de 'in-
terférence entre les deux chemins (abstraits) représentés sur la figure, analogue & un interférometre de Mach-
Zehnder, comme indiqué sur la figure 3.

Dans cette approche, on a interférence entre le chemin dans lequel 'atome est excité lors de la premiére
impulsion 7/2, dont 'amplitude est :

1 . 1
a; = — X efzon/2 $

V2 V2

et celui ou 'atome est excité lors de la premiere impulsion , dont Iamplitude est :

1 X e—inT
as « etiwnT/2 o

T2 V2

ce qui conduit a une amplitude totale :
—iwpT/2

—iwoT /2 + e+iw0T/2e—inT) _¢€
2

a=a;+ay= % (e (efi(wowa)T/Q + e+i(w07wR)T/2)

qui est bien le résultat obtenu par le calcul de 'opérateur d’évolution.

III Mesure interférométrique d’un champ quantique
1 Atome habillé (limite dispersive)

1 a) On voit clairement que le couplage V crée un quantum d’excitation dans le champ lorsque 'atome se désexcite
et inversement. Le nombre quantique conservé est donc o,/2 + afa, comme on le vérifie en écrivant (avec
[0,,0%] = £20%) :

[0./2+ afa,octa+o™ aT] =(ocTa— J_aT) +(-oTa+ a_aT) =0.

Il en résulte que I'état |+,n) n’a d’élément de matrice non nul qu’avec les états contenant le méme nombre
d’excitations; la seule possibilité est alors de basculer le spin et d’ajouter un photon, ce qui correspond bien
al—,n+1).

1 b) Dans la limite |we — wef| > g, les deux niveaux ci-dessus sont non dégénérés, et le couplage une petite
perturbation. La théorie des perturbations stationnaires donne, au second ordre (le premier est nul) :

[(—,n+1]V]|+,n)? —h92 (n+1)

AE+ = —AEf +1 =
" " Ein—FE_ 11 Wef — WC

(16)
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1 c) Dans cette limite perturbative, les états propres sont toujours les états |+, n). Si 'on introduit, s = hg?/(we s —
we) le déplacement de 1'état |+, 0), les déplacements des autres niveaux s’écrivent h(n+ 1)sg pour Iétat |+, n)
et —hinsy pour I'état |+, n). Les termes proportionnels & n se mettent sous la forme opératorielle hsgo a'a, et

le terme supplémentaire pour I'état |+, n) peut d’écrire hisg |+) (+]. Dans la mesure ott 0o~ = |+) (+], on a
bien établi le résultat demandé.



