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EXAMEN DE L’UE M8A : ÉLÉMENTS DE CORRECTION
Cohérence et dissipation en mécanique quantique

Vendredi 28 novembre 2008
durée : 3h

I Champ quantique et états quasi-classiques
1 Hamiltonien du champ

A⊥ =
∑

λ

√
~

2ωλε0 L3

(
aλeik·r ε+ a†λe−ik·r ε∗

)
(1)

E⊥ =
∑

λ

√
~ωλ

2 ε0 L3 i
(

aλeik·r ε− a†λe−ik·r ε∗
)

(2)

H =
∑

λ

~ωλ a†λaλ (3)

2 Champ émis par des courants classiques
a) On a bien sûr en développant l’expression usuelle :

H = (p− qA(r, t)2

2m + V(r, t) = p2

2m + V(r), t)− q

m
p ·A(r), t) +O(A2) (4)

N.B. : les deux termes en p · AetA · p sont égaux car on se place en jauge de Coulomb.
Le terme de couplage atome–champ est V = −q/m p · A(r), t) ≡ −qv · A, qui est bien le

produit scalaire du courant avec le potentiel vecteur évalué au même point. Pour une distribution
de courant étendue, on doit bien prendre l’intégrale volumique.

b) Dans le cas présent, on aura donc :

V = −
∫

d3r j(r) · A(r) = −
∑

λ

Aλ
(∫

d3r j(r) · ε eik·raλ + h.c.

)
(5)

La somme de (3) avec (5) donne le résultat demandé en posant Aλ =
√
~/2ωλε0L3 et

jλ =
∫

d3r j(r) · ε e−ik·r .

c) Le hamiltonien obtenu s’écrit comme une somme sur tous les modes d’un hamiltonien élémen-
taire hλ de dépendant que du mode λ considéré : les modes sont découplés. En représentation
d’interaction, on forme pour chaque mode (en omettant λ pour alléger l’écriture) :

∣∣∣ψ̃
〉

(t) = U+
0 (t)

∣∣∣ψ̃
〉

(t) et Ã(t) = U+
0 (t)AU0(t) où i~ U̇0 = H0 U0 (6)

de façon à éliminer l’évolution «libre» de l’état |ψ〉 sous l’effet du seuil hamiltonien H0 sans
couplage. L’évolution résultante est régie par le hamiltonien :

H′ = i~ U̇+
0 U0 + H̃0︸ ︷︷ ︸

=0

+Ṽ = ~g U+
0 (t)

(
a eiωt + a† eiωt

)
U0(t) où g = j0Aλ/~ . (7)

La transformation des opérateurs a et a† s’écrit en les appliquant simplement aux états de Fock :

U+
0 (t) a U0(t) |n〉 = ei(n−1)ωt√ne−inωt |n− 1〉 = e−iωta |n〉

⇒ U+
0 (t) a U0(t) = a e−iωt et U+

0 (t) a† U0(t) = a† e+iωt (8)

Par conséquent, le nouveau hamiltonien s’écrit encore :

H′ = Ṽ = ~ g (a + a†) . (9)
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On en déduit immédiatement l’opérateur d’évolution en représentation d’interaction, qui
s’écrit Ũ = exp ( − iṼ t/~). L’évolution complète est donnée par l’opérateur d’évolution U(t) =
U0(t) Ũ(t). Cet opérateur est bien unitaire bien que ses deux parties ne commutent pas entre
elles :

U(t)U+(t) = (U0(t) Ũ(t)) (U0(t) Ũ(t))+ = U0(t) Ũ(t)) Ũ+(t)U+
0 (t) = U0(t) 11U+

0 (t) = 11

et de même pour U(t)+U(t).
d) Lorsque l’état initial est le vide, en utilisant l’identité de Glauber, et en posant β = g t on obtient

en représentation d’interaction :

Ũ(t) |0〉 = e−|g t|
2/2 exp(i g t a†) |0〉 = e−|g t|

2/2 ∑
m

(i g t a†)m
m! |m〉 = |i g t 〉 (10)

où l’on a reconnu l’expression de l’état cohérent de paramètre α = i g t. Le nombre de photons
est proportionnel à |α|2 et donc à t2, ce qui est la signature d’une interférence constructive entre
les champ rayonnés à des instants successifs, grâce à la relation de phase prise comme hypothèse.
L’évolution temporelle supplémentaire donnée par l’opérateur U0 est simplement la «rotation»
de l’état cohérent, telle que |ψ〉 (t) est l’état cohérent associé à α(t) = g t exp(−iω t), qui décrit
une spirale dans le plan complexe.

e) Lorsque l’état initial est quelconque, on obtient une «translation» de cet état dans l’espace des
états, de <e(β) selon une quadrature, et de =m(β) selon l’autre (cela se traduit par une translation
au sens usuel du terme pour la fonction de Wigner définie ci-dessous).

N.B.ce qui vient d’être dit aux questions c), d), e) doit être appliqué de façon simultanée à
tous les modes : le courant classique émet des photons dans un état quasi-classique pour chaque
mode résonant (en fréquence) avec une efficacité proportionnelle au recouvrement spatial entre
la distribution de courant et celle du champ dans le mode considéré.

II Fonction de Wigner du champ
1 Quadratures

a) Ce qui caractérise les variables canoniquement conjuguée x et p est le commutateur [x, p] = i. Par
construction, les opérateur de création annihilation vérifient la relation de commutation [a, a†] = 1.
Il suffit donc de former :

q1 = a + a†√
2

et q2 = a− a†
i
√

2
(11)

pour obtenir deux opérateurs hermitiques sans dimension vérifiant la même relation de commuta-
tion. On notera, en comparant aux équations (1)et (2) que q1 est proportionnel à la composante
de A⊥ du mode considéré, tandis que q2 est proportionnel à celle de −E⊥, qui sont bien en
quadrature de phase (temporelle) pour les modes définis par des ondes progressives.

b) En transposant simplement la définition de la fonction de Wigner :

w(q1, q2) = 1
2π

∫
du
〈
q1 + u

2
∣∣σ
∣∣q1 − u

2
〉
e−iq2u = 1

2π

∫
dv
〈
q2 + v

2
∣∣σ
∣∣q2 − v

2
〉
e−iq1v , (12)

expressions qui sont bien sûr invariantes par u 7→ −u ou v 7→ −v.
c) Si on utilise la relation (1) de l’énoncé, on a :

[q1, e
−iq2λ] = −iλ[q1, q2] e−iq2λ (13)

et de même pour [q2, eiq1λ], ce qui, en développant les commutateurs et en en multipliant à gauche
par eiq2λ et e−iq1λ respectivement donne bien le résultat annoncé.

2 États cohérents
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a) On a déjà utilisé :

|α〉 = e−|α|
2/2∑

n

αn√
n
|n〉 = e−|α|

2/2
(∑

n

(αa†)n
n!

)
|0〉 = e−|α|

2/2 exp(αa†) |0〉 (14)

On peut constater que exp(−α∗a) agissant sur le vide |0〉 ne modifie pas cet état (seul te terme
d’ordre zéro donne un résulta non nul) pour écrire :

|α〉 = e−|α|
2/2 exp(αa†) exp(−α∗a) |0〉 = D(α, α∗) |0〉 . (15)

L’unitarité de l’opérateur déplacement résulte simplement du fait que l’exposant est un opé-
rateur anti-hermitien, c’est à dire tel que A+ = −A (il n’y a en particulier pas de nécessite de le
développer).

b) L’identité a |0〉 = 0 s’écrit en «représentation q1» :
(
q1 + ∂

∂q1

)
ψ0(q1) = 0 ⇒ ψ0(q1) ≡ 〈q1| 0〉 = π−1/4 exp(−q2

1/2) . (16)

Sa fonction de Wigner s’obtient alors en écrivant :

w0(q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u e

−(q1+u/2)2/2 e−(q1−u/2)2/2
√
π

= e−q2
1

π

∫ du√
4π

e−iq2u e−u
2/4

et d’après l’intégrale gaussienne donnée par l’équation (2) de l’énoncé, l’intégrale vaut exactement
exp(−q22), d’où :

w0(q1, q2) = exp(−q2
1 − q2

2)
π

. (17)

qui traduit bien la symétrie de l’état fondamental par rapport aux deux quadratures, et réalise
le cas d’égalité de l’inégalité de Heisenberg ∆q1.∆q2 > 1/2 (état minimal).

c) Pour évaluer 〈α| q1 |α〉 avec q1 = (a + a†)/
√

2, on peut faire agir a à droite sur |α〉 (valeur propre
α) et a† à gauche sur 〈α| (valeur propre α∗). De même pour q2, et il vient :

〈q1〉 = 〈α| q1 |α〉 =
√

2<e(α) et 〈q2〉 = 〈α| q2 |α〉 =
√

2=m(α) . (18)

d) On forme :

wα(q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u

〈
q1 + u

2
∣∣D(α, α∗)

∣∣0〉 〈0
∣∣D+(α, α∗)

∣∣q1 − u
2
〉

En utilisant les valeurs moyennes obtenues à l’équation (18), puis l’identité de Glauber, on peut
écrire :

D(α, α∗) = exp(iq1 〈q2〉 − iq2 〈q1〉) = e−i〈q1〉〈q2〉 exp(−iq2 〈q1〉) exp(iq1 〈q2〉) (19)

d’où :

wα(q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u

〈
q1 + u

2 − 〈q1〉
∣∣ exp(iq1 〈q2〉)

∣∣0〉 〈0
∣∣ exp(−iq1 〈q2〉)

∣∣q1 − u
2 − 〈q1〉

〉

= 1
2π

∫
du e−iq2u ei(q1+u

2−〈q1〉) 〈q2〉 e−i(q1−
u
2−〈q1〉) 〈q2〉

〈
q1 + u

2 − 〈q1〉
∣∣ 0
〉 〈

0
∣∣ q1 − u

2 − 〈q1〉
〉

= 1
2π

∫
du e−i(q2−〈q2〉)u

〈
q1 − 〈q1〉+ u

2
∣∣ 0
〉 〈

0
∣∣ q1 − 〈q1〉 − u

2
〉

= w0(q1 − 〈q1〉 , q2 − 〈q2〉) . (20)

On constate donc, sans surprise, que la forme de la fonction de Wigner de l’état cohérent est
identique à celle du vide, à une translation près, définie par les valeurs moyennes des quadratures.
Il s’agit donc à nouveau d’un état minimal.
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3 États de Fock
On se propose de déterminer par récurrence la fonction de Wigner wn des états de Fock |n〉.

a) L’état cohérent |α = 0〉 n’est autre que le vide, donc cf. éq. (17).
b) La récurrence recherchée se déduit que a† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉, qui donne :

(n+ 1) wn+1(q1, q2) = 1
4π

∫
du e−iq2u

〈
q1 + u

2
∣∣ (q1 − iq2) |n〉 〈n| (q1 + iq2)

∣∣q1 − u
2
〉
.

L’évaluation de cette expression fait intervenir différentes expressions, dont chacune s’exprime
comme la transformée de Wigner d’un opérateur définie par :

W[A](q1, q2) = 1
2π

∫
du e−iq2u

〈
q1 + u

2
∣∣A
∣∣q1 − u

2
〉
, (21)

telle que la fonction de Wigner soit simplement la transformée de l’opérateur densité σ. On notera
que W[A]∗ =W[A+].

La récurrence s’écrit alors, en notant σm = |m〉 〈m| :
2(n+ 1)W[σn+1] =W[q1σnq1] +W[q2σnq2] + i (W[q1σnq2]−W[q2σnq1]) . (22)

Evaluons tout d’abors less termes comportant deux fois le même opérateur q1,2, comme il est
demandé dans la question.

Nous obtenons, sans hypothèse sur l’opérateur ρ :

W[q1ρ] = 1
2π

∫
du e−iq2u(q1 + u

2 )
〈
q1 + u

2
∣∣ ρ
∣∣q1 − u

2
〉

=
(
q1 + i

2
∂
∂q2

)
W[ρ] ,

qui se généralise aisément à :

W[q1ρ] =
(
q1 + i

2
∂
∂q2

)
W[ρ] = D+,1 W[ρ] , W[ρ q1] =

(
q1 − i

2
∂
∂q2

)
W[ρ] = D−,1 W[ρ] ,

W[q2ρ] =
(
q2 − i

2
∂
∂q1

)
W[ρ] = D−,2 W[ρ] , W[ρ q2] =

(
q2 + i

2
∂
∂q1

)
W[ρ] = D+,2 W[ρ] .

(23)
Les deux premiers termes de (22) s’en déduisent immédiatement, pour donner :

D+,1D−,1 +D−,2D−,2 = q2
1 + q2

2 + 1
4

(
∂2

∂q2
1

+ ∂2

∂q2
2

)

qui est visiblement symétrique en q1 et q2.
Le terme entre parenthèses pourrait poser problème, mais on se convainc aisément que l’ap-

plication des opérateurs différentiels D±,1 et D±,2 peuvent être fait dans un ordre arbitraire, en
raison de la relation de commutation de q1 et q2. Il n’y par contre aucune raison générale pour
qu’il s’annule, même s’il semble antisymétrique. Un calcul explicite donne :

i(D+,1D+,2 −D−,1D−,2) = −1− q1
∂

∂q1
− q2

∂

∂q2 .

Une récurrence simple montre en outre que le wn est une fonction de h = H/~ω = (q2
1 + q2)/2, ce

qui, en la prenant pour variable conduit à la relation de récurrence :

wn+1(h) = 1
(n+ 1)

{
(2h− 1) + (1

2 − 2h) d
dh + h

2
d2

dh2

}
wn(h) .

c) En partant de w0 = exp(−2h)/π, on voit que l’on aura à tous les ordres un polynôme de variable
h multiplié par la gaussienne w0 (on peut monter que ce polynôme est proportionnel à Ln(4h),
où Ln désigne le polynôme de Laguerre d’ordre n).

En appliquant le relation de récurrence ci-dessus, on obtient (sans utiliser les fonctions d’onde,
qui ne sont données qu’à titre de parachute) :

w1 ∝ (1− 2(q2
1 + q2

2)) exp(−q2
1 − q2

2) , w2 ∝ (1− 8h+ 8h2) exp(−2h) , (24)

que l’on peut aussi obtenir directement à partir des fonctions d’onde données dans le texte.
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4 On constate que la fonction de Wigner de wn a un support de plus en plus grand (le rayon croit
comme H i.e. comme n), et qu’elle oscille, contrairement aux états cohérents. De plus, la fonction
wn prend systématiquement des valeurs négatives en q1 = q = 2 = 0, ce qui est la signature de
ce que l’état de Fock est déjà un état non-classique.

5 États chat de Schrödinger
On s’intéresse ici, ainsi que dans la partie suivante, aux propriétés de l’état quantique superposi-
tion de deux états cohérents |ψα〉 = (|α〉 + |eiφα〉)/√2 (noter que le eiφ est dans le ket ) appelé
«chat de phase» de phase φ. Pour simplifier, nous supposerons que φ = π et que α est réel.

a) on a bien sûr :
σchat = 1

2 (|α〉 〈α|+ |−α〉 〈−α|+ |α〉 〈−α|+ |α〉 〈−α|) (25)

et les deux premiers termes seuls donneraient (wα+w−α)/2. Une telle fonction de Wigner décrirait
un mélange statistique (à poids égaux) des deux états purs |α〉 et |−α〉.

b) La différence wchat − (wα + w−α)/2 correspond aux deux dernier termes de (25). En notant
q̄1 = 〈q1〉α = −〈q1〉−α et de même pour q2, on calcule sans difficulté le troisième terme :

W[| α〉 〈−α|](q1, q2) = exp (2i(q̄2q1 − q2q̄1)) exp(−q2
1 − q2

2)
π

.

On vérifie que si α = −α = 0 on retrouve exactement l’expression de w0. Le quatrième s’obtient
en changeant le signe devant α i.e. devant q̄1 et q̄2, c’est à dire en prenant le conjugué. Il en
résulte :

wchat = 1
2π (w0(q1 − q̄1, q2 − q̄2) + w0(q1 + q̄1, q2 + q̄2) + 2w0(q1, q2) cos (2(q̄2q1 − q2q̄1)) . (26)

Cette fonction contient donc deux gaussiennes centrées en α et −α qui correspondent au
mélange statistique des deux états cohérents, auxquelles s’ajoute un signal de franges, dont le
«vecteur d’onde» est proportionnel à α (car q̄2q1 − q2q̄1 ∝ <e(α∗.(q1 + iq2))) et dont l’enveloppe
est une gaussienne centrée en zéro. Ces franges, qui prennent des valeurs négatives et positives
d’amplitude supérieure à celle des deux gaussiennes, traduisent les corrélations quantiques entre
les deux états. En raison de leur fréquence élevée, on prévoit que ces franges vont se brouiller très
rapidement si l’on introduit de la dissipation (diffusion de la phase).

c) En l’absence de dissipation, l’état |α〉 reste un état cohérent, représenté par le ket
∣∣α e−iωt〉, c’est

à dire que le nombre complexe tourne à la fréquence −ω dans le plan complexe et décrit un cercle
correspondant en tout point au mouvement classique. Il en donc de même la gaussiennes de wα,
ainsi que des deux composantes gaussiennes de wchat. Cette rotation correspond à une variation
sinusoïdale de q̄1(t) = q̄1(0) cos(ωt)− q̄2(0) sin(ωt) et q̄2(t) = q̄2(0) cos(ωt) + q̄1(0) sin(ωt). Les
franges tournent elle-aussi à la fréquence −ω, pour rester perpendiculaires à la droite joignant les
deux gaussiennes.

III Décohérence du chat de phase
On admet :

dσ
dt = −iω[a†a, σ]− γ

2 (a†aσ + σ a†a) + γaσ a† . (27)

1 L’évolution des populations dans la base des états de Fock s’obtient en prenant la valeur moyenne
dans l’état |n〉 de l’équation pilote. Il vient, en notant N = a†a l’opérateur nombre :

dσn,n
dt

= γ ((n+ 1)σn+1,n+1 − nσn,n) (28)

où l’on identifie un terme de pertes proportionnel à la population et au nombre de photon, et un
terme source venant des pertes de l’état immédiatement supérieur (équation de bilan détaillé).
On a utilisé 〈n| [N,B] |n〉 = 0 pour tout B.
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L’évolution des valeurs moyennes 〈A〉 ≡ tr(σA) s’écrit, en utilisant l’invariance par permuta-
tion circulaire de la trace :

d 〈A〉
dt

= −iω 〈[A,N]〉+ γ

2
〈

[a†,A]a + a†[A, a]
〉
, (29)

dont on déduit :
d 〈a〉
dt

= (−iω − γ

2 ) 〈a〉 et d 〈a†〉
dt

= (+iω − γ

2 ) 〈a†〉 , (30)

ainsi que :
d 〈N〉
dt

= −γ 〈N〉 . (31)

Toutes ces équations sont exactement équivalentes à celles que l’on attend pour un oscillateur
classique amorti par un frottement fluide.

2 On définit (N pour ordre normal, S pour ordre symétrique)

CN (λ, λ∗) = tr
(
σ eλa† e−λ

∗a
)

= e|λ|
2/2 tr

(
σ eλa†−λ∗a

)
≡ e|λ|2/2 CS(λ, λ∗) (32)

a) En posant λ1 =
√

2<e(λ) et λ2 =
√

2=m(λ), on peut écrire que λa†−λ∗a = −i (λ1q2 − λ2q1) (en
évidente analogie avec ce qui a été fait au II.2). En scindant l’exponentielle en 2, on peut mettre
CS sous la forme :

CS =
∫
dq1

〈
q1
∣∣∣ eiλ2q1/2 e−iλ1q2/2 σ e−iλ1q2/2 eiλ2q1/2

∣∣∣q1
〉

=
∫
dq1e

iλ2q1
〈
q1
∣∣∣ e−iλ1q2/2 σ e−iλ1q2/2

∣∣∣q1
〉

=
∫
dq1e

iλ2q1
〈
q1 − λ1

2

∣∣∣ σ
∣∣∣q1 + λ1

2

〉

=
∫
dq1 e

iλ2q1
∫
dq2 e

−iq2λ1 w(q1, q2)

où l’on a utilisé l’identité de Glauber, puis la propriété le fait que |q1〉 est vecteur propre de
exp iλ2q1/2 (dans ces deux opérations les facteurs venant du ket et ceux venant du bra se com-
pensent) puis l’opérateur de translation spatiale exp(−iλ1q2/2) et enfin la transformée de Fourrier
inverse de (12).

b) La fonction de Wigner d’un état cohérent est une gaussienne, sa caractéristique symétrique CS
le sera aussi. Plus précisément, on peut calculer (de préférence sans utiliser s l’opérateur dépla-
cement) :

CN (λ, λ∗)[|α〉] = tr
(
e−λ

∗a |α〉 〈α| e+λa†
)

= tr
(
e−λ

∗α |α〉 〈α| e+λα∗
)

= exp[λα∗ − λ∗α] . (33)

Pour une superposition cohérente |ψ〉 = (|α〉+ |β〉)/√2, il vient :

CN (λ, λ∗) = 1
2 (exp[λα∗ − λ∗α] + exp[λβ∗ − λ∗β] + exp[λβ∗ − λ∗α] 〈α| β〉+ c.c.]) , (34)

où les deux premier termes sont ceux correspondant au mélange statistique, et les deux suivants
au cohérences. Si ces cohérences sont dégradées d’un facteur η ces termes seront atténués d’autant.

3 L’intérêt de la fonction caractéristique CN tient à son équation d’évolution.
a) On pose T = eλa† e−λ∗a et on calcule aisément :

∂CN
∂λ

= tr
(
σ a† T

)
=
〈

a† T
〉

et ∂CN
∂λ∗

= − tr (σT a) = −〈T a〉 (35)
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b) La fonction CN étant définie comme une trace, son évolution découle de (29), moyennat l’évolution
de quelques commutateurs obtenus simplement à l’aide de la formule (1a) de l’énoncé :

[T, a] = −λT , , [T, a†] = −λ∗ T et [T,N] = −λ∗ Ta− λa†T

impliquant des fonctions de a et a†, en utilisant les éqs. (30), d’où, en remplaçant simplement et
en identifiant les expression de (35) :
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qui coïncide avec l’équation proposée.
c) La simplification recherché impose que µ̇ coïncide avec (γ/2− iω) soit µ = µo exp(−iωt− γt/2),

et le C.C. pour µ∗, ce qui rélise bien la condition demandée. En choisissant λ = µ, on résoud
immédiatement l’équation du mouvement :
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En introduisant des fonctions µ(t) et µ∗(t) bien choisies, montrer que cette équation s’écrit
encore :

d
dtC(µ(t), µ∗(t), t) = 0 (37)

4 En déduire le devenir d’un état cohérent, puis celui d’une superposition de deux états cohérents.
Commenter le temps caractéristique d’évolution de la cohérence de la superposition.
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