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Electromagnétisme et Optique
Corrigé de 'examen du 26 mai 2008

Effet Talbot

Ces deux premiéres questions sont stricto sensu des questions de cours.

L’onde électromagnétique se propage de proche en proche : le champ électrique au dela d’une ouverture peut étre obtenu en
sommant les contributions d’onde sphériques issues des points de l'ouverture dont I’amplitude et la phase sont proportion-
nelles & celles de 'onde incidente. A la limite paraxiale |z’|, |y’| < D on peut développer 'onde sphérique exp(—ikor)/r en

exp [71'160 (D + (z2 + y2)/2D)] /D, ce qui permet d’écrire :

—ikoD (xim/)QJr
E(«',y',D) = AS E(z,y,0" —ik
(=',y", D) ) (x,9,07) exp | —iko 5D

(y — y’)q dz dy | ™

ot E(z,y,0%") est le champ immédiatement apres la pupille. Une théorie plus détaillée montre que la constante de proportion-
nalité A =i/\. Ceci est bien un produit de convolution de E(z,y,0") avec la forme paraxiale de 1’onde sphérique.

En vertu du théoréme sur la TFL d’un produit de convolution, la TF de cette équation donne E(kl, k2; D) sous la forme du

produit de E(kl, k2;0%) avec le propagateur :

; —ikoD 2 2 : —ikoD
. - 2 e .z +vy - 1€
G(k1,k2; D) = (V271)° X D F [exp ( iko 2D )] =27 X D g(k1) x g(k2) , (8)

ol la fonction g(k) est la transformée de Fourier unidimensionnelle :

g(k r/exp( zk0> etk dy 9)
La phase de l'intégrand s’écrit alors :

2 —ik 2kz D —ik kD kD\?
oz, k) = 7ikoiw2 + tkx = ‘"0 (332 o ) S (952 ) - (7) (10)
2D 2D ko 2D ko ko

L’intégrale gaussienne (G) donne alors I'expression de l'intégrale définissant g(k) (avec a? = iko/D et z = kD/ko = 0). 1l
vient :

. k2 + k2
G(k1, ko; D) = e 0D exp (—HDIZ—IZ()) . (11)

Le fait que G soit un nombre complexe de module unité assure que fE(kl, k2; z) dk1 dka se conserve. Via Parseval-Placherel,
on vérifie donc la conservation de ’énergie issue de la pupille. Notons que ce résultat confirme le module du coefficient A. Sa
phase, elle, peut étre vérifiée en observant qu’elle assure ’égalité G(k1, ko; D1) X G(k1,ko; D2) = G(k1,k2; D1 + D2).

Le réseau étant périodique de période a en z et en y, sa transparence T'(z,y) peut étre décomposée en série
de Fourier bidimensionnelle :

T(z,y) Z Z T exp(—tmKx) exp(—inKy) avec K= — - (12)

m=—00 Nn=—0o0

L’onde incidente étant plane sous incidence normale, on a E(x,y;07) = T'(z,y).Ep, et la décomposition en
série de Fourier de E(x,y;07) résulte immédiatement de celle de T'. On en déduit alors :
1

E(k1,k2;0%) = o (Zn mEoTon exp (—i(mKz + me))) exp (i(kiz + kay)) da dy

) dx i dy
Ey T 0 etilki—mK)z ) (/ eTilka—nK)y )
Bt (for =

Grace a lidentité [ €' dx = 27 §(q), on en déduit I'expression demandée avec :
Cpm =21 Ey Ty, (13)
En utilisant la propriété générale f(x)d(x — xo) = f(x0) §(z — xo), on déduit de ce qui précede :
E(ky, ka; D) = Gky, ka; D) E(k1,k230%) = Crum 0(ks — 1K) (ks — m K) €™ ¢ im0 | (14)

ot ¢ = DK?/2kg. Les coefficients C,, ,,, sont simplement déphasés d’un multiple entier de ¢, et seront
donc inchangés si ¢ est un multiple entier de 27. La distance minimale pour cela est Dr telle que ¢/2m =
Dy)/2a* = 1. Donc a la distance

Dt =2a*/\ , (15)

la diffraction de Fresnel donne un champ exactement identique, au facteur de phase global exp(—ikoD) prés.

1. On utilise ici la définition du cours de la TF soit f( )= etk de.
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La distance de Talbot correspond & un nombre de Fresnel N = a?/DX = 1/2.

Si on se place a une distance D = p Dy avec p entier, la phase ¢ est multipliée par p, et le résultat est
exactement le méme.

Effet Talbot fractionnaire
La translation de ¢ de la fonction f se traduit par un facteur de phase exp(ikc) sur la TF.
Pour ¢ = 1 soit D1 = Dt /2, le facteur de phase ¢ qui valait 27 est simplement divisé par 2. On a donc :

E(klakZ;Dl) = ch,m 6(k1 _ ’I’LK) (5(l€2 _ mK)eimzﬂein27r
= ch,m 5(](31 — nK) §(k2 _ mK)eimTreimr 7

N 1 7’ . . . . ’ 7 . y 2 y ’ . .
ou ’on a utilisé 'indication qui permet de réécrire '™ ™ comme e’ ™. Le déphasage de m des termes impairs
(et de 27 des termes pairs) correspond & un facteur de phase linéaire en k comme & la question ci-dessus.

Plus précisément, puisque Ka/2 = 7, on peut écrire :
E(ky, ka3 D) = exp(—i(ky + k2)a/2) E(ky,ka;07) (16)

ce qui signifie que le champ obtenu & cette distance est simplement «décalé» de la moitié de la période (dans
chacune des directions = et y), et 'intensité de méme. On a donc n(1) = 1. Notamment, si le réseau est
constitué d’'un damier, chacune des translations en x et en y échange les cases sombres et les cases claires,
et I'image obtenue est finalement la méme qu’a D, identique au réseau.

En se plagant & ¢ = 2, on a maintenant ¢ = 7/2, ce qui rend la situation plus compliquée, le coeflicient C,, 1,
étant multiplié par (i)”2+m2. Pour simplifier, on peut dans un premier temps raisonner a une dimension.
Pour n pair (soit n = 21), le coefficient ein'¢ = 0’ = j(40” yaug systématiquement 1; pour n impair (soit
n = 2[+1), le coefficient ein’d = jn* = AP+ g systématiquement i. Or le «sous-réseau» ne comportant
que les termes pairs peut étre vu comme la somme du réseau original (question I.4) et d’un réseau translaté
de a/2 (question I.7-c). Le sous-réseau constitué des termes impairs résulte, lui, de la différence de ces deux
réseaux. Le champ obtenu est donc proportionnel & [T'(z + a/2,y) + T(z,y)| + i[T(z,y) — T(z + a/2,y)]
ou encore — en restaurant la normalisation correcte — a (1 —14)/2 T(z 4+ a/2,y) + (1 +4)/2 T(z,y). On a
donc n(2) = 2, et 'on observe une figure d’interférence entre deux images du réseau décalées en position
de a/2 et en phase de /2. En repassant & deux dimensions, on retrouvera la double translation de a/2. La
structure du réseau au sein de la période n’affectant que la valeur des coefficients C), ,,, chacune des deux
images doit comporter des «taches» de taille b < a/2, qui, ne se recouvrant pas, ne sont pas affectées par
Pinterférence. Il en résulte que l'image en intensité doit étre un réseau de période a/2.

et e) Pour un entier ¢ plus grand, en se limitant au cas unidimensionnel, on constate aisément que
les facteurs de phase quadratiques en n?m/q prennent de facon périodique les ¢ valeurs possibles 72 =
0,1,4---(g—1)? des carrés des restes de la division euclidienne par ¢ (par exemple, pour ¢ = 5, les facteurs
de phase de Cyy, C - - - Cy sont 1, e7/5 e#47/5 i97/5 ¢il67/5  de meme pour Cs - - - C, etc.). Les q sous-réseaux
correspondants s’expriment chacun comme une somme de ¢ réseaux identiques a la pupille, translatés de
ra/q, affectés des facteurs de phase appropriés. En recombinant les termes de ce résultat, on obtient le
champ diffracté comme la somme de n(g) = ¢ répliques décalées du réseau, avec des poids complexes dont
I’expression est vite compliquée. Ce résultat se généralise bien siir & deux dimensions, et aussi au cas ou la
distance n’est pas Dr/2¢q mais Dt /(2¢ + 1). Pour davantage de détails, voir [1} 2].

Guide d’onde métal-diélectrique

Structure générale des champs Tout ce paragraphe II.1 est une question de cours.

Le champ électrique réel s'écrit : £(r,t) = 1 (E(r) et™! + E(r)* e ™) et de méme pour le champ magné-

2
tique.
En ’absence de charges libres et de courants libres, et en supposant le diélectrique LHI avec €, réel constant,
ona:

divE = 0 rotE = —iwB
17
divB = 0 rotB = i E an
C
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c) On pose :
in E
E(r)=Ff(r) et  B(r)=——2g). (18)
c
(i) En reportant dans les équations (19), en simplifiant par Ey, par n/c et par i> = —1, on obtient la formulation
plus symétrique des équations de Maxwell :
divf = 0 rotf = kg . _nw
{ divg = 0 rotg = kf ot k_T' (19)

On note que f et g sont sans dimension, et qu’il peuvent étre simultanément réels.

(7i) Le fait que f et g soient donnés par un rotationnel assure que leur divergence est nulle, de fagon indépendante,
mais évidement cohérente, avec les équations de Maxwell donnant divE et div B.

(i%i) En reportant par exemple la quatrieme équation dans la seconde, en utilisant la formule (V1) et la nullité
de la divergence, on obtient ’équation de Helmholtz vectorielle :

Af(r) + E*f(r) = Ag(r) + k*g(r) =0 (20)

(iv) Les deux fonctions f(r) et g(r) vérifient exactement les mémes équations et peuvent donc étre interchangées
pour décrire une autre solution des équations de Maxwell. Cela est vrai tant que le milieu est homogene :
s’il y a des interfaces, les conditions aux limites seront différentes pour les champs B et E,; donc pour f(r)

et g(r).
I1.2 Solutions vectorielles
Bien que non-exigibles en tant que telles, les questions de ce paragraphe ont été traitées en cours. On a :

Atpo(x,y) = —a*a(z,y) et o(z,y,2) = b(z,y) exp(—ifz) .

a) La fonction ¢ ne dépend pas de z, et le terme exponentiel rendant compte de la propagation dépend
seulement de cette coordonnée. Le laplacien s’obtient alors comme la somme des deux contributions :

2 2 2

0 0 0
80 = oxp(-i0) (503 + gz ) o)+ 0le) (53 ) exp(-i62)
= () exp(=i) ~ 7z, ) exp(~if)
= —(a®+ /¢

Le laplacien vectoriel de la fonction ®(x,y, z) = ¢(x,y, z) u, s’en déduit de fagon triviale, puisque u, est un
vecteur constant : elle vérifie 'équation de Helmholtz vectorielle A®+(a?+3%)® = 0. Néanmoins, on ne peut
pas la choisir comme fonction f ou g car elle n’est pas de divergence nulle : div® = grad ¢-u, = —if¢p # 0.

b) Note : La seconde expression de m résulte simplement de Uapplication de la formule (V2-a), et celle de
n de lutilisation de (V1) ainsi que des propriétés de . Les propriétés admises résultent directement des
propriétés de ® et de la commutation des opérateurs différentiels vectoriels rot et A.

Les fonctions m et n, en tant que rotationnels, sont bien de divergence nulle, comme il est nécessaire
pour f et g. On peut de plus introduire la fonction sans dimension n’(r) = 1/k n(r), qui par construction
vérifie rot m(r) = kn’(r). Il suffit alors de vérifier que rotn’ = 1/k rotrotm = 1/k (grad(0) — Am) =
(a? + 3%)/k m (ot 'on a utilisé (V1) et les propriétés de m).

En définitive, m et n’ constituent une solution des équations de Maxwell si et seulement si o + 3% = k2.
Compte tenu de la direction transverse de m, le couple (f,g) = (m, n’) représente alors un mode TE, tandis
que (f,g) = (n’,m) est un mode TM.

I1.3 Modes du guide d’onde

a) Cette question a été traitée en TD, on en rappelle seulement les grandes lignes.

Le systéme étant invariant par translation selon z, et la propagation étant dans la direction z, la composante
o du champ électrique satisfait & I'équation de Helmholtz scalaire AE,(y, z) + k*E,(y, z) = 0, soit pour la
fonction Y : Y + (k? — 8?) Y = 0, ot k = nkg = nw/c et la constante de propagation (3 est & déterminer.
Les conditions aux limites métalliques imposent ’annulation du champ tangentiel aux interfaces, soit ici
Y = (0) =Y (h) = 0. En posant v = \/k2 — 32, il vient Y (y) = A sin(yy) avec la condition v = v, = prw/h
(valeurs quantifiées par les CL) avec p entier naturel strictement positif.

La relation de dispersion 3(w), qui présente une branche par valeur de p, en découle de fagon immédiate :

e =2/ (%2) - ()’ )

On note que pour ces modes, il y a une coupure méme pour le mode fondamental & w; = em/nh.




b)

(ii)
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L’équation divE = 0 se traduit, pour un champ qui serait de la forme E = Y (y,z) ¢z u, par I’équation
0Y/0x = 0, ce qui et bien slir incompatible avec un confinement dans le diélectrique (i.e.la majeure partie
de I’énergie localisée entre x = —L/2 et L/2.

On se donne donc une fonction m(r) = grad (w(:r, Y) e’wz) X u, ou 9(x,y) pourra étre étudiée dans lair
et dans le diélectrique a conditions d’imposer les bonnes des conditions de passage.
La forme de fonction m(r) définie ci-dessus s’écrit de fagon plus explicite en composantes cartésiennes :

oY oY

Eocxcm=—/—u, — — u,
’ Ox Y

5 (22)

La continuité (et donc 'annulation) de la composante tangentielle sur les 2 interfaces métalliques (donc || )
donne la premiere relation. La continuité de la composante tangentielle sur les interfaces diélectrique—air
(donc || ) donne la seconde relation. La continuité de la composante normale du vecteur D = n?E sur
les interfaces diélectrique—air (donc || ) donne la troisiéme relation (cette derniére est équivalente & la
continuité de By).

Dans lair on a Ay + (k3 — 32)¢ = 0, et dans le diélectrique Ay + (k2 — 32)1) = 0. On est donc conduit
a chercher des solutions avec o = kZ — 32 et a2 = n? k3 — 32. On peut chercher des solutions & variables
séparées g et g, ou la seconde condition de passage nous conduit a imposer la méme dépendance en y,
d’ou la forme proposée dans 1’énoncé. Il vient alors :

" 1 X// Y//
0 2 n 2
X, + % +ag X, + v +ag, (23)
qui peut étre séparée en posant Y /Y = —+2 (en se rappelant le cas L = 00). Les conditions aux limites

s’écrivent maintenant sur les dérivées partielles? et donnent :

Y'(0)=Y'(h) =0, X}(£L/2)=X,(£L/2) et Xo(£L/2)=n? Xn(£L/2) . (24)

(7ii) On peut refaire exactement la méme étude de Y qu’a la question a), si ce n’est que le champ est maintenant

donné par Y’ et donc :

m *
Y (y) = Acos(vpy) avec T =Py peIN". (25)

(iv) Pour avoir un mode confiné dans le diélectrique, on doit avoir une fonction X,, oscillante dans le diélectrique

(v)

et X évanescente dans 'air, soit K? = a2 —v2 > 0 et —x? = a3 —~+? < 0. Comme on a vu que a2 = k? — 32
et a2 =k — 3%, on en déduit :
ko477 < B2 <kg+7° (26)

La plus faible valeur de v, peut souvent étre négligée devant k, et en divisant par ko, il vient
1< nea <n, (27)

c’est a dire que l'indice effectif est compris entre celui de 'air et celui du diélectrique.

Le comportement de (z,y) en fonction de y/resp x est celui de Y /resp X soit :

F1G. 1 — Allure générale de la fonction 1 en fonction de y (& gauche) et de = & droite. On note que les conditions de
passage imposent la continuité de 9¢¥/dx mais pas celle de ¢ & 'interface diélectrique/air.

2. Sans quoi la méthode de séparation des variables ne pourrait fonctionner.
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(vi) En définitive, on résout I’équation de Helmholtz scalaire sur X en posant K = \/ a?

et x = /2 —a2 = /v?+ 3% — k3, qui permet d’écrire Xo(z) = Bexp(—x(|z| — L/2)) et X, ()

Acos(Kz) (modes pairs) ou X,,(z) = Asin(Kx) (modes impairs). Il convient alors de réaliser les conditions
de raccordement sur X en cherchant les valeurs de K et de x qui réalisent ces conditions, que I'on peut

ré-écrire :
XHL/2) 1 Xo(L/2)

Xn(L/2) _ 2 X5(L/2)

X (L2 - TR X2 X, (L/2 " Xo(L)2

On peut noter que la dérivation de X fait apparaitre —x et celle de X,, fait apparaitre K. Si on pose alors u =
KL/2, et que l'on observe que K242 = (n?—1)kZ, on constate que la derniére équation se met sous la forme
utg(u) = n? xL/2 = n? \/u? — u? si Pon considére un mode pair et que l'on introduit ug = v/n2 — 1koL/2;
de la méme fagon, en considérant un mode impair, on obtient I'équation —ucotg(u) = n? \/uZ —u2. La

Up

recherche des solutions de ces deux équations peut étre faite sous forme graphique en tracant la fonction
2 /uZ — u?, comme suggéré

utg(u) et —ucotg(u) et en recherchant leur intersection avec le cercle défini par n

sur la figure ci-dessous.

F1G. 2 — Résolution graphique de ’équation aux valeurs propres.On constate que le mode fondamental existe toujours.

On note que les valeurs de u obtenues, quantifiées par l'entier ¢, fixent les valeurs de K et de x, et donc,
si v, est fixé, celle des parametres a et celle de 3, 4 qui est donc repéré par deux indices, 'ordre p dans la

direction y et ’ordre ¢ dans la direction z.

(vii) Le nombre de solutions des équations (6) du (vi)est toujours supérieur & un, indépendamment de L, mais

d)

le mode envisagé peut étre sous la coupure pour la direction y.
Lorsque h et L sont grands devant la longueur d’onde, on peut estimer le nombre de modes en comptant

d’une part le nombre de valeurs de p possibles, et d’autre part le nombre de valeurs de ¢ possibles. La valeurs

maximale de p qui est donnée par I’équation v (Pmax) = PmaxT/h = k, car les modes de ~ supérieur sont
sous la coupure. Il vient donc ppax = kh/m. Le nombre de solutions de 1’équation aux valeurs propres (6)

est fixé par le rayon du cercle, ce qui donne gpax =~ 2 x nvn? — 1ko(L/2) /7, puisqu’il y a visiblement deux
modes par intervalle de 7. On estime alors le nombre de modes & N = ppax-gmax = V12 — 1 x 4Lh/ A2, qui

est effectivement de l'ordre de grandeur attendu, puisque chaque mode occupe une «aire» A\%/4, et que le
facteur vn? — 1 est une réminiscence de la condition de réflexion totale interne dans le diélectrique.

Le mode fondamental (¢ = p = 1) est décrit dans le diélectrique par la distribution de champ :
(28)

Eq1(z,y) < —ycos(Kz)sin(yy)u, — (—K sin(Kz) cos(vy))u,

Ce champ possede visiblement des propriétés d’antisymétrie, qui se traduisent par exemple par le fait qu’il
est selon u, sur I’axe des y et inversement, mais change de signe quand on passe d’'un coté a I'autre. Cela
signifie que le champ «tourne» autour de I'axe de symétrie du guide. Ce comportement est évident si I'on
constate que par construction, E & grad ¥ X u, est normal au gradient de v, et que ses lignes de champ
sont donc des lignes de niveau de v, lequel est maximal au centre pour le mode considéré. Lorsque L — oo
on constate que K — 0 alors que ~ reste constant. Cela se traduit par le fait que la composante y du
champ tend vers zéro, et que la composante x varie de plus en plus lentement avec x : on retrouve, de fagon

satisfaisante, la structure du mode fondamental de la question II.3.a).
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