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Electromagnétisme et Optique
Correction du contrdle continu du 2 avril 2009

Traitement anti-reflet

Relations de passage et coefficients de Fresnel
Des équations de Maxwell écrites pour les amplitudes complexes dans le cas de I'onde plane pro-
gressive de vecteur d’onde k (en notant kg = w/c et n = (er)%) :

k-B=0 kxB=—¢ky/cE,
k-(¢E)=0 kxE=kcB,

on déduit les conditions de passage :

(1)

{Bl , €71 sont continus,

B, B, sont continus.

La continuité de EH impose la condition 1 + r1o = t13.
Pour celle de By, il faut travailler un peu plus. On a B| = (k/ko) x (E/c) pour les trois ondes
incidente, réfléchie et transmise. Compte tenu de kj 2 = n1 2 kgu, pour I'onde incidente et transmise,

et de k) = —nikou, pour l'onde réfléchie, on obtient n1(1 — 712) = nat12. On a donc :
_ _ ni—mp
L+ ri2 =ti2 T12 = e )
l—rp="12¢ tip = 21 @)
12 = 57 12 12 = 3 0m,
Par analogie, et donc sans calcul :
ro1 = At =T
to] — —2n2 (3)
21 = oty

La vérification de I'identité demandée est alors élémentaire. On constate de plus que 12 t21 coincide
avec le coefficient de transmission en intensité T' = 4nine / (ng + n1)2, et que —rio ro; = r%l = T‘%Q
est le coefficient de réflexion en intensité R. Cela montre que T+ R = 1, qui exprime la conservation
de I’énergie.

Matrice de diffusion

Dans la situation considérée ici, I'onde E; résulte

de l'interférence entre la transmission d’une onde Ef Ef E; E,
incidente venant de 1, E{, et de la réflexion d'une AN~ [AnNA SN [N
onde incidente venant de 2, E, (cf. figure 1). On C = ‘) =
peut donc écrire : E; E1+

E;r =112 Efr +ro by . (4)

Fig. 1 — Situations correspondant aux éq. (4) et (5)
On aura de méme E; , onde sortante, en fonction

des ondes entrantes :
E; =191 E; + T’lgEfr . (5)

Les coefficients de Fresnel r19 et t15 assurent que les conditions de passage sont réalisées pour une
onde entrante a gauche; il en est de méme pour une onde entrante a droite avec ro;1 et to;. En vertu
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de la linéarité des équations de Maxwell et de toutes celles qui en découlent, toute combinaison
linéaire de ces situations, o on a en général quatre ondes au lieu de trois, constitue une nouvelle
solution (principe de superposition). Les deux équations ci-dessus peuvent effectivement étre décrites
par la superposition linéaire des deux situations correspondant a la définition des coefficients, mais
la preuve détaillée en est assez laborieuse, alors que la question suivante permet de le vérifier tres
simplement.

La combinaison des deux équations (4) et (5) constitue un systéme linéaire de deux équations liant
les quatre champs. Sauf accident, il peut étre inversé pour en exprimer deux quelconques en fonction
des deux autres. Si nous choisissons d’exprimer E7 en fonction de E3, nous pouvons mettre (4)
sous la forme :

Ef =t (BEf —ra Bz ) .

Si I'on reporte ensuite cette équation dans (5), il vient :

_ 12
Ef = —=Ef +

T12 ti2t21 — r12721
t12

ST (g )
ce qui acheve de démontrer la relation demandée.

A titre d’exemple de ce que nous avancions a la question précédente, le choix de 5 = 0 permet
effectivement de retrouver la situation «standard» de 'onde incidente & gauche, correspondant a la
définition de r13 et t12 a la question B.1.b).

Le déterminant de la matrice d’écrit :

p_l=rh T _ta_m

tty  thh tiz
qui traduit le fait que le vecteur de Poynting est proportionnel a n.

Couche anti-reflet

Dans le cas des deux interfaces, on peut bien siir appliquer la transformation matricielle sur cha-

cune des deux interfaces. On doit toutefois prendre garde aux phases, nécessaires pour passer de

(ES (a), B (a)) (interf. 2) & (FE5 (0), E5(0)) (interf. 1). On doit donc réaliser la transformation :
(510)) s (£ 0)) 8 (510 My (EL0)) o

E1(0) E5(0) E; (a) Ej3 (a)
qui est écrite de gauche a droite pour restituer ’ordre de multiplication les matrices. La matrice ®,
de propagation s’écrit bien sous la forme diagonale suggérée, a condition de poser ¢ = ko a = kg ng a.
Le produit des trois matrices se calcule aisément :
(8)

e +riaraze ¥ rage’¥ +ripe?
M13=M12"I’a'M23=<

e"¥ 4 ra3 e~ e " +1riarogze'¥

La situation recherchée est celle ot E5 = 0 (pas d’onde incidente & droite) et | = 0 (pas onde
réfléchie a gauche). Cela conduit & annuler le coefficient de la deuxiéme ligne premiére colonne dans
la matrice ci-dessus, qui donne bien la relation proposée.

Les coeflicients r19 et rog étant réels, la condition recherchée implique que €2 — _poq /r12 le soit
aussi, et donc qu’il vaille £1.

Si €%? = 1, c'est que 93 = —rq2, ce qui impose n; = ng, sans condition sur ng; cela revient
a dire que le milieu 2 joue le role d’'un Fabry-Perot (on parle dans ce cas d’«étalon solidey); la
condition €%? = 1 est alors simplement la condition de résonance, qui correspond effectivement &
une transmission unité.
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Si €% = —1, c’est que €' = i et donc rog = 119 ; cette condition correspond a np = /n1 ng, ce qui
impose n; < n2 < n3 (ou l'ordre inverse); on a alors deux réflexions de méme intensité séparées
spatialement de A\/4 (keax = m/2) : le déphasage entre les ondes réfléchies comporte deux fois ce
déphasage, ce qui les met en opposition de phase, entrainant I’annulation de E| par interférence
destructive.

Dans la pratique ot le milieu 1 est de l'air d’indice 1 et le milieu 3 du verre d’indice 1,5, le
matériau 2 le plus souvent du MgF,. Malgré un indice proche de 1,38 au lieu des 1, 22 nécessaires,
on obtient avec une couche d’épaisseur A/4 un coefficient de réflexion R = (ria — r23)% ~ 1,4% au
lieu des 4% pour 'interface «nue».

Guide d’onde diélectrique «Slab»

On s’intéresse ici au modele le plus simple de guide d’onde diélectrique. Il est constitué d’un
milieu d’indice ng et d’épaisseur a (désigné comme milieu @) pris en sandwich (d’ott son nom) entre
deux milieux semi-infinis désignés comme milieux @ et @, de méme indice ny inférieur a ny. L’axe
de propagation z et les deux axes transverses x et y sont définis sur la figure 2, et on note u,, u,
et u, les vecteurs unitaires correspondants. L’origine O est prise dans le plan médian du guide.

® ™ P
___@__TLQ____fi;_y _____ __a/__—>

® m |

Fig. 2 — Guide d’onde diélectrique : géométrie

Les diélectriques sont supposés linéaires, isotropes, homogenes et sans pertes. Le champ électro-
magnétique est sinusoidal, de pulsation w; on note k, = npky = nyw/c, ot p =1 ou 2.
Principe du guidage
Pour des rayons (ou des ondes planes) faisant un angle « suffisamment faible avec ’axe de pro-
pagation Oz, I'angle d’incidence sur les faces su slab § = m/2 — a peut excéder I'angle critique de

réfraction totale interne §, = arcsinn/ng, et rester confiné dans le guide par une succession de
réflexions totales.

D’apres ce qui précede, il faut 7/2 — a > 6, soit a < arccos(ni/n2). Donc ON = arccos(ni /na.

Structure générale des champs
On a E(r,t) = Re(E(r) ) et B(r,t) Re(B(r) ™).
Les équations de Maxwell satisfaites par les amplitudes complezes se déduisent de celles sur champs
en replagant la dérivation temporelle par une multiplication par iw. D’ou :

VxE=—iwB, VxB-injB, V-E=0 e¢¢ V-B=0. (9)
Le guide est invariant par translation selon ¥, et les solutions peuvent donc se décomposer en ondes
planes selon la direction y. L’invariance de rotation autour de Ox permet de ramener le vecteur
d’onde dans le plan Oz, d’ou le résultat.
Le guide est lui-méme pair par rapport a x. Toute solution de parité non définie se décompose
en une composante paire et une composante impaire, qui sont nécessairement de solutions. Toute
solution peut donc se décomposer sur des solutions e parité bien définies, d’ou le résultat.
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Etude des modes TE

On suppose E = E u, (NB c’est possible seulement par ce que E ne dépend pas de y, sinon sa
divergence serait non-nulle). On peut re-démontrer 1’équation de Helmholtz vectorielle et utiliser le
fait que A(EFu,) = A(E) uy. On peut aussi repartir des équations de Maxwell (9), qui donnent :

2
VXxE=VExu,=—-iwB donc —-iwVxB=Vx(VExu)= —iw <z’wZ§Euy> .

Comme VE x u, = 0E/0x u, — 0E/0z u,, on peut utiliser la formule de ’énoncé, qui donne :
V x (VE xu,) =V(0E/0x) x u, — V(OE/0z) x uy ;

on constate immédiatement que le premier terme est —0%E/0x? u, et le second —0?E /02> u,. Les
deux germes sont bien colinéaires & u, ; On en déduit le résultat demandé, avec k, = n,w/c.
E(z,y,2) = A(z)e”#* u,.

Si A(x) est réel, la phase est donnée par le terme en e~%_ soit une phase indépendante de x; les
surfaces équiphases sont des plan de z donné.

En reportant, en dérivant et en simplifiant par I’exponentielle, on obtient :

A'(z) + (ky = A =0,

ot A” est la dérivée seconde par rapport a x.

Si les trois termes (1-6227 — (3%) sont tous trois positifs, on a une dépendance oscillante en x qui ne
donne pas de confinement. Si au contraire (k3 < 3% < k3), on conserve le comportement oscillant
dans le milieu @, mais on va pouvoir chercher des ondes évanescentes dans les milieux @ et ®.

La condition s’écrit encore ni < neg < no.

La structure spatiale adoptée permet d’écrire le champ magnétique :

B=_VxE=_-VExu,=— (A()u, +if A(z)u,) e 5 . (10)
w w w

Comme pour 'onde plane, B est perpendiculaire a E, et sa composante transverse est en phase
avec E; par contre, il comporte une composante longitudinale en quadrature de phase, et n’est donc
pas perpendiculaire a la direction de propagation. Ces modes sont dits « TE» car c’est E qui est
transverse.
Structure des modes
Dans le milieu @, le comportement oscillant se fait a la fréquence spatiale +7. En conséquence, la
fonction As(x) prend la forme As(x) = Co cos(yz) pour les modes pairs et Az(z) = Cy sin(yzx) pour
les modes impairs.
Dans les milieux @ et @, on a un comportement exponentiel, soit A;(z) = Cye* + Cle " et
As(xz) = C5e® 4+ Che ", La quantité s est celle qui est définie & la question II1.3.e) de I’énoncé. La
parité ne joue pas directement sur les coefficients C; ou C3, mais impose C1 = +£C% et O] = £Cj,
ou le signe est fixé par la parité de la solution.
Si les sources sont dans le milieu @, la densité d’énergie ne peut pas augmenter lorsque |z| tend
vers linfini, ce qui impose C] = C3 = 0. On peut alors mettre le champ dans @ et ® sous la forme
commune A; 3 = £C exp(—klz|) (le signe £ étant fixé par la parité).
En z = +a/2, on doit imposer la continuité des composantes paralleles de E et de B, c’est a dire,
celle de de E donc de A(zx), et d’aprés expression (10), celle de A'(z).
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On obtient donc en & = a/2 : As(a/2) = As(a/2) et Ah(a/2) = As(a/2). Or 'onde évanescente
a la propriété que As(z) = —k Asz(x). En reportant dans les expressions ci-dessus, on peut faire
apparaitre les dérivées logarithmiques A5/As et A%/As, et il vient A)/As(a/2) = A5/As3(a/2) =
—k.1 En 2 = —a, on peut conduire la méme analyse, si ce n’est que A}(x) fait apparaitre le signe
— de d|z|/dz ; la dérivée logarithmique d’une fonction paire ou impaire étant toujours impaire, on
en déduit effectivement le résultat demandé.

Modes pairs

On a, comme indiqué précédemment, As(c) = Co cos(yz).

Il vient A% /As(a/2) = —v tg(ya/2) = —k. On peut noter que :

=02 —ki=(F-k)+ (ki —ki) = r=\(k-k})-7>.

0 s 21 3n

En posant alors u = ya/2, ainsi que :

V =/n? —n3 koa/2 , D:—

on obtient I’équation aux valeurs propres demandée. r L
Notons que V est bien une constante caractéristique
du guide, indépendante du mode considéré, qui est d’au-
tant plus grande que le contraste d’indice est élevé et
que le guide est épais.
La fonction vV2=u2 a pour graphe un cercle de rayon V
centré a l'origine (en fait un quart de cercle, puisque u,
et V sont nécessairement positifs.). En tragant ce graphe
sur celui de u tg(u) fourni dans I’énoncé, on constate que A
plus V est grand plus on aura d’intersections, mais aussi T I
que, méme pour V tres petit, il y aura toujours au moins
une solution. 2r 1

On voit sur la figure qu’il y a une solution pour chaque [ |
intervalle [k 7 + 7/2, (k + 1) 7], tant qu’elle reste infé- r )
rieure a V. Donc pour V >> 1, on aura environ E[V/7] I g
modes, ou E[] désigne la partie entiere.

Ce résultat n’est pas étonnant, puisque les modes les [ P
plus élevés sont limités par v/ka < V/(koa/2) = cos ¥, 81 7
comme le donne 'analyse en optique géométrique du .
§ I si on admet que B = ks cosa et v = kg sina, ce que or .
nous justifierons au § IV. -

(&)
T
!

Modes impairs Les solutions impaires different seule- 25
ment par Uexpression Aj/Az(a/2) = 7 cot(ya/2) de la Fig. 3 — Résolution graphique. Haut (bleu) :
dérivée logarithmique de As. En utilisant les mémes pa-  cag pair; bas (vert) : cas impair. Les cercles ti-
rametres u et V, 'équation aux valeurs propres s’écrit :  retés représentent +x pour V ~ 1,5 (1 mode)

et pour V ~9 (3 modes pour chaque parité).

T 21 3mn

u cotg(u) = —VV2Z2 —u? . (11)

1. On notera que ’égalité des dérivées logarithmiques est consistante avec la linéarité des équations : C3 er C ne
sauraient étre fixées de facon absolue, c’est seulement leur rapport qui est fixé par la structure de 1’onde. Techni-
quement, cette continuité de la dérivée logarithmique coincide avec la condition d’annulation du déterminant 2 x 2
du systeme exprimant la continuité des composantes transverses, qui est requise puisque le systeme est linéaire et
homogeéne.
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Cette équation se résout graphiquement en tracant le quart de cercle dans le quatriéme cadrant.
On constate que le nombre de solutions pour V' > 1 est sensiblement le méme que pour le cas pair.
En revanche, pour V petit, on n’est pas stir d’avoir un mode impair. La valeur limite, ou valeur de
«de coupurey» du premier mode impair correspond a u = V tel que u cotg(u) = 0 soit u =V = 7/2.
Mode fondamental

Notons ug le parametre v du mode fondamental, qui est la plus petite solution de I’équation aux
valeurs propres.

Comme on peut le voir sur la figure 3, pour V > 1, le mode correspond a ug ~ 7/2 < V. Le cercle
peut alors étre assimilé a sa tangente horizontale de cote V. En faisant un développement limité de
utgu au voisinage de 7/2, on constate que g est tres proche de u,s, = /2 (1 —1/V). La valeur
de cos(ya/2) ~ 1/V est tres faible devant 1 : le cosinus a donc presque toute sa demi-période a
I'intérieur du guide, et 'onde évanescente est tres faible (cf. figure 4).

Dans le cas opposé, on a ug ~ V <« 1, et la variation du cosinus dans le guide est quasiment
négligeable : ’essentiel de 1’énergie est localisée dans ’onde évanescente dans les milieux @ et @.

V=0,5 A

! ! ! 00k ‘ ! ‘ =
-1.0 -05 ya 00 05 10 -20 -10  9ya O 10 20

Fig. 4 — Amplitude A(x) du monde fondamental; a gauche, cas d’un guide large (V > 1), a droite, guide
étroit (V $1)

L’indice effectif est donné par n.gs =/n3—(v/ko)?2.
Pour Vg 1, ug ~ V d’ott v/ko ~+/n3—n? et donc
Neg =~ ni. A lautre extrémité, pour V > 1, ug
tend a étre négligeable devant V', ce qui permet
de négliger la contribution de 7/kg & n.g, et on
constate que n.g tend vers ng. On prévoit donc
une indice effectif qui croit de facon monotone de
n1 ane lorsque V augmente. Cela est satisfaisant,

o o o =
IS o © o
T T T

L L L Ll
[= [ [ N
iN o o) o

Jno3Ye 20Ipu|

Fraction d'énergie dans le guide
o
N
,
=
N

puisque cela reflete la répartition de ’énergie, qui 0.0 L ‘ ‘ ‘ ‘ 410
est d’autant mieux localisée dans le milieu @ que 0 2 v o° 8 10

V est grand : la courbe de l'indice et celle de la Fig. 5 — Fraction d’énergie dans le guide (bleu) et
localisation de 1’énergie sont similaires. indice effectif (vert), pour le mode fondamental, en

C’est ce que lon peut vérifier sur la figure 5 fonction du parameétre V.
ci-contre, ol nous avons tracé les courbes (évide-
ment pas attendues dans le contrdle!). Pour 'indice effectif, il est raisonnable de fixer les indices et
de faire évoluer la largeur du guide : on a pris n1 = 1 et ny = 2.
La vitesse de phase est donnée par wy = w/f = c¢/n.g. La vitesse de groupe vaut vy = ¢ x
(dB/dko) ™' = cne/n3. Si vy et plus grande que ¢/ng, ce qui peut sembler paradoxal, v, est, elle,
plus faible, ce qui est satisfaisant et sera interprété plus loin.
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Interprétation en termes d’onde plane (question subsidiaire)

L’onde décrite ci-dessus est stationnaire dans la direction x et progressive dans la direction z,
avec une onde évanescente dans le milieu d’indice faible, comme il est habituel pour la réflexion
totale interne. La composante k| = k, = kg sin 6 qui est conservée correspond a 3, et la composante
k1 =k, = ko cosf est donnée par 7 ; la composante imaginaire de k, dans le milieu @ est donnée par
K, et les relations de dispersion k2 + k? = n}% k2 sont vérifiées dans les deux milieux. L’indice effectif
est donc nosinf, qui est bien compris entre ng et nq puisque la réflexion totale interne implique
sinf < sinf. = ni/na. Le coefficient de Fresnel complexe s’écrit alors ropy = (v — ik)/(y + i) =
exp(i®p).

L’angle 6 est alors arbitraire. La vitesse de phase parallélement d z s’écrit alors vy, = w/(kgsin @) =
¢/(ngsin @). Il n’est pas totalement évident de définir une vitesse de groupe parallélement d z, puisque
0 est a priori indépendant de w. Cela peut néanmoins étre fait en considérant que ’onde, pour aller
de z a z + Az en se propageant dans la direction repérée par 0, doit aller a I'interface et revenir, ce
qui impose un trajet oblique plus long que la ligne droite (d'un facteur 1/sin #) et donne une vitesse
de groupe plus faible vy = sinf c¢/ny, inférieure a la vitesse ¢/ny que I'on a normalement dans le
milieu @.

2) Lorsqu'il y a deux interfaces, les réflexions totales successives donnent généralement une interférence

destructive, sauf pour certaines valeurs de a (ou de 6) pour lesquelles le déphasage par aller-retour
est un multiple entier de 2. Dans le cas qui nous intéresse, le déphasage sur un aller-retour dans le
milieu @ — qui peut étre vu comme un Fabry-Perot — est la somme du déphasage di a la propagation
et du déphasage di a la réflexion. On écrira donc la condition d’interférence constructive :

2va+2Pr=p27 ou peIN et q)R:_QarCtg<H)u
Y

en utilisant 'expression de la phase du coefficient de Fresnel rrg. Cette condition donne encore :

Y a ™
neely )

Lorsque ’entier p est pair, il s’élimine puisque la fonction tangente a pour période m, et une simple
multiplication par a/2 redonne exactement I’équation aux valeurs propres des modes pairs. Lorsque
I’entier p est impair, on peut écrire :

Ty osim@—py) (D)™ cos(x)
e (w p2> ~cos(z—p%)  (—1)7 sin(z) ¢={-1)/2

et on retrouve 1’équation aux valeurs propres des modes impairs.

Cette condition d’interférence constructive conduit ainsi & sélectionner des valeurs discretes de
Pangle 6, qui dépendent de la fréquence, ce qui conduira & une vitesse de groupe inférieure a ¢/no
qui coincide avec la valeur donnée par 'analyse faussement naive de la question précédente.

— FIN —



