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Le cours de I'année antérieure avait porté sur I'étude des fonctions de
corrélation d’un-systéme quantique & partir des équations de Langevin-Mori.
Ces équations, établies de maniere générale grace a la technique des opérateurs
de projection introduite par Zwanzig, décrivent comment les observables
intéressantes du systéme évoluent sous l'effet d’'une force de friction retardée,
qui est responsable de 'amortissement du systéme, et d'une force de Langevin
fluctuante, qui introduit des fluctuations dans le comportement de ce. systéme,
Une telle approche avait été ensuite appliquée & Pétude des fonctions
de corrélation et fonctions de mémoire d’'un systeme en équilibre thermo-
dynamique.

En aPtﬂquaquantique, les systéemes étudiés sont, le plus souvent, hors
d’équilibre. Par exemple, dans un oscillateur atomique, comme un maser
ou un laser, un mécanisme de pompage approprié permet de réaliser des
inversions de population entre deux niveaux d’énergie, ce qui peut entrainer,
dans certaines conditions, des auto-oscillations entretenues, c’est-a-dire la
transformation, en régime permanent, de I’énergie de pompage incohérente
en un rayonnement cohérent ayant des propriétés tout a fait remarquables.
Il a donc semblé intéressant de prolonger le cours de l'année antéricure
en étudiant;, au moyen des équations de Langevin-Mori, les fonctions
de corrélation d’un systéme hors d’équilibre de maniére, par exemple,
a4 pouvoir comprendre le fonctionnement d’un laser et les propriétés statis-
tiques du rayonnement qu’il émet.

1) On commence par montrer que, dans le cas trés général d’un « petit »
systéme S, hors d’équilibre et couplé & un «grand » réservoir R, on peut
associer 4 toute réduction de !'équation de Schrddinger en équation pilote
pour S, une réduction des équations de Heisenberg en équations de
Langevin-Mori, les opérateurs de projection utilisés dans les deux réductions
étant adjoints I'un de I'autre. Il est possible alors d’utiliser les résultats
obtenus antérieurement lors de I’étude de ’équation pilote de S pour trouver le
projecteur P qu’il faut appliquer aux équations de Heisenberg pour les trans-



former en équations de Langevin-Mori. L’action de P sur une observable
quelconque revient 4 prendre la « moyenne sur le réservoir» de cette
observable. On établit ainsi,de maniére trés générale, la structure des
équations de Langevin-Mori des observables de S. On montre que la moyenne
sur le réservoir des forces de Langevin est nulle et que I'évolution des
moyennes & un temps déduite de ces équations coincide avec celle donmnée

par I’équation pilote.

On aborde ensuite, dans le cadre d’un traitement perturbatif des inter-
~actions entre S et R, I'étude des fonctions de corrélation < F,(t) Fut') > g
des forces de Langevin F, et Fy agissant sur deux observables A, et Ag de S.
On montre qu’il existe deux échelles de temps bien distinctes dans le pro-
bléme, le temps de corrélation 1, qui caractérise les fluctuations des obser-
vables de R couplées a S et qui est trés court, le temps de relaxation Ty
qui décrit 'amortissement des observables de S et son retour 4 |'équilibre,
et qui est beaucoup plus long. L’expression de < Fit) Fs(t) > » révele
que les fonctions de corrélation des forces de Langevin dépendent i la fois
de t-t’ et de t. Elles s'écrivent :

< Fu(t) Fﬂ(t’) > r= 2 I?(G(t) faﬂ(t't’)

ol f(t-t') a pour temps caractéristique v, et ol D,4t) est un coefficient
de diffusion (en fait, un opérateur de S) ayant pour temps caractéristique Ty.
On retrouve donc bien que les forces de Langevin fluctuent trés rapidement
(temps t.). Mais elles ne sont plus stationnaires pour un systéme hors
d’équilibre puisque les coefficients de diffusion D,; dépendent de I'écart
- & I'équilibre et varient donc lors du retour du systéme 2 P'équilibre (temps Tg).

2) Le résultat précédent concernant la structure de <C Fy(t) F4(t) > g est
en fait valable dans des situations plus générales que celles relevant d’un
traitement perturbatif des interactions entre S et R, pourvu toutefois qu'il
existe deux échelles de temps bien distinctes 1, et Tg. On peut, par exemple,
considérer 'effet de collisions fortes subies par les atomes actifs d'un milieu
laser contre des perturbateurs, le temps ¢, d’'une collision étant beaucoup
plus court que le temps Ty entre deux collisions subies par le méme atome.

Il parait donc important d’établir I'expression des fonctions de corré-
lation < F (t) Fg(t’) >> g directement a partir des équations de Langevin-Mori,
sans passer par des développements perturbatifs. :

On commence par montrer que, si AA(t) et AAt) désignent les accrois-
sements de A, et Ag au cours d’un intervalle de temps At long devant
mais court devant Ty, on a < AA(t) AA4(t) > p = 2 Dy(t) At ce qui permet
bien d’interpréter physiquement D, 4(t) comme un coefficient de diffusion, En
calculant de deux manieres différentes < AA,(t) AA4t) >> y, on obtient des



£quations reliant D,4(t) aux taux de relaxation des observables de S et aux
valeurs moyennes de ces observables, équations appelées « relations d’Einstein
généralisées » et qui traduisent pour un systéme hors d’équilibre le lien étroit
existant entre fluctuations et dissipation. On montre également que les fonc-
tions de corrélation < At) Ag(t’)> » des observables de S, convenablement
« lissées » sur un intervalle At long devant 1. et court devant Ty, obéissent,
pour t_=1t/, aux mémes équations d’évolution (vis-a-vis de ) que les
moyennes & un temps < A,(t) >. Il s’agit 1a du « théoréme de régression
quantique » qui permet de calculer simplement la dynamique des fluctuations
de S.

Tous ces résultats généraux sont illustrés sur de; nombreux exemples
concrets, Les coefficients de diffusion D,; sont calculés explicitement pour
un systeme a deux niveaux « fermé » (spin 1/2 obéissant a des équations de
Bloch ou émission spontanée sur la raie de résonance optique) pour un
systéme a deux niveaux « ouvert » {(alimenté par des processus de pompage
et soumis a une relaxation), pour un mode propre d’une cavité électromagné-
tique avec des pertes dans la paroi. On présente également um modéle
d’oscillateur harmonique amorti, entiérement soluble, a propos duquel le
probleme des moments d’ordre supérieur & deux des forces de Langevin est
abordé ainsi que celui de leur caractére gaussien éventuel.

3) Dans la troisieme partie du cours, le formalisme précédent est appliqué
a Pétude des fluctuations dans les masers et les lasers.

Dans le modele choisi, le systéeme S est formé par un mode propre d’une
cavité électromagnétique dans laquelle se trouvent des atomes actifs, le
réservoir R est l'ensemble des autres systémes responsables du pompage,
de I'amortissement et des fluctuations de S : processus de pompage et de
relaxation pour les atomes actifs, pertes dans les parois et rayonnement du
corps noir pour le mode propre de la cavité, Les équations de Langevin-Mori
des observables de S sont écrites, compte tenu du couplage atomes actifs-
mode de la cavité et les divers coefficients de diffusion calculés en fonction
des taux de relaxation et de pompage introduits dans le modele de maniere
phénoménologique.

Une discussion qualitative des équations ainsi obtenues (traitant les diverses
observables comme des nombres et non comme des opérateurs) permet tout
d’abord de dégager les paramétres physiques importants (taux d’émission
spontanée des atomes actifs dans le mode, inversion critique au dela de
laquelle les gains sont supéricurs aux pertes), les approximations intéres-
santes (élimination adiabatique des variables atomiques qui varient beaucoup
plus vite que celles du mode de la cavité au voisinage de I'inversion critique
et qui suivent donc instantanément les variations lentes du champ laser,



en lui étant en quelque sorte « asservies»). L’allure générale des phéno-
meénes lorsqu’on traverse l'inversion critique est discutée : ralentissement
critique quand on s’approche du seuil, puis apparition d’un champ dans la
cavité quand on dépasse le seuil, avec stabilisation de amplitude et diffusion
de la phase. L’analogie avec une transition de phase du deuxiéme ordre est
soulignée.

On reprend ensuite le probléme de maniére plus quantitative et on établit,
apres élimination adiabatique des variables atomiques, I'équation de Lange-
vin 4 laquelle obéissent les opérateurs a et a+ du mode laser. On étudie 2
partir de cette équation trois grandeurs physiques intéressantes : le nombre
moyen de photons en régime stationnaire, qui est proportionnel & la puis-
sance de sortie du laser ; la fonction de corrélation du champ électromagné-
tique, dont la transformée de Fourier donne la répartition spectrale du
rayonnement émis ; la fonction de corrélation de P'intensité. Deux approxima-
tions différentes sont utilisées : ’approximation linéaire au-dessous du seuil,
~qui revient a négliger les effets de saturation atomique, ce qui est tout a fait
justifié compte tenu de la faible intensité lumineuse ; I'approximation quasi-
linéaire au-dessus du seuil, qui revient & linéariser les équations au voisinage
du point de fonctionnement. Au voisinage immédial du seuil, aucune des
deux approximations précédentes n’est justifiée, compte tenu de I'impor-
tance des fluctuations. II faut alors passer par l'intermédiaire de I'équation
de Fokker-Planck a laquelle satisfait la distribution de quasi-probabilité P(a)
du mode laser, ¢établir cette équation a partir de 1'équation de Langevin et
la résoudre. Il est possible, ainsi, d’obtenir la courbe compléte donnant
en fonction de I'inversion atomique, la puissance de sortie du laser, de déter-
miner 'influence des divers processus physiques (émission spontanée, rayon-
nement du corps noir) sur la largeur spectrale du rayonnement émis, de
comprendre le ralentissement puis I'accélération des fluctuations d’intensité,

Le cour se termine enfin par une revue des expériences (dont certaines,
trés récentes, viennent seulement d’étre publiées) qui ont permis de tester
les modeles théoriques précédents : mesure de Pintensité laser en fonction
de Tlinversion atomique, étude de la structure fine des fonctions de
corrélation du champ laser et de I'intensité mettant en évidence, au voisinage
du seuil, I’existence de plusieurs modes de relaxation avec des constantes
de temps et des poids en accord avec les prédictions de I'équation de Fokker-
Planck, évolution de la statistique du rayonnement quand on traverse le
seuil. La transition laser est certainement 'une des transitions du deuxieme
ordre qui ont été étudiées le plus en détail, tant sur le plan théorique qu'expé-
rimental,
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