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Introduction

Nous aborderons dans ce chapitre un certain nombre de propri¶et¶es li¶ees µa la propagation des champs.
Un des aspects physiquement les plus int¶eressants et les plus riches d'applications concerne les ph¶eno-
mµenes de di®raction (transmission des champs ¶electromagn¶etiques µa travers des structures dont la taille
n'est pas trµes grande devant la longueur d'onde). Un des objets essentiels de cette partie du cours
sera donc de donner une assise rigoureuse µa la th¶eorie de la di®raction. Nous allons voir comment
et au prix de quelles approximations on peut justi¯er les propri¶et¶es de la di®raction telles qu'elles
sont enseign¶ees dans les classes ¶el¶ementaires. Nous aurons, pour cela, µa utiliser des techniques trµes
puissantes, comme celle des fonctions de Green, qui, sous d'autres formes ou d'autres noms, sont trµes
g¶en¶eralement utilis¶ees en physique.

Cette partie sera divis¶ee en trois chapitres principaux. Dans le premier, nous ¶etablirons de fa»con
rigoureuse la solution des ¶equations de Maxwell en termes de potentiels retard¶es. Nous ¶etablirons
pour ce faire la forme de la fonction de Green du champ ¶electromagn¶etique, r¶eponse des ¶equations de
Maxwell µa une perturbation impulsionnelle, spatialement et temporellement. Nous intuiterons d'abord
la forme de cette fonction en n'utilisant que des arguments physiques simples avant de la retrouver
de fa»con rigoureuse. Ce chapitre fera un usage extensif de l'int¶egration de fonctions complexes, avec
laquelle il est donc pr¶ef¶erable d'être d¶ejµa familier.

Dans le deuxiµeme chapitre, nous utiliserons cette solution et la fonction de Green du champ
pour d¶emontrer une formule rigoureuse (formule de Kirchho®) relative µa la propagation du champ
¶electromagn¶etique. Nous utiliserons ensuite cette formule pour essayer de traiter un problµeme de
di®raction g¶en¶erique, la transmission d'un champ µa travers une ouverture dans un ¶ecran opaque.
Nous verrons qu'on ne peut en g¶en¶eral traiter le problµeme de fa»con rigoureuse. On devrait pour cela
tenir compte des courants induits dans l'¶ecran, ce qui est impossible. Nous ferons donc une approx-
imation (qui est ¶equivalente au principe de Huygens des sources secondaires) a priori trµes grossiµere
mais trµes r¶ealiste dans des problµemes concrets. Nous montrerons alors que le champ transmis est ex-
plicitement calculable. En faisant en¯n une approximation paraxiale, nous retrouverons la di®raction
dans l'approximation de Fraunhofer, telle qu'elle est enseign¶ee g¶en¶eralement de fa»con ¶el¶ementaire.
Nous pourrons alors g¶en¶eraliser les r¶esultats obtenus pour un ¶ecran opaque perc¶e µa des ¶ecrans semi{
transparents ou même µa des objets de phase.

Dans le troisiµeme et dernier chapitre, en¯n, nous traiterons briµevement et qualitativement un
certain nombre d'applications pratiques de la di®raction. Nous ne ferons qu'¶evoquer briµevement
le principe de ces techniques, sans jamais entrer dans le d¶etail des calculs. Nous nous pencherons
en particulier sur les applications de la di®raction pour le traitement optique des signaux. Nous
consacrerons quelque temps µa la trµes belle m¶ethode de Labeyrie qui permet de s'a®ranchir largement
des °uctuations de l'atmosphµere terrestre et de rendre aux instruments astronomiques une partie
de leur pouvoir de r¶esolution th¶eorique sans pour autant recourir µa des moyens spatiaux. Nous
¶evoquerons trµes briµevement le principe de l'holographie et de ses g¶en¶eralisations en optique non lin¶eaire
(la conjugaison de phase, par exemple). Nous montrerons en¯n qualitativement, µa partir de la formule
de Kirchho®, comment l'optique g¶eom¶etrique peut ¶emerger du cadre de la th¶eorie de la di®raction. Ces
arguments qualitatifs seront repris sur une base beaucoup plus rigoureuse dans le quatriµeme appendice
µa cette partie.
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Cette partie sera en e®et prolong¶ee de plusieurs appendices, dans lesquels on a regroup¶e des sujets
qui touchent de prµes ou de loin au problµeme de la propagation. Il va de soi que ces appendices peuvent
être omis en premiµere lecture.

Le premier appendice, trµes bref, sera un rappel des propri¶et¶es de jauge du champ ¶electromagn¶etique
et des jauges commun¶ement utilis¶ees. Nous insisterons en particulier sur la jauge de Coulomb qui n'est
pas covariante au contraire de la jauge de Lorentz mais se trouve trµes utilis¶ee dans le domaine de la
physique atomique.

Dans le deuxiµeme appendice, nous nous pr¶eoccuperons de l'¶ecriture des champs ¶electromagn¶etiques
dans l'espace r¶eciproque. Nous s¶eparerons, dans le champ, des parties longitudinales et transverses.
Nous d¶e¯nirons les \variables normales" associ¶ees aux champs ¶electromagn¶etiques dans le vide. Nous
montrerons en¯n que la dynamique de ces variables normales est celle d'un simple oscillateur har-
monique. Nous aurons ainsi largement pr¶epar¶e la voie µa la quanti¯cation du champ ¶electromagn¶etique
qui est essentiellement une quanti¯cation d'un ensemble d'oscillateurs harmoniques correspondant aux
variables normales. Cette quanti¯cation sera µa peine ¶evoqu¶ee ici mais nous en aurons donn¶e les briques
essentielles, du moins pour ce qui concerne la partie ¶electromagn¶etique du problµeme.

Dans le troisiµeme appendice, nous nous pencherons sur le problµeme de la propagation des faisceaux
laser. En utilisant les r¶esultats g¶en¶eraux sur la di®raction, nous construirons des faisceaux \gaussiens",
solution approximative des ¶equations de Maxwell dans l'espace libre. Ils repr¶esentent de fa»con assez
pr¶ecise, dans le cadre d'une approximation paraxiale, les faisceaux directifs et localis¶es des lasers. Nous
¶etablirons quelques propri¶et¶es de ces faisceaux, ainsi que quelques r¶esultats ¶el¶ementaires d'optique
gaussienne.

En¯n, dans le dernier appendice, nous nous occuperons du passage de l'¶electromagn¶etisme µa
l'optique g¶eom¶etrique. Nous montrerons comment on peut retrouver rigoureusement les lois de l'opti-
que g¶eom¶etrique µa partir des ¶equations de Maxwell µa condition de renoncer µa d¶ecrire les champs µa une
¶echelle de l'ordre de la longueur d'onde. Nous pr¶eciserons ainsi les raisonnements qualitatifs donn¶es µa
la ¯n du dernier chapitre.



Chapitre 1

Potentiels retard¶es

Nous allons, dans ce chapitre, ¶etablir rigoureusement la solution des ¶equations de Maxwell en termes
de potentiels retard¶es. Nous introduirons pour cela la fonction de Green du champ ¶electromagn¶etique.
Nous ¶etablirons l'expression de la fonction de Green dans un r¶ef¶erentiel donn¶e, renon»cant, pour un
temps, µa la covariance manifeste. Nous montrerons rapidement, µa la ¯n de ce chapitre, que la forme
ainsi obtenue peut trµes simplement être mise sous une forme covariante, adapt¶ee au changement de
r¶ef¶erentiel.

1.1 Fonction de Green

1.1.1 Position du problµeme

Notre problµeme est donc de r¶esoudre les ¶equations aux potentiels. En choisissant la jauge de Lorentz:

@¹A¹ = 0 = 1

c2
@V

@t
+r ¢A ; (1.1)

les ¶equations reliant les potentiels aux sources s'¶ecrivent simplement en termes des potentiels scalaire
et vecteur:

A = ¹0j (1.2)

V = ½=²0 : (1.3)

est ici l'op¶erateur d'alembertien:

= @¹@
¹ =

1

c2
@2

@t2
¡¢ ; (1.4)

oµu ¢ est le laplacien.

La forme de l'¶equation µa r¶esoudre est donc la même pour les trois composantes du potentiel vecteur
et le potentiel scalaire. Nous r¶esoudrons donc en fait dans ce paragraphe l'¶equation scalaire g¶en¶erique:

Á(r; t) = S(r; t) ; (1.5)

oµu Á repr¶esente une des composantes du potentiel et S la source associ¶ee. Notons bien sûr que cette
s¶eparation n'a de sens qu'en jauge de Lorentz. La jauge de Coulomb, par exemple, r ¢ A = 0, est
beaucoup plus ennuyeuse puisque les ¶equations d¶e¯nissant A et V sont coupl¶ees (voir appendice 1).
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150 CHAPITRE 1. POTENTIELS RETARD¶ES

1.1.2 D¶e¯nition de la fonction de Green

Plutôt que de r¶esoudre directement l'¶equation (1.5), cherchons une fonction de la position et du temps,
G(r; t) telle que:

G(r; t) = ±(r)±(t) : (1.6)

De maniµere ¶evidente, G est le potentiel rayonn¶e par une source parfaitement localis¶ee µa l'origine de
l'espace et du temps. C'est en quelque sorte la r¶eponse percussionnelle de l'espace. Nous appellerons
G la fonction de Green du potentiel.

Il est bien connu, dans la th¶eorie de la r¶eponse lin¶eaire, que la r¶eponse d'un systµeme lin¶eaire µa une
source quelconque est connue si on connâ³t la r¶eponse percussionnelle. Dans le domaine du ¯ltrage,
par exemple, si on note g(t) la r¶eponse percussionnelle du ¯ltre (la r¶eponse quand il est sollicit¶e par
une fonction de Dirac µa l'origine des temps), la r¶eponse s(t) µa un signal d'entr¶ee e(t) est simplement
la convolution du signal d'entr¶ee par la r¶eponse percussionnelle:

s(t) =

Z 1

¡1
g(t¡ ¿)e(¿ ) d¿ =

Z 1

¡1
g(¿)e(t¡ ¿) d¿ ; (1.7)

(l'int¶egrale s'¶etend de ¡1 µa 1 µa condition d'admettre que la r¶eponse percussionnelle g(t) est nulle
pour t < 0, une simple cons¶equence de la causalit¶e). Cette convolution r¶esulte de la lin¶earit¶e du
systµeme et de la possibilit¶e de d¶evelopper le signal d'entr¶ee sur les fonctions de Dirac:

e(t) =

Z 1

¡1
e(¿)±(t¡ ¿) d¿ : (1.8)

Ces r¶esultats sont largement utilis¶es, en ¶electronique par exemple. Une d¶etermination de la r¶eponse
percussionnelle permet de caract¶eriser complµetement un ampli¯cateur. Notons d'ailleurs que, par une
transform¶ee de Fourier ¶el¶ementaire, on trouve que la composante de Fourier µa la fr¶equence ! du signal
de sortie est proportionnelle µa la composante de Fourier µa la même fr¶equence du signal d'entr¶ee. Le
coe±cient de proportionnalit¶e, appel¶e susceptibilit¶e du systµeme µa cette fr¶equence, n'est autre que la
composante de Fourier µa ! de la r¶eponse percussionnelle. Susceptibilit¶e et r¶eponse percussionnelle
sont donc reli¶ees simplement par une transformation de Fourier. Nous aurons l'occasion de revenir
largement sur ces problµemes dans la derniµere partie de ce cours, quand nous traiterons la susceptibilit¶e
lin¶eaire d'un milieu mat¶eriel.

Nous allons montrer explicitement que la fonction de Green, la r¶eponse percussionnelle, nous donne
aussi la solution g¶en¶erale de l'¶equation aux potentiels. Si G ob¶eit µa l'¶equation (1.6), on a aussi:

r;tG(r¡ r1; t¡ t1) = ±(r¡ r1)±(t¡ t1) : (1.9)

Les indices portant sur le d'alembertien pr¶ecisent sur quelles variables portent les d¶erivations. On en
d¶eduit imm¶ediatement:

r;tG(r¡ r1; t¡ t1)S(r1; t1) = ±(r¡ r1)±(t¡ t1)S(r1; t1) ; (1.10)

les termes en S ¶etant des constantes vis µa vis des d¶erivations dans le d'alembertien. En int¶egrant
alors les deux membres de cette ¶equation sur toutes les valeurs d'espace et de temps de r1 et t1 et en
remarquant que l'int¶egration sur le second membre donne trivialement S(r; t) en raison de la pr¶esence
des Dirac, on obtient:

S(r; t) =
Z
d3r1dt1 r;t [G(r¡ r1; t¡ t1)S(r1; t1)] : (1.11)

En remarquant ¯nalement que l'op¶erateur d'alembertien du membre de gauche commute avec l'int¶e-
gration, on constate que le potentiel:

Á(r; t) =

Z
d3r1dt1G(r¡ r1; t¡ t1)S(r1; t1) (1.12)
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est e®ectivement une solution de l'¶equation (1.5).

Comme pour la th¶eorie du signal ¶el¶ementaire, la solution de l'¶equation aux potentiels est la con-
volution des termes sources avec la r¶eponse percussionnelle du systµeme. R¶esoudre l'¶equation aux
potentiels est donc ¶equivalent µa trouver l'expression de la fonction de Green. Deux approches sont
possibles µa ce stade. Dans la premiµere, comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, on peut, en
se fondant sur des arguments trµes g¶en¶eraux, ¶ecrire µa priori la forme de la fonction de Green. Il ne reste
alors qu'un coe±cient arbitraire, qu'on peut identi¯er en essayant cette solution dans l'¶equation (1.6).
Dans la deuxiµeme approche, plus satisfaisante intellectuellement et µa peine plus di±cile, on r¶esoudra
directement cette ¶equation en utilisant les propri¶et¶es de la transformation de Fourier.

1.1.3 Approche qualitative

Nous cherchons ici µa donner, par des arguments trµes simples, la forme de la fonction de Green.
Rappelons qu'il s'agit du potentiel rayonn¶e par une source qui est localis¶ee µa l'origine et qui n'existe
qu'µa l'instant origine. En raison de l'invariance de l'espace par rotation, la fonction G doit être, comme
sa source, µa sym¶etrie sph¶erique. Elle ne peut donc d¶ependre que de la distance r µa l'origine.

Nous \savons bien" (ce sera l'objet du prochain paragraphe de le montrer rigoureusement) que les
solutions µa l'¶equation des potentiels d¶ecrivent des ondes se propageant µa la vitesse c. La source ¶etant
nulle en tout instant sauf 0, la fonction G doit d¶ecrire une onde sph¶erique trµes localis¶ee divergeant de
l'origine µa la vitesse c µa partir de t = 0. Elle n'est donc non nulle que pour des distances telles que
t = r=c. G est \donc" proportionnelle µa ±(r ¡ ct).

L'¶energie doit se conserver. Les champs sont lin¶eaires dans la fonction de Green. Le vecteur de
Poynting est donc quadratique dans la fonction de Green. Pour que l'¶energie totale transport¶ee par
cette onde soit ind¶ependante du temps, il faut que le vecteur de Poynting soit en 1=r2 au niveau du
\front d'onde". La fonction de Green doit donc être proportionnelle µa 1=r:

G(r; t) ' 1

r
±(r ¡ ct) : (1.13)

Il nous faut en¯n tenir compte de la causalit¶e. La fonction de Green doit être nulle en tous les
instants pr¶ec¶edant l'instant origine. On peut en tenir compte en ajoutant une fonction de Heaviside
du temps µ(t). On a alors tenu compte de toutes les propri¶et¶es essentielles de la fonction de Green,
qui doit pouvoir s'¶ecrire:

G(r; t) = A
1

r
µ(t)±(r ¡ ct) : (1.14)

La constante A est a priori arbitraire. Pour l'identi¯er, on portera cette expression dans l'¶equation
(1.6)1. On trouvera:

A =
c

4¼
: (1.15)

Bien sûr, ce raisonnement qualitatif, bien qu'il donne le r¶esultat exact, est insatisfaisant. Ce n'est
que par substitution dans l'¶equation initiale qu'on peut v¶eri¯er que la solution est e®ectivement con-
venable. Nous allons consacrer le prochain paragraphe µa une solution plus rigoureuse. En particulier,
nous n'aurons pas µa admettre la propagation des solutions µa la vitesse c qui est sans doute l'hypothµese
la moins justi¯¶ee a priori dans le raisonnement pr¶ec¶edent.

1Nous conseillons au lecteur d'e®ectuer ce calcul, qui impose une manipulation soigneuse des distributions. On
y comprendra mieux en particulier quel rôle joue la fonction µ(t) dans la fonction de Green. On verra qu'elle est
indispensable pour obtenir un comportement convenable au voisinage de l'origine.
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1.2 Solution rigoureuse

1.2.1 Fonction de Green

Pour r¶esoudre (1.6), nous allons passer dans l'espace r¶eciproque. Nous introduisons donc la transform¶ee
de Fourier quadridimensionnelle de G d¶e¯nie par:

~G(k; !) =
1

(2¼)2

Z
G(r; t)e¡i(k¢r¡!t) d3rdt ; (1.16)

oµu l'int¶egration doit s'e®ectuer sur tout l'espace{temps. La relation r¶eciproque s'¶ecrit simplement:

G(r; t) =
1

(2¼)2

Z
~G(k; !)ei(k¢r¡!t) d3kd! : (1.17)

L'avantage de la transformation de Fourier est de rendre triviaux les op¶erateurs di®¶erentiels sur l'espace
ou le temps. En prenant la transform¶ee de Fourier du premier membre de (1.6), on obtient simplement
(k2¡!2=c2) ~G. La transform¶ee de Fourier des fonctions de Dirac est une constante et l'¶equation (1.6)
se met ¯nalement dans l'espace r¶eciproque sous la forme:

(k2 ¡ !2=c2) ~G(k; !) = 1

4¼2
: (1.18)

La solution de cette ¶equation alg¶ebrique est ¶el¶ementaire:

~G(k; !) =
c2

4¼2
1

c2k2 ¡ !2 : (1.19)

Le problµeme est donc imm¶ediatement r¶esolu. Pour pouvoir utiliser cette solution, il faut toutefois
repasser dans l'espace r¶eel par une op¶eration de transformation de Fourier inverse qui, comme nous
allons le voir, est un peu plus complexe.

La fonction de Green dans l'espace r¶eel s'¶ecrit donc:

G(r; t) =
c2

16¼4

Z
ei(k¢r¡!t)

c2k2 ¡ !2 d
3kd! : (1.20)

Il est clair cette int¶egration n'est pas ¶el¶ementaire, puisque l'int¶egrande pr¶esente des pôles en ! = §ck.
On pourra d'ailleurs constater tout de suite que ces pôles coÄ³ncident avec la relation de dispersion
pour des ondes planes dans le vide, ce qui n'est pas tout µa fait un hasard. Pour r¶egler ce problµeme,
nous proc¶ederons en deux temps, d'abord µa l'int¶egration sur les fr¶equences puis µa l'int¶egration sur les
vecteurs d'onde.

Nous avons donc µa calculer:

I =

Z
¡ e¡i!t

(! ¡ ck)(! + ck) d! ; (1.21)

l'int¶egration s'e®ectuant sur tout l'axe r¶eel. La fonction µa int¶egrer ¶etant d¶e¯nie et analytique sur
l'ensemble du plan complexe, nous allons proc¶eder, comme il est d'usage en pareil cas, µa une d¶efor-
mation du contour d'int¶egration. Au lieu d'int¶egrer sur l'axe r¶eel, nous choisirons d'int¶egrer sur une
droite parallµele, correspondant µa des valeurs de ! de partie imaginaire constante ¶egale µa ². Si tout
se passe bien, nous pourrons prendre µa la ¯n des calculs la limite pour ² ! 0 et obtenir un r¶esultat
physique2. Nous choisirons ² > 0. Nous discuterons dans un moment ce qu'on obtiendrait en faisant
l'autre choix possible.

Pour appliquer le th¶eorµeme des r¶esidus, il nous faut fermer le contour d'int¶egration par un \demi{
cercle µa l'in¯ni" situ¶e soit dans le demi plan sup¶erieur, soit dans le demi plan inf¶erieur. Cette fermeture

2Nous verrons en fait que le r¶esultat ¯nal est ind¶ependant de ², rendant trivial le passage µa la limite.
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ck-ck ck-ck

C> C<

Figure 1.1: Contours d'int¶egration dans le plan complexe des fr¶equences pour le calcul de l'int¶egrale sur la fr¶equence !

intervenant dans la fonction de Green. Pour des temps n¶egatifs, le contour de gauche convient. Pour des temps positifs,

on choisira le contour de droite. Les pôles de la fonction µa int¶egrer sont situ¶es en §ck sur l'axe r¶eel.

est possible µa condition que cette nouvelle partie du contour ne contribue pas µa l'int¶egrale. Si t est
positif, e¡i!t tend vers 0 pour des points µa distance in¯nie dans le demi plan inf¶erieur, correspondant
µa des parties imaginaires n¶egatives pour !. Pour t > 0, nous int¶egrerons donc sur le contour C<
repr¶esent¶e µa droite sur la ¯gure 1.1. En revanche, pour t < 0, nous int¶egrerons sur le contour C> qui se
referme par un demi{cercle dans le demi plan sup¶erieur. Les pôles de la fonction µa int¶egrer ¶etant tous
deux sur l'axe r¶eel, nous trouvons donc imm¶ediatement que l'int¶egrale et, donc, la fonction de Green
sont nulles pour les instants n¶egatifs. G est donc proportionnelle µa la fonction de Heaviside µ(t). C'est
une simple expression de la causalit¶e, la source de ce potentiel n'existant qu'µa l'instant origine.

Si nous avions choisi initialement une partie imaginaire ² n¶egative pour notre contour d'int¶egration,
les choix de demi{cercles pour fermer le contour d'int¶egration en eussent ¶et¶e inchang¶es. En revanche,
comme on s'en persuadera ais¶ement, on aurait trouv¶e une fonction de Green non nulle pour t < 0, nulle
pour t > 0 : un potentiel qui pr¶ecµede la source. Une telle situation viole manifestement la causalit¶e
relativiste et ne peut convenir. Le choix d'une partie imaginaire positive pour ! n'est donc pas du tout
arbitraire3. On pourra, µa titre d'exercice, poursuivre le calcul avec ² < 0. Sans surprise, on trouvera,
au lieu des potentiels retard¶es en r ¡ ct, la solution non physique en potentiels \avanc¶es" en r + ct.
La pr¶esence de ces solutions parasites est clairement due au fait que l'¶equation de propagation est du
second ordre en t et se trouve donc invariante dans un renversement du sens du temps.

Nous n'avons donc plus µa calculer I que pour t > 0. Les r¶esidus de la fonction sont:

¡e
¡ickt

2ck
en ! = ck (1.22)

eickt

2ck
en ! = ¡ck : (1.23)

(1.24)

Compte tenu du sens dans lequel est parcouru C<, I est ¶egale µa ¡2i¼ fois la somme des r¶esidus. On
3Nous rencontrerons le même genre d'arguments dans la partie sur l'¶electromagn¶etisme dans la matiµere quand nous

¶etablirons les relations de Kramers{Kronig.
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trouve donc imm¶ediatement, en regroupant les termes:

I =
2¼

ck
sin ckt : (1.25)

En reportant cette expression dans celle de la fonction de Green, on obtient:

G(r; t) =
c

8¼3

Z
eik¢r

sin ckt

k
d3k : (1.26)

Pour proc¶eder µa cette derniµere int¶egration spatiale, nous utiliserons les coordonn¶ees sph¶eriques (k; µ; Á)
pour k (l'int¶egrande est ¶evidemment µa sym¶etrie sph¶erique, ce qui re°µete l'invariance par rotation).
L'axe vertical de ce repµere sera choisi align¶e avec r. Dans ce calcul, r apparâ³t comme une constante
et ce choix est possible pour chaque position. L'int¶egrale sur Á est triviale et donne un simple facteur
2¼. En remarquant que k ¢ r = kr cos µ, l'int¶egrale sur µ s'¶ecrit simplement:Z ¼

0
sin µeikr cos µ dµ =

2

kr
sin kr : (1.27)

Il ne nous reste ¯nalement que l'int¶egrale sur r µa calculer:

G(r; t) =
c

2¼2
1

r

Z 1

0
sin ckt sin kr dk : (1.28)

En transformant le produit de sinus en une somme de cosinus et en passant aux exponentielles com-
plexes, on a:

G(r; t) =
c

8¼2r

Z 1

0

h
eik(r¡ct) + e¡ik(r¡ct) ¡ eik(r+ct) ¡ e¡ik(r+ct)

i
dk

=
c

8¼2r

Z 1

¡1

h
eik(r¡ct) ¡ eik(r+ct)

i
dk : (1.29)

Pour passer µa la seconde ligne, on a remarqu¶e que les exponentielles complexes de la premiµere peuvent
être regroup¶ees deux par deux en proc¶edant au changement de variable k ! ¡k et en ¶etendant
donc l'int¶egration µa tout l'axe r¶eel. Les int¶egrales d'exponentielles complexes sur tout l'axe donnent
simplement, µa un facteur 2¼ prµes, des fonctions de Dirac et on a:

G(r; t) =
c

4¼

1

r
(±(r ¡ ct)¡ ±(r + ct)) : (1.30)

Nous ne devons pas oublier µa ce stade que le calcul n'a ¶et¶e e®ectu¶e que pour t > 0 et que la fonction
de Green est en fait proportionnelle µa µ(t). Pour des valeurs positives de t, la seconde fonction de
Dirac dans l'expression pr¶ec¶edente ne joue aucun rôle et nous pouvons ¯nalement ¶ecrire:

G(r; t) =
c

4¼

1

r
µ(t)±(r ¡ ct) : (1.31)

Nous avons maintenant une forme explicite de la fonction de Green. Avant d'aller plus loin, nous
allons la mettre sous une forme l¶egµerement di®¶erente, parfois mieux adapt¶ee µa certains calculs (nous
l'utiliserons en particulier pour ¶etablir la forme des potentiels retard¶es). Nous allons en e®et montrer
qu'on peut aussi ¶ecrire:

G(r; t) =
1

4¼

1

r
µ(r)±(t¡ r=c) : (1.32)

Pour ¶etablir trµes simplement ce r¶esultat, il su±t de remarquer que:

±(r ¡ ct) = ±(c(t¡ r=c)) = 1

c
±(t¡ r=c) : (1.33)
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1.2.2 Forme covariante

Nous avons ¶etabli les formes pr¶ec¶edentes de la fonction de Green en distinguant bien espace et temps.
Nous avons donc a priori perdu la covariance manifeste des ¶equations de Maxwell. Il n'en est heureuse-
ment rien en fait et on peut, par de simples manipulations alg¶ebriques, mettre la fonction de Green
sous une forme manifestement covariante.

Nous pouvons en e®et ¶ecrire:

µ(t)±(r ¡ ct) = µ(t) [±(r ¡ ct)¡ ±(r + ct)] : (1.34)

Nous avons en e®et d¶ejµa utilis¶e cette propri¶et¶e (la fonction de Heaviside annule l'action de la seconde
fonction de Dirac) dans l'¶etablissement de la forme ¯nale de la fonction de Green. La somme de
fonctions de Dirac peut être r¶e¶ecrite:

±(r ¡ ct)¡ ±(r + ct) = 2r±((ct¡ r)(ct+ r)) : (1.35)

Pour nous en convaincre, nous pouvons consid¶erer l'action de ±((ct ¡ r)(ct + r)) sur une fonction
r¶eguliµere f(r; t). Deux points contribuent µa l'int¶egrale sur r: §ct. Au voisinage du point r = ct, la
fonction de Dirac, consid¶er¶ee comme distribution sur t, est ¶equivalente µa ±(2r(ct¡ r)) = ±(ct¡ r)=2r.
Cette ¶equivalence, ajout¶ee µa la contribution de r = ¡ct, ¶etablit ¯nalement cette propri¶et¶e utile.

En remarquant que c2t2 ¡ r2 = x¹x¹, oµu les x¹ sont les coordonn¶ees contravariantes du point oµu
est calcul¶ee la fonction de Green, cette derniµere peut s'¶ecrire:

G(x¹) =
c

2¼
µ(x0)±(x¹x

¹) : (1.36)

La fonction de Dirac au second membre est manifestement covariante. La fonction de Heaviside l'est
aussi en d¶epit des apparences. Nous avons vu en e®et que les transformations de Lorentz n'a®ectaient
pas l'ordre temporel de deux ¶ev¶enements situ¶es dans ou sur le cône de lumiµere l'un de l'autre: pass¶e,
futur et causalit¶e sont des invariants relativistes. Le signe de x0 est donc un invariant relativiste. Nous
avons donc obtenu, avec (1.36), une forme manifestement covariante de la fonction de Green.

1.2.3 Potentiels retard¶es

La derniµere ¶etape µa franchir est ¶el¶ementaire. Il ne nous reste qu'µa reporter la fonction de Green dans
l'expression (1.12). Nous utiliserons pour cela la deuxiµeme forme de la fonction de Green. On a alors
la solution de l'¶equation aux potentiels sous la forme:

Á(r; t) =
1

4¼

Z
µ(jr¡ r1j)±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)jr¡ r1j S(r1; t1) d3r1 dt1 : (1.37)

Nous pouvons µa ce point oublier la fonction µ. Elle ne joue de rôle que pour des points sources r1
in¯niment proches du point d'observation r. Si la source est une r¶epartition continue de charges, la
contribution correspondante est in¯nit¶esimale. L'int¶egration sur le temps est alors triviale. Le seul
instant t1 qui contribue est tel que la source et le point d'observation soient sur le cône de lumiµere l'un
de l'autre (nous reverrons plus tard ce raisonnement sous une forme un peu di®¶erente en examinant
le rayonnement des charges en mouvement). On a donc:

Á(r; t) =
1

4¼

Z S(r1; t¡ jr¡ r1j=c)
jr¡ r1j d3r1 ; (1.38)

forme standard de la solution en termes de potentiels retard¶es. En ajoutant les facteurs dimensionnels,
on retrouve en e®et les formes habituelles pour les expressions des potentiels scalaire et vecteur:

V (r; t) =
1

4¼²0

Z
½(r1; t¡ jr¡ r1j=c)

jr¡ r1j d3r1 (1.39)

A(r; t) =
¹0
4¼

Z
j(r1; t¡ jr¡ r1j=c)

jr¡ r1j d3r1 : (1.40)
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L'interpr¶etation physique de ces expressions est si transparente que nous n'y reviendrons pas.



Chapitre 2

Di®raction: approche th¶eorique

Introduction

Un problµeme g¶en¶erique de di®raction est repr¶esent¶e sur la ¯gure 2.1. Une source de rayonnement
¶eclaire une portion d'espace µa travers un ¶ecran opaque perc¶e d'une ouverture. Nous cherchons µa
d¶eterminer les champs ou les potentiels en pr¶esence de l'¶ecran µa partir de ce qu'ils sont dans l'espace
libre. Bien sûr, le problµeme admet de nombreuses variantes, avec des ¶ecrans semi{transparents ou
des ¶ecrans ne modi¯ant que la phase des champs, mais le principe du calcul reste toujours le même.
Le volume dans lequel nous d¶esirons d¶eterminer le champ sera limit¶e par une surface ferm¶ee S (la
fermeture de la surface pourra ¶eventuellement se faire par une portion de \sphµere de l'in¯ni"). Il est
assez naturel que S coÄ³ncide avec l'¶ecran lµa oµu il est pr¶esent. Nous allons en fait proc¶eder en plusieurs
¶etapes.

Nous ¶etablirons d'abord la formule de Kirchho® qui permet de calculer le champ (ou plutôt, comme
dans le chapitre pr¶ec¶edent, une des composantes du potentiel) en tous points du volume V int¶erieur µa
S si on connâ³t le champ en tous points de la surface S µa tous les instants. Cette formule sera ¶etablie
sur des bases trµes g¶en¶erales µa partir de la fonction de Green. Bien sûr, elle permettrait de r¶esoudre
directement notre problµeme de di®raction si on connaissait le champ sur S.

En fait, le champ de la source est clairement nul µa l'in¯ni. Il est nul aussi en tous points de l'¶ecran,
µa condition de prendre S in¯niment proche de l'¶ecran du côt¶e oppos¶e µa la source. Cela r¶esulte de
l'hypothµese que l'¶ecran est totalement absorbant. Le problµeme serait donc r¶esolu si on connaissait
le champ sur la petite portion de S au voisinage imm¶ediat du \trou" perc¶e dans l'¶ecran. C'est bien
sûr lµa que r¶eside la di±cult¶e essentielle. Le champ dans cette r¶egion est en e®et la somme du champ
produit par la source et du champ rayonn¶e par les courants induits dans l'¶ecran. Tenir compte
convenablement de ceux-ci, c'est r¶esoudre explicitement les ¶equations de Maxwell avec les conditions
aux limites impos¶ees par l'¶ecran. Ce calcul est en g¶en¶eral tout µa fait impossible1. Il nous faut donc
faire une approximation pour pouvoir continuer.

Cette approximation, ¶equivalente au principe des ondelettes de Huygens, fera l'objet du second
paragraphe. Nous assimilerons simplement le champ sur S \dans le trou" au champ libre des sources
en l'absence d'¶ecran. C'est ¶evidemment une approximation trµes grossiµere. Nous pourrons cependant en
justi¯er la validit¶e dans la plupart des cas utiles et nous verrons dans la suite qu'elle rend ¶etonnamment
bien compte des ph¶enomµenes de di®raction les plus courants. Nous ¶etablirons alors une formule
donnant de fa»con assez g¶en¶erale le champ di®ract¶e dans le volume V.

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous retrouverons la formulation ¶el¶ementaire de la
th¶eorie de la di®raction en termes de transform¶ee de Fourier de la fonction de transparence de
l'¶ecran. Nous verrons que ce r¶egime s'¶etablit simplement en e®ectuant une approximation paraxi-

1Un seul cas a ¶et¶e r¶esolu explicitement par Sommerfeld, au d¶ebut du siµecle, celui de la di®raction par le bord d'un
demi{plan in¯niment mince. On trouvera le calcul d¶etaill¶e dans le Born et Wolf.

157
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S

E

Source

Figure 2.1: Situation g¶en¶erique d'un problµeme de di®raction. Une source ¶eclaire une portion de l'espace, limit¶ee par

une surface S, µa travers une ouverture dans un ¶ecran opaque E.

ale sur l'expression obtenue au paragraphe pr¶ec¶edent. Nous rappellerons alors briµevement un certain
nombre de r¶esultats standard relatifs µa ce r¶egime qui nous seront utiles dans une discussion qualitative
des applications de la di®raction.

2.1 Formule de Kirchho®

La situation qui nous pr¶eoccupe ici est donc celle repr¶esent¶ee sur la ¯gure 2.1 en l'absence de l'¶ecran
E. En d'autres termes, nous voulons calculer le champ en tous points du volume V int¶erieur µa la
surface S µa partir de la valeur du champ sur cette surface. Nous supposerons qu'il n'existe pas de
sources µa l'int¶erieur du volume V oµu nous calculons le champ. Si c'¶etait le cas, il faudrait ajouter µa
notre r¶esultat leur contribution, calcul¶ee par la formule des potentiels retard¶es. Il faut bien dire qu'on
n'¶eclaire pas en g¶en¶eral l'image de di®raction avec une lampe de poche plac¶ee derriµere l'¶ecran perc¶e!

Nous consid¶ererons bien sûr la forme g¶en¶erique de l'¶equation de propagation et, comme au chapitre
pr¶ec¶edent, nous noterons Á la composante du potentiel que nous appellerons syst¶ematiquement \champ"
par abus de langage et S sa source. Nous calculerons le champ en un point g¶en¶erique r; t du volume
V. Dans toute la suite, r1; t1 d¶esignera un point de la surface S ou du volume V µa un autre instant.

Comme il n'y a pas de sources dans V, on a

1Á(r1; t1) = 0 ; (2.1)

oµu 1 d¶esigne l'op¶erateur d'alembertien portant sur les coordonn¶ees spatio{temporelles du point
r1; t1. On a de même, en utilisant la d¶e¯nition de la fonction de Green:

1G(r¡ r1; t¡ t1) = ±(r¡ r1)±(t¡ t1) (2.2)

(nous d¶erivons ici par rapport µa r1 et non par rapport µa r, mais le r¶esultat est le même puisque
ne fait intervenir que des d¶eriv¶ees du second ordre, insensibles au signe de l'argument). On d¶eduit
imm¶ediatement de ces deux expressions que:

G 1Á¡ Á 1G = ¡Á(r1; t1)±(r¡ r1)±(t¡ t1) : (2.3)
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Int¶egrons maintenant les deux membres de cette ¶equation sur le temps t1 et sur les points r1 du volume
V. L'int¶egrale du second membre donne trivialement ¡Á(r; t). On a donc:

¡Á(r; t) =
Z
V
d3r1

Z 1

¡1
dt1

£
G 1Á¡ Á 1G

¤
(2.4)

Nous chercherons maintenant µa transformer l'int¶egrale de volume en une int¶egrale sur la surface S.
Pour cela, rempla»cons maintenant le d'alembertien par son expression explicite: 1 = 1=c

2@2=@t21¡
¢1. L'int¶egrale fait alors intervenir une somme de deux termes, l'un contenant les d¶eriv¶ees temporelles
et l'autre les op¶erateurs laplaciens. Les termes temporels s'¶ecrivent:

G
@2Á

@t21
¡ Á@

2G

@t21
=

@

@t1

∙
G
@Á

@t1
¡ Á@G

@t1

¸
(2.5)

L'int¶egration temporelle est donc imm¶ediate. Elle donne un terme proportionnel µa Á et G, ¶evalu¶e µa
t1 = ¡1 ou t1 =1. Trµes clairement, tout modµele raisonnable doit supposer que les champs s'annulent
µa des instants in¯niment lointains. Ce terme tout int¶egr¶e est donc manifestement nul et il ne reste
que les termes en laplacien:

Á(r; t) =

Z
V
d3r1

Z 1

¡1
dt1(G¢1Á¡ Á¢1G) : (2.6)

Le terme µa int¶egrer est manifestement une divergence:

G¢1Á¡ Á¢1G =r1 ¢ [Gr1Á¡ Ár1G] : (2.7)

On peut imm¶ediatement transformer l'int¶egrale de volume en une int¶egrale sur S et ¶ecrire:

Á(r; t) =

Z 1

¡1
dt1

Z
S
dS1 ¢ [Gr1Á¡ Ár1G] ; (2.8)

oµu dS1 est l'¶el¶ement de surface de S (avec l'orientation classique de la normale sortante). Une simple
convention de notations nous permet alors d'obtenir la formule de Kirchho® sous sa forme standard.
Nous d¶e¯nirons la \d¶eriv¶ee normale" d'une fonction Á sur la surface S comme:

@Á

@n
= n ¢r1Á ; (2.9)

oµu n est le vecteur unitaire normal µa S. Remarquant que dS1 = dS1n, nous avons ¯nalement:

Á(r; t) =

Z 1

¡1
dt1

Z
S

∙
G
@Á

@n
¡ Á@G

@n

¸
dS1 : (2.10)

Nous avons donc rempli nos objectifs en exprimant le champ en tous points int¶erieurs µa V en fonction du
champ uniquement sur S. Bien sûr, la connaissance du champ sur S µa tous les instants est n¶ecessaire
pour reconstituer tout le champ dans V. La formule de Kirchho® ainsi ¶etablie est parfaitement
g¶en¶erale et exacte. Notons qu'il en existe d'autres versions beaucoup plus sophistiqu¶ees, permettant
par exemple de traiter les fonctions de corr¶elation du champ. On les trouvera d¶ecrites dans le Born
et Wolf.

2.2 Principe de Huygens

Si la formule de Kirchho® r¶esout parfaitement la question en l'absence d'¶ecran, elle ne nous est pas
directement utile pour la di®raction. En e®et, dans le cas de la ¯gure 2.1, il est clair que le champ
Á est nul en tous les points de S qui sont directement situ¶es derriµere l'¶ecran. Il est nul ¶egalement
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Figure 2.2: Conventions d'orientation et notations pour le calcul du champ di®ract¶e.

sur les portions de S situ¶ees µa l'in¯ni. Il n'est non nul en fait que sur les portions de S qui sont
situ¶ees imm¶ediatement derriµere le trou dans l'¶ecran E. Le problµeme est que le champ µa ce niveau est
la somme des champs produits par les sources et des champs rayonn¶es par les courants induits dans
l'¶ecran. Ceux-ci, comme nous l'avons d¶ejµa vu, ne sont pas en g¶en¶eral calculables. Il nous faut donc
recourir µa une approximation pour poursuivre.

Cette approximation est plutôt brutale. Nous allons supposer que les champs en tous points de
la surface S derriµere le trou sont identiques aux champs rayonn¶es par les sources en l'absence de
l'¶ecran. Nous n¶egligeons ainsi les courants induits dans l'¶ecran qui sont pr¶ecis¶ement responsables
de son opacit¶e! Nous pouvons cependant essayer d'imaginer dans quels types de conditions cette
approximation pourrait être valable.

Elle est d'abord loin d'être valable si les dimensions du trou sont de l'ordre de la longueur d'onde
ou plus petites. Il est clair que, dans une telle structure, les champs sont consid¶erablement modi¯¶es
par rapport µa ce qu'ils sont dans l'espace libre2. Il est clair aussi que cette approximation tombe si
l'¶epaisseur de l'¶ecran est beaucoup plus grande que les dimensions transverses du trou. Lµa aussi, les
champs µa la sortie n'ont rien µa voir avec les champs directement rayonn¶es par les sources. Si cette
approximation grossiµere a quelques chances de re°¶eter la r¶ealit¶e, c'est pour des ouvertures ayant une
extension grande devant la longueur d'onde et perc¶ees dans des ¶ecrans minces. Heureusement, c'est
une situation qu'on rencontre souvent en optique. En fait, cette approximation est bien meilleure en
pratique que ne le laisse supposer son aspect.

Nous allons pouvoir alors expliciter le calcul des d¶eriv¶ees de la fonction de Green et du champ et
terminer le calcul de la formule de Kirchho®. Pour simpli¯er encore un peu, nous allons supposer (ce
qui est en g¶en¶eral le cas en pratique) que les sources sont monochromatiques et situ¶ees loin de l'¶ecran
(µa l'¶echelle de la taille du trou). En d'autres termes, nous allons assimiler le champ des sources µa une
onde plane de fr¶equence ! au niveau du trou. Nous consid¶ererons des points r1 sur la portion de la
surface S au \voisinage" du trou. La ¯gure 2.2 pr¶ecise un certain nombre de conventions d'orientation.

Nous choisirons une origine O situ¶ee dans cette portion de S. La normale n µa S est orient¶ee en
direction de la source. Si le trou est assez petit, nous pourrons assimiler la portion utile de S µa un

2Notons que, dans ce cas, le calcul des champs transmis est possible. En e®et, les ph¶enomµenes de propagation jouant
peu pour des dimensions plus petites que ¸, on peut raisonner comme si les champs ¶etaient statiques. On calcule donc
le champ ¶electrique, en ¶electrostatique, µa l'ori¯ce du trou. On lui ajoute alors une d¶ependance sinusoÄ³dale en temps et
on peut calculer ensuite le champ rayonn¶e, par exemple en appliquant la formule de Kirchho® µa une surface bien choisie.
On trouvera des discussions de problµemes similaires dans le Jackson.
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plan. n est donc constant. Les sources sont situ¶ees µa grande distance en r0 dans une direction faisant
un angle ®0 avec n. Le vecteur d'onde de l'onde plane incidente sera not¶e k0. Le point d'observation
r est situ¶e dans une direction faisant un angle ®1 avec l'oppos¶e de n. Nous noterons u le vecteur
unitaire de la direction d'observation. Le point courant de l'int¶egration est simplement rep¶er¶e par sa
position r1.

Nous avons donc essentiellement µa calculer @Á=@n et @G=@n. Le champ des sources au point r1
s'¶ecrit:

Á(r1; t1) = e
ik0¢r1e¡i!t1 : (2.11)

On a donc
r1Á = ik0Á (2.12)

et
@Á

@n
= ¡ik cos®0Á(r1; t1) ; (2.13)

oµu k est le module du vecteur d'onde incident k0. Dans ce calcul, on prendra garde aux di®¶erentes
orientations.

Ecrivons maintenant @G=@n. Le gradient de G(r¡ r1; t¡ t1) peut s'¶ecrire, en remarquant que la
fonction de Green est µa sym¶etrie sph¶erique par rapport au point source ou au point d'observation:

r1G = ¡u @G

@jr1 ¡ rj : (2.14)

Nous utiliserons pour G la forme (1.32). r ¶etant dans ce cas toujours trµes di®¶erent de r1, la distribution
µ ne joue aucun rôle et nous pouvons l'oublier dans le calcul de la d¶eriv¶ee. Nous devons donc d¶eriver
±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)=4¼jr¡ r1j ce qui donne imm¶ediatement:

r1G = u

∙
±0(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)

4¼cjr¡ r1j +
±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)

4¼jr¡ r1j2
¸
; (2.15)

oµu ±0 d¶esigne la d¶eriv¶ee de la distribution de Dirac par rapport µa son argument. Le gradient de G fait
donc intervenir deux termes. L'un est en 1=jr¡ r1j, l'autre en 1=jr¡ r1j2. Quand l'observation a lieu
µa grande distance, le second terme est n¶egligeable par rapport au premier. On peut bien sûr ne pas
être trµes convaincu par un raisonnement d'ordres de grandeur appliqu¶e µa des distributions. Notons
qu'on peut rendre le raisonnement plus rigoureux en faisant agir les deux distributions pr¶esentes dans
le gradient de G sur une fonction r¶eguliµere du temps et de l'espace oscillant µa la fr¶equence !, f . Le
deuxiµeme terme donne une contribution en f=jr¡r1j2 et le premier une contribution en f(!=c)=jr¡r1j.
Comme !=c n'est autre que la longueur d'onde ¸ du rayonnement, le premier terme est plus grand
que le second par un facteur de l'ordre de jr¡ r1j=¸. Nous pouvons donc n¶egliger le deuxiµeme terme
dµes que la distance d'observation est notablement plus grande que ¸. L'¶ecriture ¯nale de @G=@n ne
pose aucun problµeme et on a:

@G

@n
= ¡ 1

4¼c
cos®1

±0(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c)
jr¡ r1j : (2.16)

Nous reportons alors l'expression des d¶eriv¶ees normales dans la formule de Kirchho® (2.10). Nous
commencerons par estimer le terme le plus complexe, en Á@G=@n. Il s'¶ecrit:

A = ¡
Z 1

¡1
dt1

Z
dS1 Á

@G

@n

=

Z
dS1

1

4¼c
cos®1

1

jr¡ r1j
Z 1

¡1
dt1 Á(r1; t1)±

0(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c) ; (2.17)

en proc¶edant d'abord µa l'int¶egrale sur t1 et en en ôtant tous les termes ind¶ependants de t1. Dans cette
expression et toutes les suivantes, l'int¶egrale de surface s'¶etend uniquement µa la portion de S situ¶ee
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imm¶ediatement derriµere l'ori¯ce. On pourrait ¶etendre l'int¶egration µa toute la surface en multipliant Á
par une fonction de transparence, nulle partout sauf dans ce domaine. Pour ne pas alourdir inutilement
les notations, nous ne proc¶ederons µa cette transformation que dans le paragraphe suivant. L'int¶egrale
sur le temps peut se calculer par parties. Le terme tout int¶egr¶e est manifestement nul en raison de la
pr¶esence de la distribution de Dirac. L'int¶egrale sur t1 s'¶ecrit donc ¯nalementZ 1

¡1
dt1

@Á

@t1
±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c) = @Á

@t1

¶
t1=t¡jr¡r1j=c

: (2.18)

Á ¶etant une fonction oscillante µa la fr¶equence !, sa d¶eriv¶ee temporelle µa l'instant retard¶e peut tout
aussi bien s'¶ecrire:

@Á

@t1

¶
t1=t¡jr¡r1j=c

= ¡i!Á(r1; t)eikjr¡r1j : (2.19)

Remarquons que nous faisons, par un arti¯ce trivial, intervenir ici la valeur du champ estim¶ee au point
r1, non pas au temps retard¶e t1, mais bien au temps d'observation t. L'avantage imm¶ediat de cette
approche est que le temps d'observation, au contraire du temps retard¶e, est invariable quand r1 varie
(nous n'avons toujours pas fait l'int¶egration spatiale). On a donc ¯nalement:

A = ¡ i!

4¼c

Z
dS1 cos®1Á(r1; t)

eikjr¡r1j

jr¡ r1j (2.20)

Nous calculons maintenant l'autre terme dans la formule de Kirchho®:

B =

Z 1

¡1
dt1

Z
dS1G

@Á

@n

=

Z
dS1

¡ik cos®0
4¼jr¡ r1j

Z 1

¡1
dt1 Á(r1; t1)±(t¡ t1 ¡ jr¡ r1j=c) : (2.21)

L'int¶egrale sur le temps est triviale et donne:

Á(r1; t¡ jr¡ r1j=c) = Á(r1; t)eikjr¡r1j : (2.22)

On a donc ¯nalement:

B = ¡ ik
4¼

Z
dS1 cos®0Á(r1; t)

eikjr¡r1j

jr¡ r1j (2.23)

En regroupant les termes A et B et en remarquant que k = 2¼=¸ et !=c = k, on obtient ¯nalement:

Á(r; t) =
1

i¸

Z
dS1 ÂÁ(r1; t)

eikjr¡r1j

jr¡ r1j ; (2.24)

avec

Â =
1

2
(cos®0 + cos®1) : (2.25)

L'interpr¶etation physique de cette expression est transparente. Le champ au point d'observation
s'¶ecrit comme la somme d'ondes sph¶eriques (le terme en eikr=r) rayonn¶ees par les di®¶erents points
du trou. Chacune de ces ondes a une amplitude proportionnelle µa l'amplitude de l'onde incidente
(terme en Á), multipli¶ee par un terme constant en 1=i¸ et par un facteur purement g¶eom¶etrique
d¶ecrivant l'inclinaison des \rayons lumineux" par rapport µa la normale, Â. Nous retrouvons ici sur
une base \rigoureuse" le principe des ondelettes de Huygens. Les premiµeres approches th¶eoriques
de la di®raction postulaient en e®et que chaque ¶el¶ement de surface de l'ouverture di®ractante ¶etait
une \source secondaire" d'une \ondelette" sph¶erique d'amplitude proportionnelle µa celle de l'onde
incidente. On retrouve ainsi l'essentiel de la formule (2.24). Il n'y manque que le pr¶efacteur qui n'a
aucune importance si on ne s'int¶eresse ¯nalement qu'µa l'intensit¶e di®ract¶ee en valeur relative et le
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facteur Â. Celui-ci est trµes voisin de l'unit¶e si l'¶ecran est µa peu prµes normal µa la direction de l'onde
incidente et de l'onde di®ract¶ee, ce qui est en g¶en¶eral le cas dans une exp¶erience de ce type. Notons
que cette d¶ependance en cosinus des angles n'est pas sans rappeler la loi de Lambert d'¶emissivit¶e des
surfaces.

Le calcul pratique de l'int¶egrale est en g¶en¶eral assez di±cile, comme on pourra s'en convaincre
ais¶ement. Un des succµes les plus marquants de l'optique ondulatoire, qui s'est longtemps oppos¶ee
µa une conception corpusculaire, a ¶et¶e la d¶emonstration th¶eorique et exp¶erimentale, par Poisson, de
la pr¶esence d'un maximum d'intensit¶e sur l'axe, µa distance ¯nie, pour la di®raction par un obstacle
circulaire. Le d¶eveloppement des calculs de di®raction au siµecle dernier a suscit¶e l'introduction de
nombreuses fonctions sp¶eciales, telles la c¶elµebre fonction d'Airy. Des m¶ethodes graphiques ont aussi
¶et¶e d¶evelopp¶es pour sommer les amplitudes di®ract¶ees (m¶ethode des spirales de Cornu, par exemple).
Avec les calculateurs num¶eriques, ces m¶ethodes sont tomb¶ees en d¶esu¶etude. Elles ont cependant un
contenu physique qui est loin d'être inint¶eressant (on pensera en particulier µa la m¶ethode des zones
de Fresnel). On pourra consulter, pour en savoir plus, le Bruhat{Kastler d'optique, trµes complet sur
ce sujet.

2.3 Di®raction de Fraunhofer

2.3.1 Approximation paraxiale

Nous restreindrons un peu la g¶en¶eralit¶e du paragraphe pr¶ec¶edent pour obtenir des expressions plus
simples. Nous d¶ecrirons en fait une exp¶erience typique de di®raction telle qu'elle est r¶ealis¶ee en optique.
En g¶en¶eral, l'¶ecran est plan et la source l'¶eclaire normalement. On a donc cos®0 = 1 et Á est une
constante dans le domaine d'int¶egration que nous noterons Á1. Nous ferons aussi l'hypothµese que
l'observation s'e®ectue µa trµes grande distance. Nous ne garderons donc dans l'expression ¯nale que
les termes au premier ordre non trivial en 1=jr¡ r1j. Finalement, nous supposerons que les angles de
di®raction sont petits et donc que la direction d'observation est, elle aussi, pratiquement normale au
plan de l'¶ecran. On aura donc cos®1 = 1 et donc Â = 1. Notons que cette approximation est tout
µa fait consistante avec l'hypothµese d'illumination normale et le principe de Huygens qui ne tient que
pour des ouvertures notablement plus grande que ¸, pour lesquelles les angles de di®raction restent
mod¶er¶es.

En reportant ces di®¶erentes hypothµeses dans (2.24), on met le champ di®ract¶e sous la forme:

Á(r; t) =
Á1
i¸

Z
dS1

eikjr¡r1j

jr¡ r1j : (2.26)

L'int¶egrale, lµa encore, ne porte que sur la portion de S situ¶ee imm¶ediatement derriµere l'ouverture.
Comme l'observation se fait µa grande distance, le terme 1=jr ¡ r1j varie trµes peu quand le point r1
parcourt le domaine d'int¶egration. Il est donc tout µa fait l¶egitime de remplacer, µa l'ordre le plus bas,
ce terme par 1=r, distance de l'origine (situ¶ee dans le domaine d'int¶egration par hypothµese) au point
d'observation. Le terme de phase, en revanche, doit être trait¶e plus soigneusement. Il peut varier
notablement sur le domaine d'int¶egration, puisqu'une variation de l'ordre de ¸ de la distance su±t.
Nous allons donc d¶evelopper ce terme:

(r¡ r1)2 ' r2(1¡ 2r ¢ r1
r2

) (2.27)

et donc:
jr¡ r1j ' r ¡ r ¢ r1

r
: (2.28)

L'exponentielle complexe peut donc s'¶ecrire:

eikjr¡r1j = eikre¡ik¢r1 (2.29)
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en posant

k = k
r

r
= ku : (2.30)

Nous allons ¶egalement ¶etendre formellement l'int¶egration µa tout le plan de l'¶ecran. Nous rep¶ererons
les positions dans l'espace par un triµedre Oxyz. L'origine O est la même. Les axes Ox et Oy sont dans
le plan de l'¶ecran, l'axe Oz pointe dans la direction d'observation. Pour ¶etendre l'int¶egration, nous
introduisons donc la fonction de transparence de l'¶ecran T (x; y). Elle est ¶egale µa un en tous points
de l'ori¯ce, µa z¶ero partout ailleurs. Avec ces notations, en utilisant les r¶esultats pr¶ec¶edents, le champ
di®ract¶e µa la distance r dans la direction k d¶e¯nie simplement par les composantes transverses kx et
ky du vecteur k s'¶ecrit:

Á(kx; ky; r) =
Á1
i¸

eikr

r

Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡i(kxx1+kyy1) : (2.31)

Nous retrouvons ici le r¶esultat central des cours ¶el¶ementaires sur la di®raction: l'amplitude dif-
fract¶ee est proportionnelle µa la transform¶ee de Fourier bidimensionnelle de la fonction de transparence
~T (kx; ky). Le terme nouveau dans notre approche est le pr¶efacteur. Avant d'explorer rapidement
les propri¶et¶es essentielles de la ¯gure de di®raction, mentionnons que le calcul pr¶ec¶edent peut être
g¶en¶eralis¶e sans di±cult¶es µa une incidence arbitraire. L'onde incidente a alors une phase d¶ependant
lin¶eairement de la position dans l'ori¯ce. Le r¶esultat de ce facteur de phase additionnel est une simple
translation de la transform¶ee de Fourier. Essentiellement, la ¯gure de di®raction est la même qu'en
incidence normale mais elle se trouve centr¶ee autour de la direction incidente (un r¶esultat bien intuitif
si on imagine une ouverture de trµes grande taille). Nous conseillons au lecteur d'¶etablir les expressions
correspondantes µa titre d'exercice.

2.3.2 Di®¶erentes expressions de la ¯gure de di®raction

Avant de nous pencher sur les propri¶et¶es g¶en¶erales de la di®raction, nous allons mettre (2.31) sous des
formes ¶equivalentes, correspondant µa di®¶erents modes d'observation de la ¯gure de di®raction.

Notons tout d'abord qu'on peut facilement exprimer Á en fonction des angles ® et ¯ que font les
projections dans les plans xOz et yOz du vecteur k avec l'axe Oz:

® = kx=k

¯ = ky=k ;

ces angles ¶etant tous petits dans l'approximation paraxiale. On a alors:

Á(®; ¯; r) =
Á1
i¸

eikr

r

Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡ik(®x1+¯y1) : (2.32)

Telle que nous l'avons calcul¶ee, la ¯gure de di®raction n'est observable qu'µa l'in¯ni (c'est µa dire
µa une distance de l'¶ecran grande par rapport µa toutes les dimensions du problµeme). En pratique, on
peut, par exemple, recueillir simplement la ¯gure de di®raction sur un ¶ecran plan, perpendiculaire µa
Oz, situ¶e µa une distance D de l'origine. C'est la maniµere dont on procµede quand la ¯gure de di®raction
est su±samment lumineuse (par exemple quand on ¶eclaire l'objet di®ractant par un faisceau laser).
En rep¶erant les points de cet ¶ecran par leurs coordonn¶ees x et y, on constate imm¶ediatement que
kx = kx=D et ky = ky=D. On peut alors mettre le champ re»cu au point x; y sous la forme:

Á(x; y;D) =
Á1
i¸

eikD

D

Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡i(k=D)(xx1+yy1) : (2.33)

Si la ¯gure de di®raction n'est pas trµes lumineuse, il peut être avantageux de l'observer µa distance
¯nie dans le plan focal d'une lentille convergente d'axe optique Oz. En rep¶erant lµa encore le plan focal
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par les coordonn¶ees x et y, on montre facilement que la direction d¶e¯nie par ® et ¯ est conjugu¶ee
par la lentille du point x = f®, y = f¯ oµu f est la distance focale de la lentille. En omettant les
pr¶efacteurs (qui d¶ependraient dans ce cas de l'ouverture num¶erique de la lentille), on met alors la
¯gure de di®raction sous la forme:

Á(x; y) /
Z
dx1dy1 T (x1; y1)e

¡i(k=f)(xx1+yy1) : (2.34)

Pour toutes ces ¶ecritures di®¶erentes, la propri¶et¶e essentielle demeure: la ¯gure de di®raction est la
transform¶ee de Fourier µa deux dimensions de la fonction de transparence.

2.3.3 G¶en¶eralisation µa une transparence arbitraire

Telle que nous l'avons d¶e¯nie, la fonction de transparence vaut 0 ou 1 et correspond au cas d'un
¶ecran qui est soit totalement absorbant soit totalement transparent. En r¶ealit¶e, un objet di®ractant
peut modi¯er continûment l'amplitude de l'onde incidente et alt¶erer sa phase. L'onde incidente ¶etant
plane et normale au plan de l'¶ecran, l'amplitude en amont de l'¶ecran s'¶ecrit toujours Á1. La quan-
tit¶e qui intervient dans tous nos raisonnements pour d¶eterminer le champ di®ract¶e est la valeur de
l'amplitude sur la surface S qui est situ¶ee en aval de l'¶ecran. Si l'¶ecran est su±samment mince, son
e®et sur l'amplitude en un point est a priori une multiplication de l'amplitude incidente en ce point
par un facteur r¶eel de r¶eduction (ou d'ampli¯cation) d'intensit¶e et par une phase, c'est µa dire par
un facteur complexe. La condition pour que l'on puisse traiter aussi simplement la transmission par
un objet de phase est que celui-ci soit assez mince3. Une lentille mince, par exemple, dans un plan
situ¶e imm¶ediatement derriµere elle, ne modi¯e que la phase de l'onde mais pas la r¶epartition initiale
d'amplitude. Il su±t pour cela, en termes de rayons lumineux, que la d¶eviation d'un rayon dans la tra-
vers¶ee de l'objet soit n¶egligeable devant les dimensions transverses caract¶eristiques du problµeme. Une
lentille mince, un verre inhomogµene ob¶eiraient µa ces conditions. En revanche, une sphµere di¶electrique
pleine ou un verre fortement d¶epoli (et donc constitu¶e de micro-lentilles) ne les respecteraient pas.
La fonction de transparence ainsi g¶en¶eralis¶ee est donc une fonction µa valeurs complexes. Toutes les
expressions de la ¯gure de di®raction obtenues dans les paragraphes pr¶ec¶edents restent valables.

2.3.4 Propri¶et¶es g¶en¶erales de la ¯gure de di®raction

Nous allons d¶egager dans ce paragraphe quelques propri¶et¶es g¶en¶erales de la ¯gure de di®raction qui
ne sont en fait qu'une r¶e¶ecriture des propri¶et¶es standard de la transform¶ee de Fourier.

Etendue spatiale et angulaire

Il est bien connu que l'¶etendue de la transform¶ee de Fourier est inversement proportionnelle µa l'¶etendue
de la fonction. Plus la fonction de transparence aura des variations rapides, plus elle sera localis¶ee,
plus la ¯gure de di®raction sera ouverte. Plus pr¶ecis¶ement, si ¢x1 est l'extension caract¶eristique de
la fonction de transparence dans la direction x1, l'¶etendue de la ¯gure de di®raction sera, en termes
des di®¶erentes variables utilis¶ees pour la d¶ecrire:

² ¢kx = 1=¢x1 en termes des composantes du vecteur d'onde;
² ¢® = 1=(k¢x1) en termes des coordonn¶ees angulaires;
² ¢x = D=(k¢x1) pour une projection µa l'in¯ni;
² ¢x = f=(k¢x1) pour l'observation dans le plan focal d'une lentille.
3Ce genre d'approximations est assez largement utilis¶e dans de nombreux domaines de la physique. On le rencontre

en particulier en m¶ecanique quantique pour d¶ecrire l'e®et d'un potentiel localis¶e sur une onde plane incidente. Dans ce
contexte, le r¶egime qui nous int¶eresse porte le nom de \r¶egime de Raman{Nath".
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Di®raction et translation

Consid¶erons deux ¶ecrans caract¶eris¶es par deux fonctions de transmission Ta et Tb. Nous supposerons
que le second ¶ecran se d¶eduit du premier par une simple translation spatiale:

Tb(x1; y1) = Ta(x1 ¡ x0; y1 ¡ y0) : (2.35)

En notant Áa et Áb les deux ¯gures de di®raction et en omettant les pr¶efacteurs pour all¶eger les
notations, on a:

Áb(kx; ky) =

Z
Tb(x1; y1)e

¡i(kxx1+kyy1)

=

Z
Ta(x1 ¡ x0; y1 ¡ y0)e¡i(kxx1+kyy1)

= e¡i(kxx0+kyy0)
Z
Ta(x1; y1)e

¡i(kxx1+kyy1) : (2.36)

Les deux ¯gures de di®raction sont donc identiques, µa un facteur de phase prµes. A titre d'exercice, on
pourra ¶ecrire ce facteur de phase pour les autres expressions de la ¯gure de di®raction.

Th¶eorµeme des ¶ecrans compl¶ementaires

Consid¶erons encore deux ¶ecrans, de fonctions de transmission Ta et Tb. Nous dirons que ces ¶ecrans
sont compl¶ementaires si:

Tb + Ta = 1 : (2.37)

Pour des ¶ecrans absorbants perc¶es, la compl¶ementarit¶e exprime simplement que tout point opaque
sur l'un est transparent sur l'autre et r¶eciproquement. Un trou circulaire est ainsi compl¶ementaire
d'un obstacle circulaire de même diamµetre. Les ¯gures de di®raction Áa et Áb sont simplement les
transform¶ees de Fourier de Ta et Tb. La lin¶earit¶e de la transform¶ee de Fourier et la relation de
compl¶ementarit¶e nous permettent donc d'¶ecrire, en omettant une fois de plus les pr¶efacteurs:

Áa + Áb /
Z
e¡i(kxx1+kyy1) ' ±(kx)±(ky) : (2.38)

On a donc:
Áa = ¡Áb (2.39)

partout sauf dans la direction de l'axe Oz. On en d¶eduit le th¶eorµeme des ¶ecrans compl¶ementaires ou
th¶eorµeme de Babinet: les ¯gures de di®raction de deux ¶ecrans compl¶ementaires sont identiques sauf
sur l'axe.

La di®¶erence entre les ¯gures de di®raction sur l'axe a une origine trµes claire. Dans le cas d'un
diaphragme circulaire, par exemple, il y a beaucoup moins (in¯niment moins) de lumiµere transmise
dans la direction initiale de l'onde plane ¶eclairante que pour un obstacle circulaire compl¶ementaire.
Nous verrons dans le prochain chapitre qu'on peut utiliser un diaphragme circulaire pour ¯ltrer une
image optique. On peut par exemple puri¯er g¶eom¶etriquement un faisceau laser par ce moyen. Il est
¶evident, bien que le ¯ltrage soit fond¶e sur les propri¶et¶es de la ¯gure de di®raction, que le faisceau
transmis serait trµes di®¶erent si on utilisait un ¶ecran compl¶ementaire, puisqu'il n'y aurait plus de
lumiµere!

2.3.5 Quelques exemples

Nous rappellerons trµes briµevement dans ce paragraphe l'expression de quelques ¯gures de di®raction
trµes standard, auxquelles les cours ¶el¶ementaires ont du familiariser le lecteur. Si ce n'¶etait pas le cas,
nous engageons le lecteur µa r¶etablir ces expressions.
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Fente

Nous consid¶erons d'abord une fente rectangulaire dont les côt¶es sont align¶es avec les axes, de largeur
a selon Ox, b selon Oy. Nous exprimerons la ¯gure de di®raction Áf en termes des angles ® et ¯ et
nous omettrons une partie des pr¶efacteurs. On a:

Áf (®; ¯) / absin(k®a=2)
k®a=2

sin(k¯b=2)

k¯b=2
: (2.40)

On se reportera aux manuels d'optique pour y voir cette ¯gure de di®raction.

Fentes d'Young

Nous consid¶erons deux fentes rectangulaires identiques µa la pr¶ec¶edente s¶epar¶ees par une distance `
le long de Ox. C'est la con¯guration de l'exp¶erience des interf¶erences d'Young, la plus simple des
exp¶eriences d'interf¶erom¶etrie optique. La ¯gure de di®raction Áy s'obtient imm¶ediatement en utilisant
les propri¶et¶es de translation et la lin¶earit¶e de la transformation. On a:

Áy(®; ¯) = Áf (1 + e
¡ik®`) ; (2.41)

oµu Áf est la ¯gure de di®raction d'une des fentes. On peut, µa partir de lµa, exprimer l'intensit¶e di®ract¶ee:

I(®; ¯) = 4If cos
2 k®`

2
; (2.42)

oµu If est l'intensit¶e di®ract¶ee par une fente unique. La s¶eparation entre les fentes ¶etant bien sûr
plus grande que leur largeur, la modulation due µa la superposition des ¯gures de di®raction des deux
fentes est beaucoup plus rapide que l'extension de If . On retrouve donc des interf¶erences modulant
la ¯gure de di®raction d'une fente unique. L'interfrange est, en termes de l'angle ®, de 2¼=k` = ¸=`,
un r¶esultat qu'on peut retrouver de maniµere ¶el¶ementaire en consid¶erant la di®¶erence de marche entre
les deux rayons lumineux provenant des deux fentes.

R¶eseau

Le r¶eseau g¶en¶eralise µa N fentes dispos¶ees r¶eguliµerement les r¶esultats pr¶ec¶edents. On obtient, par les
mêmes arguments:

Ár / Áf
³
1 + e¡ik®` + e¡i2k®` + ¢ ¢ ¢+ e¡iNk®`

´
= Áf

1¡ e¡iNk®`
1¡ e¡ik®`

/ Áf
sin kN®`=2

sin k®`=2
: (2.43)

Notons que nous avons ¶elimin¶e un facteur de phase global sans importance physique en cours de calcul.
Áf est bien sûr la ¯gure de di®raction d'une fente unique. L'allure de Ár est assez complexe. Elle
pr¶esente essentiellement des maxima principaux pour

® =
p¸

`
; (2.44)

oµu p est un entier. Ces maxima principaux sont appel¶es \ordres du r¶eseau". Leur largeur est de l'ordre
de ¸=4N`. Ils sont donc beaucoup plus ¯ns que la ¯gure de di®raction de la fente ou que l'interfrange
des fentes d'Young. Cette ¯nesse est µa l'origine du pouvoir de r¶esolution ¶elev¶e, proportionnel au
nombre de traits, des r¶eseaux utilis¶es en spectroscopie.
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L'amplitude des maxima principaux est proportionnelle µa N . L'intensit¶e est donc quadratique dans
le nombre de fentes, ce qui re°µete l'addition coh¶erente des amplitudes issues des di®¶erentes fentes. Par
\coh¶erente", dans ce cas, on entend que ces amplitudes sont toutes en phase (plus g¶en¶eralement,
on r¶eserve ce terme aux cas oµu les amplitudes intervenant dans une sommation ont des relations de
phase).

R¶eseau al¶eatoire

Posons{nous maintenant le problµeme d'un r¶eseau de N fentes r¶eparties al¶eatoirement et non plus
r¶eguliµerement dans le plan. Nous noterons xi; yi la position du centre de chaque fente. Nous ne nous
pr¶eoccuperons pas d'¶eventuels problµemes de recouvrement, supposant que les fentes sont su±sam-
ment petites et de densit¶e su±samment faible. Cette situation mod¶elise assez bien, par exemple, la
di®raction par un brouillard (sur le pont de Tolbiac) de ¯nes gouttelettes. En appliquant les mêmes
arguments que pr¶ec¶edemment, nous trouverons:

Áb(®; ¯) = Áf
X
i

e¡ik(®xi+¯yi) (2.45)

Áf ¶etant encore une fois la ¯gure de di®raction d'un objet unique. Nous pouvons clari¯er un peu cette
expression en calculant le carr¶e de son module, c'est µa dire l'intensit¶e:

I(®; ¯) = If

¯̄̄̄
¯X
i

e¡ik(®xi+¯yi)
¯̄̄̄
¯
2

: (2.46)

En d¶eveloppant le module carr¶e dans cette expression, il apparâ³tra deux types de termes. Nous aurons
d'abord des termes carr¶es, au nombre de N, ¶egaux tous µa 1. Les doubles produits se regroupent bien
sûr deux par deux pour ne donner qu'une somme de termes r¶eels. Le nombre de ces termes est de N2

et leur module \moyen" est de 1. Leur signe en revanche d¶epend des relations entre les phases. Si les
ouvertures sont dispos¶ees au hasard sur l'¶ecran, la valeur de cette somme est donc le r¶esultat d'une
marche al¶eatoire, ou \marche du marin ivre" le long de l'axe, avec N2 pas de longueur moyenne 1. Il
est bien connu que la distance ainsi parcourue est, en moyenne sur un grand nombre de r¶ealisations,
proportionnelle µa la racine carr¶ee du nombre de pas. La contribution des termes double produit µa la
somme est donc elle aussi de l'ordre de N . Au total, l'intensit¶e di®ract¶ee est proportionnelle µa N :

I ' NIf : (2.47)

La ¯gure de di®raction de cet ensemble al¶eatoire de fentes est simplement proportionnelle, en
termes d'intensit¶e, µa la ¯gure de di®raction d'une des fentes. On a lµa un r¶esultat complµetement
di®¶erent de celui du r¶eseau, oµu l'interf¶erence entre les di®¶erentes ¯gures de di®raction les modi¯ait
complµetement. Nous avons en e®et ici une addition incoh¶erente des amplitudes di®ract¶ees par les
di®¶erentes fentes, en raison du caractµere al¶eatoire des relations de phase entre ces amplitudes. Une
manifestation de cette incoh¶erence est le fait que l'intensit¶e r¶esultante est proportionnelle µa N . Dans
le cas d'une addition incoh¶erente, ce sont les intensit¶es qui s'ajoutent, alors que ce sont les amplitudes
dans le cas d'une di®usion coh¶erente, r¶esultant alors dans une intensit¶e proportionnelle µa N2.

Pour en revenir µa une illustration physique de ce ph¶enomµene, on aura avantage µa observer, µa grande
distance, un r¶everbµere µa travers un brouillard de densit¶e moyenne. On observera, autour de la tache
centrale, des anneaux faiblement color¶es. Ils correspondent e®ectivement µa la ¯gure de di®raction en
lumiµere blanche d'une gouttelette \moyenne". A partir de cette observation, on pourra s'amuser µa
estimer le diamµetre moyen des gouttelettes.



Chapitre 3

Applications de la di®raction

Nous allons briµevement passer en revue dans ce chapitre un certain nombre d'applications de la
di®raction. Nous verrons en fait qu'elle peut jouer un rôle extrêmement n¶efaste dans des exp¶eriences
d'optique, en limitant par exemple le pouvoir de r¶esolution de nos instruments d'optique. Elle peut,
dans le même temps, constituer un outil irrempla»cable de traitement du signal optique.

Nous commencerons par parler briµevement du pouvoir de r¶esolution des instruments d'optique.
C'est un sujet si vaste que nous ne ferons que l'e²eurer. Nous consacrerons ensuite un paragraphe
un peu plus ¶eto®¶e aux techniques de traitement du signal optique. Nous d¶ecrirons en particulier la
trµes belle m¶ethode de Labeyrie qui permet, avec des instruments optiques bas¶es au sol, de s'a®ranchir
dans une large mesure de la perte de pouvoir de r¶esolution due aux turbulences atmosph¶eriques. Le
paragraphe suivant sera consacr¶e µa une description qualitative de l'holographie et de quelques unes de
ses applications. Nous dirons aussi un mot de la conjugaison de phase optique, observ¶ee en optique
non lin¶eaire, qui peut être vue comme une holographie en temps r¶eel. Dans le dernier paragraphe de
ce chapitre, nous verrons comment les notions de di®raction permettent de justi¯er qualitativement
l'optique g¶eom¶etrique et la notion de rayon lumineux, ainsi que le principe de Fermat de chemin
optique extr¶emal.

Dans tout ce chapitre, nous resterons trµes qualitatifs. Nous n'¶ecrirons pratiquement jamais d'¶equa-
tions. Nous nous contenterons de discuter du contenu physique des e®ets rencontr¶es. En fait, aller
plus loin peut entrâ³ner µa des calculs trµes complexes, tout µa fait hors de propos ici. Par exemple,
le calcul explicite du pouvoir de r¶esolution d'un microscope optique est extrêmement complexe. On
doit, en particulier, faire intervenir les propri¶et¶es de coh¶erence spatiale et temporelle de la lumiµere qui
¶eclaire l'objet. Les lecteurs int¶eress¶es pourront trouver dans le Born et Wolf de longues discussions de
ces di®¶erents problµemes.

3.1 Pouvoir de r¶esolution des instruments d'optique

La taille ¯nie des lentilles utilis¶ees dans les instruments d'optique est une source de di®raction qui peut
s¶evµerement limiter leur pouvoir de r¶esolution. Le problµeme g¶en¶eral ¶etant complexe, nous ne discuterons
qu'un cas particulier mais de grande importance pratique, celui de la lunette astronomique. Celle-
ci est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.1. Elle est constitu¶ee d'une premiµere lentille, l'objectif, de grand
diamµetre D et de longue focale f . Cette lentille forme une image des objets situ¶es µa l'in¯ni dans son
plan focal. L'axe optique de la lunette ¶etant z, nous rep¶ererons les positions dans ce plan focal par des
coordonn¶ees x et y. Une ¶etoile situ¶ee µa une distance angulaire ® de l'axe (dans le plan zx pour ¯xer
les id¶ees) a son image en x = ¡f® dans le plan focal. Une seconde lentille de beaucoup plus courte
focale f 0, l'oculaire, permet d'examiner \µa la loupe" cette image. Le plan focal objet de l'oculaire est
confondu avec le plan focal image de l'objectif. La même ¶etoile donne donc, µa la sortie de l'oculaire,
un faisceau de lumiµere parallµele, c'est µa dire une image µa l'in¯ni. L'angle sous lequel est vue cette
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Figure 3.1: Sch¶ema de principe d'une lunette astronomique ou d'un t¶elescope. z est son axe optique. Le plan de la

lentille d'entr¶ee, de focale f et de diamµetre D est rep¶er¶e par x1; y1. Le plan focal de cette lentille est rep¶er¶e par x; y.

image, ®0, est manifestement ¶egal µa ¡®f=f 0. Le grandissement angulaire de ce dispositif afocal est
alors simplement ¡f=f 0, beaucoup plus grand que 1 en module par construction.

Nous avons ainsi d¶ecrit le fonctionnement de la lunette astronomique qui n'est plus guµere usit¶ee
en raison de la di±cult¶e de produire des lentilles de trµes grand diamµetre de qualit¶e et de trans-
parence su±santes. En revanche, les t¶elescopes les plus modernes fonctionnent exactement sur le
même principe, les lentilles ¶etant remplac¶ees par des miroirs sph¶eriques ou paraboliques. Notre dis-
cussion s'appliquera donc aussi bien µa ces dispositifs, ainsi qu'aux jumelles, oµu on rajoute simplement
un dispositif redresseur d'image pour obtenir une image droite.

La lumiµere provenant d'une ¶etoile lointaine est, µa une excellente approximation, une onde plane
(nous n¶egligerons pour le moment les problµemes de phase dûs µa la travers¶ee de l'atmosphµere). L'am-
plitude dans le plan x1; y1 situ¶e juste avant la lentille est donc une constante, si nous supposons pour
un moment que l'¶etoile est sur l'axe optique. Nous pouvons alors voir la correspondance entre les
amplitudes dans les plans x1; y1 et x; y comme une exp¶erience de di®raction typique dans le r¶egime
de Fraunhofer. L'objet di®ractant est l'ouverture circulaire de la lentille d'entr¶ee (le diaphragme
d'ouverture). L'objectif donne clairement une image µa distance ¯nie de la ¯gure de di®raction. Nous
pouvons donc intuiter la forme de l'image re»cue dans le plan focal. Au lieu d'une image strictement
ponctuelle comme en optique g¶eom¶etrique (nous n¶egligerons aussi les imperfections optiques de la
lentille), on obtient une petite tache dont le diamµetre est de l'ordre de f¸=D, oµu ¸ est la longueur
d'onde incidente. La forme d¶etaill¶ee de cette tache, appel¶ee tache d'Airy, s'exprime simplement avec
la fonction de Bessel d'ordre 0. On en trouvera l'expression dans le Born et Wolf. Notons seulement
qu'une tache centrale, de rayon 1:22f¸=D est entour¶ee d'une s¶erie d'anneaux, d'intensit¶e rapidement
d¶ecroissante.

On peut estimer le pouvoir de r¶esolution de la lunette en ¶evaluant la distance angulaire minimale
entre deux ¶etoiles r¶esolues dans le plan focal (on peut se convaincre ais¶ement que l'oculaire ne limite en
rien ce pouvoir de r¶esolution si sa qualit¶e optique est convenable). Il faut que les deux taches d'Airy
soient s¶epar¶ees par au moins leur rayon. Il faut donc que f® > 1:22f¸=D, soit encore ® > ¸=D.
Ce pouvoir de r¶esolution est tout µa fait remarquable pour les gros instruments. Si nous prenons
une longueur d'onde incidente de l'ordre du micron et un diamµetre d'entr¶ee de l'ordre du mµetre, la
r¶esolution th¶eorique serait du micro{radian, c'est µa dire de l'ordre du centiµeme de seconde d'arc.

En fait, comme nous le verrons dans un prochain paragraphe, l'e®et de la turbulence atmosph¶erique
limite le pouvoir de r¶esolution des instruments bas¶es au sol, même dans de trµes bonnes conditions at-
mosph¶eriques, au dixiµeme de seconde d'arc environ. Le pouvoir de r¶esolution d'un grand t¶elescope
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n'est donc pas sup¶erieur µa celui d'un t¶elescope d'amateur, avec une ouverture d'une dizaine de cen-
timµetres. L'int¶erêt de construire de grandes machines est autre: il est de recueillir le plus de lumiµere
possible pour pouvoir observer des objets plus faibles et donc sans doute plus lointains. Notons aussi
que certaines techniques permettent de restituer µa un grand instrument une partie de son pouvoir de
r¶esolution. La premiµere et la plus astucieuse est la m¶ethode de Labeyrie que nous discuterons dans le
prochain paragraphe. L'autre, beaucoup plus r¶ecente, est l'optique adaptative. Comme l'atmosphµere
d¶eforme le front d'onde de la lumiµere stellaire, l'id¶ee est de compenser cette d¶eformation en temps
r¶eel par une d¶eformation oppos¶ee du systµeme optique. Il faut pour cela disposer d'une r¶ef¶erence. Ce
peut être par exemple une ¶etoile trµes brillante situ¶ee µa proximit¶e de l'objet µa imager. On interpose
dans le trajet optique un miroir d¶eformable actionn¶e par des cales pi¶ezo-¶electriques. En asservissant
la position de ces cales pour minimiser la taille de l'image de l'¶etoile de r¶ef¶erence, on compense les
°uctuations atmosph¶eriques et on peut obtenir un pouvoir de r¶esolution trµes am¶elior¶e, comparable
µa celui d'un t¶elescope spatial. Les calculateurs modernes rendent possible cette correction en temps
r¶eel, µa un coût in¯niment moindre qu'une exp¶erience embarqu¶ee.

Si nous appliquons maintenant notre raisonnement µa l'¾il, nous pouvons estimer la limite µa son
pouvoir de r¶esolution due µa la di®raction par la pupille. Le diamµetre de celle-ci est de l'ordre du
millimµetre, la longueur d'onde ¶etant encore de l'ordre du micron. Le pouvoir de r¶esolution angulaire
devrait donc être du milli{radian. C'est e®ectivement, comme on pourra s'en convaincre ais¶ement en
examinant µa distance les graduations d'une rµegle, l'ordre de grandeur du pouvoir de r¶esolution d'un
¾il sain. Le plus remarquable n'est sans doute pas que nos ordres de grandeur soient corrects mais que
le cristallin, lentille biologique, trµes adaptable, atteigne pratiquement la limite de r¶esolution impos¶ee
par la di®raction.

Nous pouvons aussi appliquer cette discussion au pouvoir de r¶esolution d'un appareil photogra-
phique. On l'exprime en g¶en¶eral en \paires de traits par millimµetres" dans le plan focal. En prenant
le cas d'un objectif standard (f = 50 mm), ouvert µa f=4, le diamµetre D est de l'ordre du centimµetre.
Avec une longueur d'onde du micron, la limite de r¶esolution angulaire est de 10¡4 radians. La distance
correspondante dans le plan focal est de 5 ¹m, correspondant µa 100 paire de lignes par millimµetre. On
a e®ectivement obtenu la r¶esolution moyenne d'un objectif de bonne qualit¶e qui est donc bien limit¶e
seulement par la di®raction.

3.2 Traitement optique du signal

Ainsi que nous l'avons discut¶e dans le paragraphe pr¶ec¶edent, la di®raction dans un instrument d'op-
tique correspond µa une op¶eration de transformation de Fourier entre l'amplitude dans le plan de
l'objectif et l'amplitude dans le plan focal. Une simple lentille est donc un calculateur analogique qui
calcule, trµes bien, les transform¶ees de Fourier bidimensionnelles. On peut donc l'utiliser pour r¶ealiser
des fonctions non triviales de traitement du signal.

3.2.1 Filtrage spatial

Consid¶erons un des dispositifs optiques les plus simples, le t¶elescope afocal repr¶esent¶e sur la ¯gure 3.2.
Il est identique µa la lunette astronomique, si ce n'est que le grandissement vaut ¡1 puisque les deux
lentilles, que nous continuerons µa appeler objectif et oculaire pour simpli¯er, sont de même focale.
Nous supposerons qu'un objet de transparence non uniforme est plac¶e imm¶ediatement avant la lentille
d'entr¶ee et nous nous int¶eresserons µa la r¶epartition d'amplitude sur la lentille de sortie. Ces deux
r¶epartitions d'amplitudes sont, si on n¶eglige les imperfections dues µa la di®raction par la taille ¯nie
des lentilles, exactement identiques µa un grandissement total de -1 prµes. Si nous regardons maintenant
le même dispositif, non du point de vue de l'optique g¶eom¶etrique, mais de celui de la di®raction, nous
pourrons le trouver plus subtil qu'il n'y parâ³t.
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Figure 3.2: T¶el¶escope afocal de grandissement unit¶e. Les plans d'entr¶ee, focal image et de sortie seront rep¶er¶es

respectivement par les coordonn¶ees transverses x1; y1; x; y et x2; y2. L'axe optique est encore l'axe z.

La r¶epartition d'amplitude dans le plan focal x; y est en e®et la transform¶ee de Fourier bidimen-
sionnelle de la r¶epartition d'amplitude dans le plan d'entr¶ee x1; y1. L'objectif forme e®ectivement une
image dans ce plan de la ¯gure de di®raction de Fraunhofer. La r¶epartition d'amplitude dans le plan
de sortie est donc ¶egalement la transform¶ee de Fourier de la r¶epartition d'amplitude dans le plan focal.
En d¶e¯nitive, la r¶epartition dans le plan x2; y2 est la double transform¶ee de Fourier de la r¶epartition
dans le plan x1; y1. Elle lui est donc identique (µa un changement de signe prµes pour l'orientation des
axes en raison du grandissement n¶egatif).

L'int¶erêt du dispositif est que nous disposons, dans le plan focal, de la transform¶ee de Fourier de la
r¶epartition incidente. Nous pouvons donc, en ins¶erant µa ce niveau un diaphragme d'amplitude ou de
phase, modi¯er cette transform¶ee de Fourier et donc la ¯gure de sortie. L'application la plus simple
est le ¯ltrage spatial. Supposons que le faisceau incident soit un faisceau laser gaussien (voir appendice
3). La r¶epartition d'intensit¶e devrait être une fonction lentement variable de la position. En raison
d'e®ets d'interf¶erences ou de d¶efauts optiques, cette r¶epartition est souvent imparfaite. Elle pr¶esente
des structures µa petite ¶echelle (speckles ou tavelures) qui peuvent s'av¶erer trµes fâcheuses. Pour les
¶eliminer, on peut ins¶erer dans le plan focal un diaphragme de diamµetre bien ajust¶e1. La r¶epartition
d'amplitude gaussienne doit en e®et donner une tache de petit diamµetre (essentiellement le diamµetre
correspondant µa la limite de di®raction sur un diamµetre d'entr¶ee ¶egal µa celui du faisceau). Les tavelures
et autres structures µa petite ¶echelle correspondent µa des fr¶equences spatiales ¶elev¶ees et se retrouvent,
dans le plan focal, µa relativement grande distance de l'axe. Ces composantes de fr¶equence (spatiales)
sont intercept¶ees par le diaphragme. La r¶epartition de sortie ne contient plus que les basses fr¶equences
caract¶eristiques du faisceau gaussien qui se trouve donc \liss¶e" et d¶ebarrass¶e du bruit. Cette technique
de \¯ltrage spatial" est extrêmement utile dans des exp¶eriences d'optique laser.

On peut aussi utiliser le ¯ltrage spatial pour des problµemes d'optique plus classique. On peut ainsi,
par exemple, \d¶etramer" des photographies. Une photographie trµes agrandie ou transmise par des
moyens num¶eriques rudimentaires pr¶esente un tramage. L'information utile, l'image, est multipli¶ee
par une fonction maximale sur les points de la trame, nulle µa mi{chemin. En un mot, l'image pr¶esente
un aspect \pixellis¶e". Pour raisonner plus simplement, nous prendrons une image µa une dimension.
Imaginons qu'on ait tir¶e une ¶epreuve de la photographie tram¶ee sur ¯lm transparent. La ¯gure utile
peut alors s'exprimer comme une fonction de transparence F (x1). Elle est multipli¶ee par le \tramage",

1Les r¶esultats de l'appendice 3 permettront au lecteur int¶eress¶e de calculer le waist du faisceau dans le plan focal. Le
rayon du diaphragme est typiquement choisi ¶egal µa deux fois le waist. On pourra s'amuser µa estimer la perte d'intensit¶e
r¶esultant du ¯ltrage.
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que nous prendrons comme une fonction sinusoÄ³dale de x1 variant entre 0 et 1, sin
2(x1=x0). Pla»cons

notre ¶epreuve dans le plan d'entr¶ee de notre t¶elescope afocal et ¶eclairons{la par une onde plane. Dans
le plan focal, nous obtenons la transform¶ee de Fourier de la fonction de transparence de l'¶epreuve
G(x1) = F (x1) sin

2(x1=x0).

Cette transform¶ee de Fourier est le produit de convolution de la transform¶ee de Fourier de F et de
la transform¶ee de Fourier de la sinusoÄ³de. Celle-ci est constitu¶e de trois pics de Dirac. L'un, sur l'axe,
correspond au fait que cette fonction a une valeur moyenne non nulle. Les deux autres correspondent
µa la fr¶equence spatiale de cette fonction (apparaissant une fois pour les fr¶equences positives et une
fois pour les fr¶equences n¶egatives, puisque la fonction d'origine est r¶eelle). Le produit de convolution
est alors une op¶eration triviale. On obtient, dans le plan focal, trois r¶epliques de la transform¶ee de
Fourier de F , centr¶ees sur les trois Diracs de la transform¶ee de la fonction de tramage. Si la fr¶equence
spatiale du tramage est trµes grande par rapport aux fr¶equences spatiales pr¶esentes dans F , ces trois
r¶epliques ne se recouvrent pas. On peut dire aussi que l'extension spatiale d'un \pixel" doit être trµes
petite par rapport µa l'extension spatiale des d¶etails de l'image F pour que les trois images dans le plan
focal soient distinctes.

Si nous pla»cons dans le plan focal un diaphragme qui ne laisse passer que la r¶eplique centrale,
nous calculerons, avec la seconde lentille, la transform¶e de Fourier de la transform¶ee de F , l¶egµerement
tronqu¶ee dans l'espace des fr¶equences. La r¶epartition d'amplitude en sortie ne contiendra que l'image
photographique utile, d¶ebarrass¶ee de tout tramage. Bien sûr, cela s'e®ectue au prix d'une perte globale
d'intensit¶e et d'une perte de r¶esolution. Les plus petits d¶etails visibles dans l'image de sortie sont plus
grands que la taille caract¶eristique du tramage initial. Cette technique permet de s'a®ranchir d'une
information parasite mais elle ne permet pas de recr¶eer l'information perdue. Elle peut être g¶en¶eralis¶ee
pour e®ectuer d'autres traitements, plus complexes. On peut en particulier se d¶ebarrasser ainsi de
certains °ous photographiques (boug¶e, mauvaise mise au point...). Ces techniques, d¶evelopp¶ees en
particulier par Fran»con, sont maintenant un peu tomb¶ees en d¶esu¶etude avec le traitement num¶erique
du signal. Un calculateur est in¯niment moins e±cace qu'un afocal pour calculer une transform¶ee
de Fourier bidimensionnelle mais il est beaucoup plus versatile, ¶evite les di±cult¶es des plaques pho-
tographiques et permet de r¶ealiser des calculs autres que la transform¶ee de Fourier (les transform¶ees
en ondelettes sont de plus en plus utilis¶ees pour les traitement de signaux complexes).

Nous avons d¶ecrit deux exp¶eriences oµu le ¯ltrage diminue les fr¶equences spatiales pr¶esentes dans
l'image. On peut l'utiliser aussi pour doubler, par exemple, une fr¶equence spatiale. L'exp¶erience est un
grand classique des montages d'agr¶egation. On dispose dans le plan d'entr¶ee une grille de pas a (nous
raisonnerons µa une dimension). On observe alors dans le plan focal la transform¶ee de Fourier de cette
grille. Elle fait intervenir la fr¶equence spatiale fondamentale de la grille, 1=a, et tous ses harmoniques
(seulement les harmoniques impairs pour une fonction carr¶ee de rapport cyclique 0.5). On observe
donc, de part et d'autre de l'axe, une s¶erie de taches ¶equidistantes. Ins¶erons maintenant, dans le
plan focal, une grille de pas adapt¶e qui ne laisse passer que les harmoniques pairs de la fr¶equence
fondamentale. L'op¶eration de transform¶ee de Fourier e®ectu¶ee par la lentille de sortie restituera alors
une fonction modul¶ee spatialement µa une fr¶equence double de la fr¶equence initiale! En un mot, si le
pas de la grille d'entr¶ee est a, on observera en sortie une modulation (une grille) de pas a=2. Voici
une exp¶erience d¶elicate mais spectaculaire qui illustre bien les possibilit¶es du traitement optique du
signal.

3.2.2 M¶ethode de Labeyrie

La m¶ethode de Labeyrie utilise astucieusement les propri¶et¶es de la transformation de Fourier pour
s'a®ranchir, dans les instruments astronomiques bas¶es au sol, de l'in°uence de la turbulence atmo-
sph¶erique. Comme prototype d'instrument, nous consid¶ererons la lunette astronomique repr¶esent¶ee
sur la ¯gure 3.1. Si l'atmosphµere n'existait pas, la lumiµere provenant d'un ¶etoile lointaine situ¶ee sur
l'axe serait une onde plane d'amplitude constante dans le plan x1; y1 donnant, dans le plan focal, une
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tache d'Airy dont le diamµetre n'est limit¶e que par la di®raction.
En fait, l'atmosphµere perturbe les surfaces d'ondes. Son e®et, si elle n'est ni trop ¶epaisse ni trop

agit¶ee (une bonne nuit d'observation astronomique dans un trµes bon site), est de multiplier l'onde
incidente par un facteur de phase qui peut s'¶ecrire dans le plan d'entr¶ee exp iw(x1; y1; t). La fonction
w est variable dans le temps. Dans un trµes bon site, elle reste stable pendant quelques dizaines de
millisecondes. Elle varie de 2¼ sur une ¶echelle spatiale ¢x1 de l'ordre de 10 cm. La phase de l'onde
¶etant complµetement brouill¶ee µa cette ¶echelle, on comprend bien pourquoi les plus grands t¶elescopes
n'ont pas un pouvoir de r¶esolution meilleur que celui d'un t¶elescope de 10 cm d'ouverture. Notons que
cette vision de l'e®et de l'atmosphµere correspond seulement aux meilleures conditions d'observation
astronomique dans un site calme et de haute altitude. Au niveau du sol, dans un lieu habituel, l'e®et
est beaucoup plus violent. Des e®ets de focalisation a®ectent phase et amplitude µa une beaucoup plus
petite ¶echelle. Ce sont ces variations d'amplitude qui sont responsables du scintillement apparent des
¶etoiles.

La tache observ¶ee dans le plan focal est donc la transform¶ee de Fourier de la fonction w, tronqu¶ee
au diamµetre D de l'ouverture de l'objectif. C'est donc le produit de convolution d'une tache d'Airy,
d'extension f¸=D, par la transform¶ee de w. Celle-ci est trµes complexe, avec une taille totale de l'ordre
de f¸=¢x1 et des d¶etails µa toutes les ¶echelles jusqu'µa celle de la fonction d'Airy. La tache focale est
donc large (f¸=¢x1) avec des d¶etails dont la plus petite ¶echelle est f¸=D et change complµetement
au moins 100 fois par seconde. Une observation lente ne r¶evµele donc qu'une vaste tache d'intensit¶e
uniforme: tout le pouvoir de r¶esolution du t¶elescope est perdu.

En revanche, si la source est su±samment intense pour qu'on puisse enregistrer la tache de di®rac-
tion instantan¶ee, elle r¶evµele des speckles ou tavelures dont l'extension correspond encore au pouvoir
de r¶esolution th¶eorique de l'instrument. On peut donc esp¶erer, pour ces sources intenses, r¶ecup¶erer
l'information. Pour illustrer la m¶ethode, supposons que nous ayons µa s¶eparer deux ¶etoiles. L'une est
sur l'axe, l'autre est dans une direction inclin¶ee, dans le plan x1; z, d'un petit angle µ par rapport µa
l'axe optique. Si l'atmosphµere ¶etait absente, l'amplitude dans le plan d'entr¶ee serait une constante Á1
pour la premiµere ¶etoile et vaudrait Á2 exp ikµx1 pour la seconde (k = 2¼=¸). En fait, les deux ondes
planes incidentes sont d¶eform¶ees par l'atmosphµere. Si deux fonction w di®¶erentes agissaient sur les
deux ondes, la situation serait sans espoir.

Examinons donc les conditions dans lesquelles les deux ondes planes issues des deux ¶etoiles sont
multipli¶ees par le même facteur de phase. Il faut que, dans la travers¶ee de l'atmosphµere dense, les
deux ondes aient travers¶e les mêmes °uctuations d'indice. Il faut donc que l'¶ecart maximum entre les
trajets soit de l'ordre de la distance sur laquelle w varie notablement, une dizaine de centimµetres en
pratique. Cet ¶ecart est Lµ, oµu L mesure l'¶epaisseur de l'atmosphµere. Notre calcul s'appliquera donc
si Lµ < 10 cm. En prenant L = 10 km, on trouve µ < 10¡5 rd. La m¶ethode de Labeyrie ne s'applique
qu'µa des ¶etoiles s¶epar¶ees par une distance angulaire plus petite que 10 ¹rd. Mais, en raison d'une
coÄ³ncidence num¶erique remarquable, cette distance angulaire correspond pr¶ecis¶ement au pouvoir de
r¶esolution d'un t¶elescope limit¶e par les °uctuations atmosph¶eriques, ¸=¢x1. Dµes que les taches de
speckle de deux ¶etoiles commencent µa être confondues, on peut commencer µa appliquer la m¶ethode de
Labeyrie. On peut donc ¶ecrire les ondes incidentes sur la lentille d'entr¶ee sous la forme:

Á1e
iw(x1;y1;t)

Á2e
iw(x1;y1;t)eikµx1

Les ondes provenant des deux ¶etoiles ¶etant manifestement incoh¶erentes, sans aucune relation de
phase, les termes d'interf¶erences sont nuls et les ¶eclairements produits par les deux sources dans le
plan focal de l'objectif s'ajoutent simplement: I = I1 + I2 avec:

I1(x; y) =

¯̄̄̄Z
Á1e

iw(x1;y1;t)e¡i(k=f)(xx1+yy1)
¯̄̄̄2

(3.1)

I2(x; y) =

¯̄̄̄Z
Á1e

iw(x1;y1;t)eikµx1e¡i(k=f)(xx1+yy1)
¯̄̄̄2

(3.2)
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= I1(x¡ fµ; y) ; (3.3)

le facteur de phase additionnel dans l'amplitude de la seconde ¶etoile produisant une simple translation
de la ¯gure de di®raction. Notons que la translation correspond pr¶ecis¶ement µa la distance entre les
deux images dans le plan focal en optique g¶eom¶etrique. La tache obtenue dans le plan focal est donc
la superposition de deux taches de speckle identiques, translat¶ees de fµ l'une par rapport µa l'autre. En
corr¶elant la position des irr¶egularit¶es de ces deux images, on pourra remonter µa la distance angulaire
entre les deux ¶etoiles.

En fait, on peut trµes simplement extraire l'information utile par une simple exp¶erience de di®rac-
tion. Si l'image enregistr¶ee dans le plan focal de l'objectif est photographi¶ee et l'¶epreuve d¶evelopp¶ee,
on obtiendra un objet dont la transmission est proportionnelle µa l'intensit¶e incidente I (pour un tirage
en n¶egatif, ce qui est en g¶en¶eral le cas, l'opacit¶e est proportionnelle µa l'intensit¶e incidente. Toute-
fois, grâce au th¶eorµeme des ¶ecrans compl¶ementaires, la ¯gure de di®raction d'un tirage positif et d'un
n¶egatif sont identiques). Eclairons alors cet objet par une onde plane. L'amplitude di®ract¶ee dans la
direction d¶e¯nie par les angles ® et ¯ sera donn¶ee par:

g(®; ¯) =

Z
I(x; y)e¡ik(®x+¯y) dxdy : (3.4)

Elle est donc la somme des transform¶ees de Fourier de I1 et I2. Si g1(®; ¯) est la transform¶ee de I1,
celle de I2 est ¶evidemment g1 exp(¡ik®fµ) puisque les deux r¶epartitions d'intensit¶e se d¶eduisent l'une
de l'autre par une simple translation. Nous pouvons alors ¶ecrire l'intensit¶e re»cue dans la direction ®; ¯
(qui en pratique serait re»cue µa distance ¯nie au foyer d'une lentille) comme :

I(®; ¯) = 2jg1j2(1 + cos k®fµ) : (3.5)

Le terme en jg1j2 repr¶esente la transform¶ee de Fourier de la tache de speckle. C'est donc une tache
irr¶eguliµere dont l'extension maximale 1=k(D=¸f) ' D=f correspond µa la taille minimale des speckles.
Les structures int¶erieures ont une extension caract¶eristique ¢x1=f correspondant µa l'extension totale
de la tache de speckle. L'intensit¶e di®ract¶ee totale superpose µa cette tache al¶eatoire une modulation
certaine µa la fr¶equence kfµ=2. L'examen de ces franges modulant la tache permet ¶evidemment de
mesurer la distance angulaire entre les deux ¶etoiles. Il faut pour cela qu'on ait au moins une frange
sur l'extension de la tache, ce qui s'exprime par:

D

f
>

1

fµk
; (3.6)

ou encore

µ >
¸

D
: (3.7)

On peut donc s¶eparer les deux ¶etoiles dµes que leur distance angulaire est plus grande que le pouvoir
de r¶esolution th¶eorique du t¶elescope en l'absence de toute perturbation atmosph¶erique. On a restitu¶e
µa l'instrument tout son pouvoir de r¶esolution!

La m¶ethode de Labeyrie peut maintenant être r¶ealis¶ee de maniµere num¶erique. En enregistrant un
ensemble de taches de speckle, on peut, par des techniques de reconstruction d'image, restituer une
v¶eritable image bidimensionnelle. Elle ne peut toutefois s'appliquer qu'µa des objets relativement lu-
mineux. On doit en e®et enregistrer la tache de speckle en un temps court par rapport aux constantes
de temps des °uctuations de l'atmosphµere. En pratique, cela impose des temps de pose entre la mil-
liseconde et la dizaine de millisecondes. Seules des ¶etoiles relativement proches sont assez lumineuses.
L'optique adaptative, elle, ne sou®re pas de cette limite et permet d'obtenir le pouvoir de r¶esolution
th¶eorique, même avec des objets trµes faibles.
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Figure 3.3: Principe de l'enregistrement et de la restitution d'une image holographique. A gauche, enregistrement. La

plaque photographique enregistre l'interf¶erogramme entre une onde plane de r¶ef¶erence, d¶eriv¶ee de la source coh¶erente

¶eclairant l'objet, et l'onde di®us¶ee. A gauche, restitution. La plaque photographique, ¶eclair¶ee par l'onde de r¶ef¶erence,

di®racte entre autres une onde identique µa l'onde provenant de l'objet: on obtient une image en relief.

3.3 Holographie

Une des applications les plus connues de la di®raction est sans conteste l'holographie qui est maintenant
entr¶ee dans le domaine des applications grand public. L'objet essentiel de l'holographie est de restituer
une vision en relief de l'objet enregistr¶e. Il faut pour cela être capable de stocker sur une plaque
photographique non seulement le module de l'onde re»cue (ce que fait la photographie ordinaire) mais
aussi sa phase. La vision en relief n'est complµetement restitu¶ee que si l'on dispose de tout le front
d'onde de l'onde d'origine. Nous commencerons par exposer briµevement, sans entrer dans le d¶etail
des calculs, le principe de l'holographie, invent¶ee par Gabor il y a plus d'un demi siµecle, mais qui
n'est guµere entr¶ee dans les applications pratiques qu'avec l'invention du laser. Nous donnerons ensuite
briµevement quelques applications non ludiques de l'holographie. Nous montrerons en¯n comment
l'holographie peut être r¶ealis¶ee en temps r¶eel avec un milieu optique non lin¶eaire.

3.3.1 Principe

Le but de l'op¶eration est de restituer toute l'information de l'onde Á rayonn¶ee par un objet ¶eclair¶e
par une source (nous ne consid¶ererons ici que des rayonnements coh¶erents monochromatiques). Pour
cela, on enregistre sur une plaque photographique une interf¶erence entre l'onde Á ¶emise par l'objet
et une onde plane coh¶erente ª (d¶eriv¶ee du faisceau qui ¶eclaire l'objet et provenant, en pratique, du
même laser). Le principe de l'enregistrement de l'hologramme est repr¶esent¶e sur la partie gauche de
la ¯gure 3.3. L'amplitude re»cue en un point de la plaque photographique est alors Á + ª. Aprµes
d¶eveloppement, la plaque photographique devient un objet dont la transparence en un point est:

T (x; y) = jÁj2 + jªj2 + Áª¤ + Á¤ª : (3.8)

Les deux premiers termes d¶ecrivent une information d'intensit¶e qui ne pr¶esente guµere d'int¶erêt. L'en-
registrement holographique est en fait contenu dans les deux derniers termes, termes d'interf¶erences
et d¶ependant donc de la phase de l'onde di®us¶ee.

La restitution de l'hologramme consiste µa ¶eclairer la plaque photographique avec la même onde de
r¶ef¶erence ª qu'µa l'enregistrement. L'onde transmise a alors la forme Tª qu'on peut ¶ecrire facilement
comme:

(jÁj2 + jªj2)ª + jªj2Á+ª2Á¤ (3.9)

Le premier terme est essentiellement une onde plane identique µa l'onde de r¶ef¶erence, multipli¶ee par
une fonction de transparence modul¶ee qui introduira un fond de di®raction ne contenant guµere
d'informations. Le second terme est le terme essentiel. Il est en e®et, µa des facteurs d'amplitude
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prµes, identique µa l'onde di®us¶ee par l'objet. On \voit" donc sortir de la plaque photographique, super-
pos¶ee µa une lumiµere di®use due aux autres termes, l'onde di®us¶ee par l'objet. En un mot, on observe
en arriµere de la plaque une image virtuelle de l'objet.

Le dernier terme est important quant on ¶eclaire la plaque holographique avec une onde ª¤, c'est
µa dire une onde plane se propageant dans la direction inverse de ª. Superpos¶ee au fond, on a en
e®et dans ce cas une onde Á¤, conjugu¶ee de phase de l'onde ¶emise par l'objet. Au lieu d'une onde
divergente provenant de l'objet, on a une onde convergeant vers le sym¶etrique de l'objet par rap-
port µa la plaque. En un mot, on observe une image r¶eelle de l'objet en avant de la plaque. Ces
\hologrammes avant" sont bien sûr beaucoup plus spectaculaires que les hologrammes arriµere tradi-
tionnels, parce que l'objet semble sortir de la plaque et °otter dans l'espace. Une visite dans une
exposition d'hologrammes s'impose µa ce point. Insistons encore sur le fait que l'hologramme restitue
toute l'information. L'hologramme d'un objet sous une loupe, par exemple, contient l'objet, la loupe,
mais aussi l'image de l'objet agrandi par la loupe!

Nous pouvons, µa partir de cette simple discussion, d¶egager les conditions exp¶erimentales pour
l'obtention d'un hologramme. D'abord, il est absolument crucial de disposer d'ondes pr¶esentant une
stabilit¶e de phase parfaite pendant le temps d'enregistrement. On peut r¶ealiser une stabilit¶e ap-
proch¶ee, comme le faisait Gabor, avec des sources ordinaires, convenablement ¯ltr¶ees spatialement
et en fr¶equence. Mais leur intensit¶e devient trµes faible, les temps de pose prohibitifs et on ne peut
enregistrer que des hologrammes de petits objets trµes lumineux. La m¶ethode ne pr¶esente d'int¶erêt
pratique qu'avec une source laser, trµes intense et parfaitement coh¶erente temporellement. Il faut
cependant que les distances relatives entre l'objet, le laser et la plaque photographique restent con-
stantes µa beaucoup mieux qu'une longueur d'onde pendant le temps de pose. Il faut donc un montage
interf¶erom¶etriquement stable, ce qui rend plus di±cile l'enregistrement d'objets mobiles ou la cin¶e-
matographie holographique. En¯n, il faut que la plaque photographique ait un grain trµes ¯n pour
enregistrer ¯dµelement un ¯gure d'interf¶erences dont le pas est ¶evidemment de l'ordre de la longueur
d'onde. Un grain aussi ¯n implique une sensibilit¶e relativement basse et des temps de pose longs.

En¯n, un point essentiel est de restituer l'hologramme avec une onde coh¶erente. Dans les pre-
miers temps de l'holographie, on devait utiliser le laser d'enregistrement, ce qui rendait la lecture
complexe. On a depuis mis au point des hologrammes visibles en lumiµere naturelle, tels ceux qui
servent de cachet d'authenti¯cation sur les cartes de cr¶edit. L'id¶ee est tir¶ee en fait du principe de la
photographie Lippman en couleurs. Dans cette technique, on enregistre une image photographique
avec une ¶emulsion ¶epaisse pr¶epar¶ee sur un miroir. Une longueur d'onde donn¶ee cr¶ee alors une onde
stationnaire. Aprµes d¶eveloppement de l'¶emulsion, on obtient des plans m¶etalliques (argent) distants
d'une demi{longueur d'onde du rayonnement incident (en incidence normale). Ces plans constituent
une s¶erie d'interf¶eromµetres de Fabry Perot qui ne r¶e°¶echissent e±cacement que les longueurs d'onde
trµes voisine de celle d'enregistrement. Lippman pouvait ainsi r¶ealiser des photographies de couleurs
trµes r¶ealistes avec une ¶emulsion monochrome. Contrairement aux photographies couleurs bas¶ees sur
des pigments, celles de Lippman sont parfaitement stables µa la lumiµere et conservent leurs couleurs
aprµes prµes d'un siµecle. Dans le domaine de l'holographie, le même principe peut être utilis¶e pour ne
r¶e°¶echir que les longueurs d'onde voisines de la longueur d'onde incidente et fournir une coh¶erence
su±sante pour lire l'hologramme. Cela explique aussi que les couleurs interf¶erentielles observ¶ees sur
ces hologrammes en lumiµere naturelle changent rapidement avec l'angle d'incidence.

Notons en¯n que l'information sur l'objet est d¶elocalis¶ee sur toute la surface de l'hologramme.
Une portion quelconque de l'hologramme peut être utilis¶ee pour la reconstruction. Elle r¶eg¶enµere
en e®et toute l'amplitude di®us¶ee par l'objet et pas, comme on pourrait s'y attendre intuitivement,
l'amplitude di®us¶ee par une partie de l'objet seulement. On y perd seulement sur le champ de vision
(l'objet apparâ³t vu µa travers la plaque holographique) et sur la r¶esolution spatiale de la reconstruction
(un peu de la même maniµere qu'on perd sur la r¶esolution spectrale d'un r¶eseau en diminuant le nombre
de traits).
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3.3.2 Applications

Au delµa d'aspects ludiques ou artistiques, l'holographie est un pr¶ecieux moyen d'observation. Une
application industrielle particuliµerement importante est la visualisation des vibrations des machines
en mouvement. Supposons qu'on prenne, µa un instant t, un hologramme instantan¶e d'une machine en
fonctionnement. On peut r¶ealiser ce genre d'hologramme en utilisant un laser en impulsions brµeves. La
dur¶ee d'impulsion, en g¶en¶eral de l'ordre de la dizaine de nanosecondes, est assez brµeve pour que tous
les points de la machine puissent être consid¶er¶es comme immobiles, assez longue cependant pour que
le faisceau soit coh¶erent (la longueur de coh¶erence est alors de quelques mµetres2). L'onde enregistr¶ee
sur la plaque holographique sera not¶ee Á. Pour simpli¯er notre analyse qualitative, nous consid¶ererons
d'abord que la machine est r¶eduite µa un seul point en mouvement. A l'instant t, nous avons donc r¶ealis¶e
l'hologramme d'un point µa la position r. A un instant ult¶erieur t0, on enregistre, sur la même plaque,
l'onde Á0 correspondant µa la nouvelle position r0 du point. On d¶eveloppe (ou on traite num¶eriquement
dans les versions modernes). La transmission de la plaque contient alors un terme en ª¤(Á + Á0).
L'onde restitu¶ee est alors Á+Á0. On aurait la même image en ¶eclairant, µa un seul instant, deux points
sources situ¶es aux positions r et r0 avec une seule source coh¶erente. La relecture de l'hologramme doit
donc fournir des interf¶erences entre ces deux points sources coh¶erents. Quand on tient compte de tous
les points de l'objet en mouvement, on observe sur l'image reconstitu¶ee des franges d'interf¶erences
qui r¶evµelent les d¶eplacements de l'objet entre les instants t et t0. Ces franges sont analogues aux
franges d'¶egale ¶epaisseur des lames minces d'air. Elles sont localis¶ees µa la surface de l'objet. Le simple
examen de l'image holographique r¶evµele les mouvements avec une r¶esolution ¶egale µa la longueur d'onde
optique. En synchronisant les impulsions laser sur le fonctionnement de l'appareil, on peut r¶ealiser
une analyse stroboscopique des vibrations. Cette m¶ethode n'est pas plus sensible que les m¶ethodes
interf¶erom¶etriques standard mais elle permet une vue d'ensemble du mouvement de la piµece.

Une autre application importante de l'holographie est la r¶ealisation de composants optiques. Imag-
inons, par exemple, qu'on prenne l'hologramme d'un point source. Eclair¶e par l'onde de r¶ef¶erence,
une onde plane, il fournit une image virtuelle du point source. L'onde plane incidente se transforme
en une onde sph¶erique divergente. L'hologramme se comporte donc comme une lentille divergente.
Si, au contraire, on r¶ealise un hologramme avant du point source, l'onde plane incidente devient une
onde sph¶erique convergente et l'hologramme est une lentille convergente.

R¶ealiser ainsi une simple lentille ne pr¶esente guµere d'int¶erêt dans le domaine optique. L'intensit¶e
de l'onde reconstitu¶ee est en e®et notablement inf¶erieure µa l'intensit¶e de l'onde transmise. L'int¶erêt est
plus important quand on entre dans le domaine des rayons X. Tous les mat¶eriaux dans ce domaine ont
en e®et un indice de r¶efraction extrêmement voisin de un et il est impossible de r¶ealiser des composants
d'optique r¶efractive. On peut r¶ealiser des miroirs avec des mat¶eriaux cristallins mais ils ne fonctionnent
qu'en incidence rasante et sont extrêmement coûteux. En revanche, on peut ais¶ement fabriquer, par
des techniques de microlithographie, des structures absorbantes avec des d¶etails extrêmement ¯ns.
On peut donc synth¶etiser l'hologramme qui se comportera comme une lentille. Un domaine nouveau
de microscopie X a pu apparâ³tre ainsi avec les optiques holographiques et les sources intenses de
rayonnement synchrotron. En utilisant l'analogie formelle entre ¶equations de Maxwell et ¶equation
de SchrÄodinger, on peut aussi pr¶eparer des hologrammes pour des ondes de matiµere. Il est ainsi
possible de focaliser des ondes de matiµere ou de r¶ealiser des images avec des atomes refroidis par
laser. Avec des temp¶eratures ordinaires, les longueurs d'onde de de Broglie des atomes sont si petites
(de l'ordre du picomµetre) qu'on ne peut r¶ealiser les structures correspondantes. Avec des atomes
refroidis, en revanche, la longueur d'onde de de Broglie est de l'ordre d'une longueur d'onde optique.
On peut alors ais¶ement r¶ealiser des structures holographiques. Les trµes belles exp¶eriences de Shimizu
(Tokyo) ont d¶emontr¶e la faisabilit¶e de cette technique qui pourrait être employ¶ee dans le domaine de

2La longueur de coh¶erence, dans ce cas trµes simple, est au plus ¶egale au produit de la vitesse de la lumiµere par la
dur¶ee de l'impulsion. Il s'agit de la di®¶erence de marche maximale qui donne lieu µa des interf¶erences visibles dans un
interf¶eromµetre de Michelson
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Figure 3.4: Pincipe d'une exp¶erience de conjugaison de phase optique, qui se ramµene µa une holographie en temps r¶eel.

la microlithographie pour des d¶epôts trµes bien contrôl¶es.

Les composants holographiques sont utiles ¶egalement pour r¶ealiser des fonctions optiques non
classiques. Le balayage du faisceau laser sur le tambour photosensible des imprimantes laser ou du
faisceau des lecteurs de codes barres, par exemple, est r¶ealis¶e par un miroir holographique mis en
rotation. Le coût de production de masse de ces objets est in¯niment inf¶erieur µa celui des miroirs
prismatiques initialement utilis¶es.

3.3.3 Holographie et conjugaison de phase

Telle que nous l'avons d¶ecrite jusqu'ici, l'holographie procµede en deux temps: enregistrement de la
¯gure d'interf¶erences et restitution ult¶erieure. Il est possible de r¶ealiser les deux ¶etapes simultan¶ement
si on peut disposer d'un mat¶eriau dont l'indice ou l'absorption d¶epende de l'intensit¶e en chaque point.
C'est e®ectivement le cas avec les mat¶eriaux optiques non lin¶eaires. Consid¶erons le dispositif repr¶esent¶e
sur la ¯gure 3.4. Un cristal sp¶ecial (on utilise souvent du Niobiate de Lithium ou une de ses variantes)
est ¶eclair¶e par deux ondes planes intenses contra{propageantes, ª et ª¤. On envoie, dans une autre
direction, une onde Á qui joue le rôle de l'onde di®us¶ee en holographie. Les ondes ª et ª¤ vont bien
sûr jouer le rôle des ondes de r¶ef¶erence et de reconstruction. Le mat¶eriau non lin¶eaire acquiert, en plus
de la polarisation lin¶eaire qui d¶ecrit simplement l'indice, une densit¶e de polarisation P proportionnelle
au produit de trois termes qui sont les champs incidents ou leurs complexes conjugu¶es. Pour d¶ecrire
vectoriellement ce processus, il faudrait bien sûr une polarisabilit¶e tensorielle de rang 4. Pour une
discussion qualitative, nous nous contenterons de voir que cette non{lin¶earit¶e confµere au milieu un
indice de r¶efraction n qui, en plus d'un terme constant correspondant µa la r¶eponse lin¶eaire (voir partie
5), pr¶esente un terme non lin¶eaire proportionnel µa l'intensit¶e. Parmi tous les termes apparaissant
dans le d¶eveloppement de cette non{lin¶earit¶e sur les amplitudes des di®¶erentes ondes, on aura ceux
correspondant µa jÁ + ªj2. Sur le milieu, s'inscrit donc un r¶eseau de modulation d'indice µa trois
dimensions, qui est pr¶ecis¶ement l'hologramme de l'onde Á par l'onde de r¶ef¶erence ª. La \lecture"
simultan¶ee de cet hologramme par l'onde ª¤ va fournir une onde Á¤ qui est pr¶ecis¶ement la conjugu¶ee
complexe de l'onde Á. Ce milieu r¶ealise donc la conjugaison de phase de l'onde incidente, ce qui ne
peut s'e®ectuer par aucun dispositif d'optique lin¶eaire.

Nous avons ici vu de maniµere globale le principe de la g¶en¶eration. On peut aussi le comprendre
en termes holographiques. Le m¶elange de ª et de Á cr¶ee dans le milieu non lin¶eaire une r¶epartition
d'intensit¶e qui n'est autre que l'hologramme de l'onde Á avec la r¶ef¶erence ª. En raison de son caractµere
non lin¶eaire, le milieu acquiert un indice de r¶efraction modul¶e spatialement par cet hologramme.
L'onde ª¤ est di®ract¶ee par cette r¶epartition d'indice. En fait, elle vient simplement lire l'hologramme
avant et recr¶ee l'onde Á¤.

Un tel miroir µa conjugaison de phase pr¶esente des propri¶et¶es optiques extraordinaires. Imaginons
qu'on place en face de lui un point source. Il cr¶ee une onde sph¶erique divergente. En se r¶e°¶echissant sur
le miroir, elle devient une onde sph¶erique convergente qui revient se focaliser exactement sur le point
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Figure 3.5: Passage µa la limite g¶eom¶etrique. L'amplitude re»cue du point source A au point B peut se mettre sous la

forme d'une somme de termes associ¶es µa toutes les lignes bris¶ees passant de A µa B ou de tout chemin µa la limite continue.

Seuls les chemins proches de la trajectoire pr¶evue par l'optique g¶eom¶etrique contribuent notablement.

source. Quand on sait que rien n'empêche un miroir µa conjugaison de phase d'avoir un coe±cient
de r¶e°exion sup¶erieur µa un (l'¶energie n¶ecessaire ¶etant prise dans les ondes intenses ª et ª¤), on
comprendra l'int¶erêt potentiel de ce dispositif. On peut ainsi par exemple r¶ealiser un laser constitu¶e
d'un miroir µa conjugaison de phase et de n'importe quel objet vaguement r¶e°¶echissant passant µa
proximit¶e. La conjugaison de phase assure le retour parfait de l'onde sur l'objet r¶e°¶echissant et les
conditions de phase correctes pour cr¶eer une cavit¶e.

On peut aussi utiliser la conjugaison de phase pour optimiser les communications. Dans un
mat¶eriau h¶et¶erogµene comme l'atmosphµere, la propagation distord les fronts d'onde. Un point source
donne donc un front d'onde loin de la forme sph¶erique id¶eale. Si on renvoie cette onde par un miroir
µa conjugaison de phase, on change le signe des d¶efauts de phase. Le retour inverse dans le milieu (s'il
n'a pas notablement vari¶e pendant le temps d'un aller et retour) annule exactement ces d¶efauts et
l'onde de retour se focalise exactement sur le point source comme s'il n'y avait pas eu de d¶efauts.

3.4 Limite de l'optique g¶eom¶etrique

La di®raction peut nous permettre de mieux comprendre comment se fait le passage de l'¶electromagn¶e-
tisme de Maxwell µa la notion de rayons lumineux. Ce point sera discut¶e trµes en d¶etail dans l'appendice 4
µa cette partie mais nous allons donner ici l'essentiel des arguments qualitatifs n¶ecessaires. Nous venons
de voir qu'une onde plane est trµes peu a®ect¶ee, trµes peu di®ract¶ee, si elle ne passe qu'µa travers des
ouvertures ayant une taille notablement plus grande que ¸. Il est donc possible de r¶ealiser un pinceau
lumineux rectiligne, dans un milieu homogµene, dont l'extension soit grande devant ¸ et n¶eanmoins trµes
petite µa l'¶echelle macroscopique qui est celle de la plupart des composants optiques. Nous venons de
retrouver la notion de rayon lumineux. Comme les lois de changement de vecteur d'onde au passage
entre deux mat¶eriaux di¶electriques sont pr¶ecis¶ement les lois de Descartes (on consultera µa ce sujet la ¯n
de la cinquiµeme partie), ces rayons lumineux ob¶eissent pr¶ecis¶ement aux lois de l'optique g¶eom¶etrique.

Nous allons pr¶eciser un peu ces notions en montrant qualitativement, µa partir de la formule de
Kirchho®, qu'on peut exprimer le champ re»cu en un point comme une somme d'amplitudes associ¶ees µa
di®¶erents chemins possibles connectant ce point au point source. Nous montrerons alors que seuls les
chemins situ¶es dans un tube d'une extension transverse de quelques ¸ autour de la trajectoire pr¶edite
par l'optique g¶eom¶etrique contribuent e®ectivement µa la somme. La situation que nous d¶ecrivons est
repr¶esent¶ee sch¶ematiquement sur la ¯gure 3.5.

On cherche µa calculer l'amplitude re»cue en B, la source ¶etant situ¶ee en A. Nous supposerons
d'abord que le milieu entre A et B est homogµene. Formellement, en utilisant la formule (2.24), on
peut exprimer le champ (au sens d'une composante du potentiel) en B en fonction du champ sur une



3.4. LIMITE DE L'OPTIQUE G¶EOM¶ETRIQUE 181

surface Sn entourant complµetement B et passant µa trµes faible distance au niveau de la ligne droite
qui joint A µa B. Nous n'avons pas ici d'approximation li¶ee au principe de Huyghens, puisqu'il n'y a
pas de diaphragme. Pour une surface Sn su±samment r¶eguliµere, les approximations assimilant l'onde
incidente µa une onde plane (au moins localement) et la surface µa un plan (localement lµa aussi) sont
sans doute valables. On aura donc:

ÁB '
Z
Sn
Ân
Án(rn) exp(ikjrn ¡ rBj)

jrn ¡ rBj dSn ; (3.10)

oµu rn est la position courante sur Sn, Án l'amplitude en ce point et Ân le facteur d'inclinaison
g¶eom¶etrique.

L'amplitude Án peut elle aussi s'exprimer comme l'int¶egrale sur une surface Sn¡1, proche de Sn. Et
ainsi de suite, jusqu'µa une surface S1 entourant imm¶ediatement le point source A. On aura ¯nalement
Á comme une int¶egrale sur toutes les surfaces simultan¶ement, c'est µa dire, aussi bien, une int¶egrale sur
toutes les lignes bris¶ees qui passent de A µa B en s'appuyant sur les surfaces interm¶ediaires. Le terme
µa int¶egrer contient des termes d'amplitudes, lentement variables et de peu d'importance comme on le
verra. Le terme important est le terme de phase qui s'¶ecrit simplement:

exp[ik(AM1 +M1M2 + ¢ ¢ ¢+MnB)] = e
ikL ; (3.11)

oµu les Mi sont les points de la ligne bris¶ee sur les surfaces interm¶ediaires et L est la longueur totale
de la ligne bris¶ee.

Les phases associ¶ees µa deux lignes bris¶ees di®¶erentes sont complµetement di®¶erentes dµes que ces
lignes s'¶ecartent l'une de l'autre d'une petite fraction de ¸. Les amplitudes ¶etant comparables, les
contributions µa l'amplitude de toutes ces lignes sont n¶egligeables. Toutes, sauf celles qui se trouvent
au voisinage d'une trajectoire qui rend extr¶emale la longueur du trajet. Il s'agit en l'occurrence d'un
minimum et de la simple ligne droite entre A et B. Toutes les trajectoires ne s'¶ecartant que de quelques
¸ par rapport µa cette ligne contribuent de fa»con ¶equivalente µa la somme. Toutes les trajectoires passant
plus loin ont une in°uence n¶egligeable. On peut donc ins¶erer un diaphragme de taille grande devant
¸ au voisinage de cette ligne droite sans modi¯er la propagation: on retrouve bien, de fa»con moins
qualitative, la notion de rayon lumineux.

Notons que le raisonnement que nous faisons ici dans le domaine optique peut s'appliquer, avec des
modi¯cations mineures, µa la m¶ecanique quantique. On trouve qu'une amplitude de transition est la
somme d'amplitudes associ¶ees µa tous les chemins possibles entre l'¶etat initial et l'¶etat ¯nal. Dans une
limite semi{classique, les e®ets quantiques sont presque n¶egligeables et seuls contribuent les chemins
situ¶es µa quelques longueurs d'onde de de Broglie de la trajectoire classique.

Le raisonnement pr¶ec¶edent peut être ais¶ement modi¯¶e pour prendre en compte les inhomog¶en¶eit¶es
de l'indice de r¶efraction du milieu. Le vecteur d'onde local ¶etant proportionnel µa l'indice, on trouve
que le facteur de phase peut s'¶ecrire dans ce cas:

exp[ik0(n1AM1 + n2M1M2 + ¢ ¢ ¢+ nnMnB)] = e
ik0
R
ndl ; (3.12)

oµu ni est l'indice au voisinage du point Mi. On trouve donc que ne contribuent notablement que les
trajectoires situ¶ees au voisinage imm¶ediat de celles qui extr¶emalisent l'int¶egrale

R
ndl, c'est µa dire le

temps de parcours. En un mot, nous retrouvons le principe de Fermat qui est µa la base de l'optique
g¶eom¶etrique. Encore une fois, ces raisonnements ne sont que qualitatifs. Nous les rendrons beaucoup
plus pr¶ecis dans l'appendice 4.
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Appendice 1

Jauges

Nous reviendrons trµes briµevement dans cet appendice sur les problµemes de choix de jauge. Nous savons
bien que les ¶equations de Maxwell et donc toutes les pr¶edictions physiques sont invariantes dans une
modi¯cation des potentiels s'¶ecrivant:

A0¹ = A¹ + @¹Á (1.1)

en notations quadridimensionnelles ou

A0 = A+rÁ (1.2)

V 0 = V ¡ @Á
@t

(1.3)

en notations standard, Á ¶etant, dans ces expressions, une fonction arbitraire de l'espace et du temps.
On peut utiliser cette libert¶e de jauge pour tenter de simpli¯er la forme des ¶equations d¶ecrivant les
potentiels.

Le choix le plus r¶epandu, celui que nous avons d¶ejµa largement utilis¶e, est celui de la jauge de
Lorentz qui s'¶ecrit:

@¹A¹ = 0 (1.4)

ou encore

r ¢A+ 1

c2
@V

@t
= 0 : (1.5)

Cette jauge a plusieurs m¶erites. D'abord, elle est r¶ealisable. Partant de potentiels A0¹ v¶eri¯ant
une condition de jauge arbitraire, on peut leur rajouter la 4{divergence d'une fonction Á pour qu'ils
v¶eri¯ent la jauge de Lorentz. Il su±t pour cela de r¶esoudre:

@¹@
¹Á = @¹A0¹ ; (1.6)

ce qui est possible avec des conditions aux limites ordinaires (tous les potentiels nuls µa l'in¯ni dans
l'espace temps). Ensuite, la jauge de Lorentz est explicitement covariante : elle s'¶ecrit comme la nullit¶e
d'un 4{scalaire. En¯n, et ce n'est pas son moindre m¶erite, elle conduit µa des ¶equations aux potentiels
extrêmement simples, puisqu'elles d¶ecouplent le potentiel vecteur dont la seule source est le courant
et le potentiel scalaire dont la seule source est la densit¶e de charges. Nous avons vu dans le premier
chapitre que ces ¶equations admettaient la solution explicite en termes de potentiels retard¶es.

Si la jauge de Lorentz pr¶esente des avantages importants, il en est une autre qui est largement
utilis¶ee, en particulier dans le domaine de la physique atomique. C'est la jauge de la magn¶etostatique,
ou jauge de Coulomb. Elle s'¶ecrit

r ¢A = 0 : (1.7)

Manifestement, elle n'est pas covariante. Si elle est satisfaite dans un r¶ef¶erentiel, elle ne le sera plus
aprµes une transformation de Lorentz. Cette jauge n'a donc de sens que dans un r¶ef¶erentiel donn¶e,
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dans lequel nous nous placerons d¶esormais. Nous devons maintenant v¶eri¯er que cette jauge peut être
satisfaite. Supposons qu'on ait des potentiels A0 et V 0 qui ne satisfont pas µa la jauge de Coulomb.
Les potentiels issus d'une transformation de jauge y satisferont µa condition que ¢Á = ¡r ¢ A0.
Cette ¶equation est l'¶equation de Poisson de l'¶electrostatique qui admet une solution unique avec des
conditions aux limites convenables. On peut donc toujours choisir de travailler en jauge de Coulomb.

Ecrivons maintenant les ¶equations aux potentiels dans cette jauge. En raison de la jauge, r ¢E =
¡¢V et l'¶equation de V s'¶ecrit simplement:

¢V = ¡ ½
²0
: (1.8)

C'est tout simplement l'¶equation de l'¶electrostatique. En jauge de Coulomb, le potentiel scalaire se
calcule comme en ¶electrostatique. C'est donc un potentiel instantan¶e, en ce sens que le potentiel en
r; t d¶epend des sources en r1 au même instant:

V =
1

4¼²0

Z
½(r1; t)

jr¡ r1j d
3r1 : (1.9)

Bien sûr, l'¶electromagn¶etisme ne violera pas pour autant la causalit¶e relativiste. Les champs ¶electriques,
eux, ne d¶ependront que des sources aux instants retard¶es. Clairement, tout l'int¶erêt de la jauge de
Coulomb r¶eside dans cette simplicit¶e du potentiel scalaire. En physique atomique, par exemple, on
traite le couplage d'un atome, en liaison coulombienne, avec un champ oscillant. Tout naturelle-
ment, la jauge de Coulomb s¶eparera dans la dynamique du systµeme le champ statique liant l'¶electron,
repr¶esent¶e par le simple potentiel scalaire, du champ oscillant incident.

L'¶equation au potentiel vecteur est en revanche plus complexe. En ¶ecrivant que r £ B = r £
(r £A) = ¹0j + (1=c2)@E=@t et en substituant l'¶equation donnant le champ ¶electrique en fonction
des potentiels:

A = ¡¹0j+ 1

c2
@rV
@t

: (1.10)

Cette ¶equation est beaucoup plus complexe que l'¶equation au d'alembertien obtenue en jauge de
Lorentz. Elle couple e®ectivement le potentiel vecteur au gradient du potentiel scalaire. En un mot,
la r¶esolution d'un problµeme d'¶electromagn¶etisme en jauge de Coulomb revient µa d'abord trouver le
potentiel scalaire ¶electrostatique, pour ensuite l'utiliser comme terme source dans le potentiel vecteur.
Nous verrons dans le prochain appendice comment on peut aborder le problµeme en s¶eparant variables
longitudinales et transverses du champ.



Appendice 2

Espace r¶eciproque

Nous utiliserons dans cet appendice la transformation de Fourier sur les variables d'espace (nous
garderons le temps µa part pour conserver sous forme directe les propri¶et¶es dynamiques) pour transposer
les ¶equations de Maxwell dans l'espace r¶eciproque. Aprµes avoir d¶e¯ni les transformations mises en jeu,
nous d¶e¯nirons dans le premier paragraphe les champs transverses et longitudinaux. Nous montrerons,
dans le second paragraphe, que la jauge de Coulomb introduite dans l'appendice pr¶ec¶edent permet
de s¶eparer trµes naturellement la dynamique des champs longitudinaux, purement ¶electrostatiques, de
celle des champs transverses. Nous nous pencherons alors sur la dynamique des champs transverses
dans l'espace libre et nous explorerons l'analogie formelle entre l'¶electromagn¶etisme et la dynamique
de l'oscillateur harmonique en introduisant les variables normales du champ. Nous montrerons en¯n,
dans un dernier paragraphe, le lien entre cette approche et la d¶ecomposition en ondes planes introduite
dans les classes ¶el¶ementaires.

Au delµa d'une simple curiosit¶e, cet appendice est en fait une introduction directe µa la quan-
ti¯cation du champ. C'est en e®et en termes de variables normales ou de collection d'oscillateurs
harmoniques qu'on quanti¯e le champ. Nous n'aborderons pas du tout ici cette quanti¯cation dont
nous ne ferons que planter les jalons classiques. Un expos¶e trµes clair en est donn¶e dans \Introduction
µa l'¶electrodynamique quantique" de Cohen, Dupont-Roc et Grynberg.

2.1 Espace r¶eciproque

Nous allons simplement ¶ecrire dans ce paragraphe les ¶equations de l'¶electromagn¶etisme (¶equations de
Maxwell et ¶equations aux potentiels) en termes de transform¶ees de Fourier spatiales (l'approche est
donc un peu di®¶erente de ce que nous avions fait pour ¶etablir l'expression de la fonction de Green).
Les op¶erateurs de l'analyse vectorielle devenant de simples vecteurs, l'¶ecriture de ces ¶equations sera
bien sûr beaucoup plus simple que dans l'espace r¶eel.

2.1.1 Transformation de Fourier

Nous transformerons les quantit¶es scalaires et vectorielles. Le champ ¶electrique s'¶ecrira par exemple:

E(r; t) =
1

(2¼)3=2

Z
d3kE(k; t)eik¢r : (2.1)

La transformation inverse s'¶ecrit:

E(k; t) = 1

(2¼)3=2

Z
d3rE(r; t)e¡ik¢r : (2.2)

Le champ ¶electrique ¶etant r¶eel, il v¶eri¯e:

E¤(r; t) = E(r; t) : (2.3)
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On a donc: Z
E¤(k; t)e¡ik¢rd3k =

Z
E(k; t)eik¢rd3k =

Z
E(¡k; t)e¡ik¢rd3k : (2.4)

Si cette propri¶et¶e est vraie pour tout r, alors:

E(¡k; t) = E¤(k; t) : (2.5)

Nous ferons la même op¶eration sur le champ magn¶etique (transform¶ee de Fourier B), les potentiels A
et V et les sources (~½ et ~j). En termes de ces variables, les ¶equations de Maxwell s'¶ecrivent simplement:

ik£ E = ¡ _B (2.6)

ik£B = ¹0~j+ _E=c2 (2.7)

ik ¢ E = ~½=²0 (2.8)

ik ¢B = 0 (2.9)

(nous avons indiqu¶e par un point les d¶erivations temporelles dans l'espace r¶eciproque pour all¶eger les
notations). L'¶equation de conservation de la charge devient:

ik ¢~j+ _~½ = 0 ; (2.10)

les liens entre champs et potentiels s'¶ecrivent:

B = ik£A (2.11)

E = ¡ikV ¡ _A : (2.12)

En¯n les jauges de Coulomb et de Lorentz s'¶ecrivent respectivement:

ik ¢A = 0 (2.13)

et

ik ¢A+ _V=c2 = 0 : (2.14)

Le lecteur pourra µa titre d'exercice transposer ainsi d'autres ¶equations importantes de l'¶electromagn¶e-
tisme.

2.1.2 Champs longitudinaux et transverses

Les ¶equations de Maxwell dans l'espace r¶eciproque font intervenir des produits scalaires et vectoriels
avec le vecteur d'onde. Il est donc logique et probablement fructueux de d¶ecomposer les champs et po-
tentiels vectoriels en leurs composantes longitudinales, parallµeles µa k, et transverses, perpendiculaires
µa k. Introduisant le vecteur unitaire ∙ = k=k, nous d¶e¯nirons par exemple la partie longitudinale du
champ ¶electrique dans l'espace r¶eciproque par:

Ek = (∙ ¢ E)∙ (2.15)

et la partie tranverse par:

E? = ∙£ (E £ ∙) : (2.16)

Le champ ¶electrique total dans l'espace r¶eciproque est bien sûr la somme de ses composantes longitu-
dinales et transverses:

E(k; t) = Ek + E? : (2.17)

La même d¶ecomposition peut s'e®ectuer pour le champ magn¶etique et le potentiel vecteur.
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La lin¶earit¶e de la transformation de Fourier nous permet alors d'¶ecrire les champs dans l'espace
r¶eel comme une somme de deux composantes, transform¶ees de Fourier inverses des champs transverses
et longitudinaux dans l'espace r¶eciproque. On aura ainsi:

E(r; t) = Ek(r; t) +E?(r; t) ; (2.18)

oµu Ek est la transform¶ee de Ek et E? celle de E?. Il est ¶evident que les d¶esignations \longitudinal" ou
\transverse" ne correspondent µa aucune propri¶et¶e g¶eom¶etrique particuliµere dans l'espace r¶eel. Seuls les
champs dans l'espace r¶eciproque ont une interpr¶etation g¶eom¶etriquement simple. Notons aussi qu'on
peut exprimer directement les composantes transverses (et donc, par di®¶erence, longitudinales) du
champ dans l'espace r¶eel µa partir du champ total. La transformation fait intervenir un noyau int¶egral
qu'on trouvera d¶etaill¶e dans Introduction µa l'¶electrodynamique quantique de Cohen. On y constatera
que l'expression d'une des composantes du champ transverse fait apparâ³tre toutes les composantes
du champ complet.

Les conditions de Jauge s'expriment facilement en fonction des composantes transverses et longi-
tudinales. La jauge de Coulomb, en particulier, devient trµes simple, puisqu'elle exprime simplement
que le potentiel vecteur A est purement transverse. On a donc:

Ak = 0 : (2.19)

Cette jauge, en d¶epit de son manque d'invariance relativiste, rend beaucoup plus simple la g¶eom¶etrie
des champs dans l'espace r¶eciproque.

Nous nous placerons donc, jusqu'µa la ¯n de cet appendice, en jauge de Coulomb.
Comme A est transverse, k £A = B l'est aussi, ainsi que @A=@t. En revanche, le gradient du

potentiel scalaire est longitudinal. On a donc directement:

E? = ¡ _A (2.20)

Ek = ¡ikV : (2.21)

En jauge de Coulomb, le potentiel scalaire se calcule comme en ¶electrostatique. Le champ ¶electrique
longitudinal dans l'espace r¶eel Ek est donc simplement le champ ¶electrique calcul¶e comme en ¶electrosta-
tique! On voit ici, de maniµere plus d¶etaill¶ee que dans l'appendice pr¶ec¶edent, tout l'int¶erêt de la jauge de
Coulomb pour traiter un problµeme de physique atomique. Consid¶erons un atome d'hydrogµene soumis
µa une onde plane et essayons d'¶ecrire les ¶equations du mouvement de l'¶electron. L'onde incidente n'a
pas de potentiel scalaire. Le champ ¶electrique longitudinal est donc entiµerement dû au proton. Il se
calcule comme en ¶electrostatique et donne un potentiel de liaison Coulombien en 1=r. L'onde plane,
pour sa part, contribue uniquement µa la partie transverse des champs. De maniµere toute naturelle, la
jauge de Coulomb s¶epare la contribution, en g¶en¶eral dominante, de l'interaction ¶electrostatique avec
le noyau de la contribution du champ incident. Cette derniµere peut souvent être consid¶er¶ee comme
une perturbation simple par rapport au champ de liaison (ce n'est que dans le domaine des impulsions
laser trµes brµeves et trµes intenses qu'on peut sortir de ce r¶egime et atteindre même des situations oµu le
champ de liaison devient une petite perturbation par rapport au champ laser incident).

2.2 Variables normales

Nous allons dans ce paragraphe souligner l'analogie trµes forte entre la dynamique des champs ¶electro-
magn¶etiques et celle d'une collection d'oscillateurs harmoniques. On avait d¶ejµa pu prendre conscience
de cette analogie en ¶ecrivant la densit¶e de lagrangien du champ ¶electromagn¶etique, en E2 ¡B2, et en
remarquant l'analogie formelle avec le lagrangien d'un oscillateur unidimensionnel, en v2 ¡ x2. Pour
ne pas trop alourdir le d¶ebat, nous ne discuterons de cette analogie que dans l'espace libre de charges
et de courants.



188 APPENDICE 2. ESPACE R¶ECIPROQUE

2.2.1 Electromagn¶etisme dans l'espace libre

Si ~½ et ~j sont nuls, les ¶equations de Maxwell dans l'espace r¶eciproque se simpli¯ent beaucoup. On a

_E = ic2k£B (2.22)

et
_B = ¡ik£ E (2.23)

Les champs ¶electriques et magn¶etiques sont strictement transverses. On en d¶eduit µa nouveau que le
potentiel scalaire V est nul.

Nous introduirons, pour d¶ecrire le champ, deux nouvelles variables que nous nommerons variables
normales du champ:

®(k; t) = ¡ i

2N (E ¡ c∙£B) (2.24)

¯(k; t) = ¡ i

2N (E + c∙£B) : (2.25)

Ce changement de variables et bien sûr inversible et ® et ¯ su±sent µa d¶eterminer complµetement les
champs. Dans les expressions pr¶ec¶edentes, N est un facteur de normalisation, pouvant d¶ependre de
k mais pas de t, que nous ne pr¶eciserons pas davantage1. Notons ¶egalement que, par construction,
ces variables sont uniquement transverses. La condition de r¶ealit¶e des champs E¤(k; t) = E(¡k; t) se
re°µete sur ® et ¯. On v¶eri¯era imm¶ediatement, par simple substitution, que:

¯¤(k; t) = ¡®(¡k; t) (2.26)

®¤(k; t) = ¡¯(¡k; t) : (2.27)

Ces expressions prouvent que les variables ¯ sont d¶etermin¶ees de fa»con univoque dµes que l'on connâ³t
les ®, qui sont donc les seuls paramµetres dynamiques libres ou encore les seuls degr¶es de libert¶e du
problµeme. Nous allons donc en ¶ecrire les ¶equations dynamiques.

2.2.2 Dynamique des variables normales

On ¶ecrit _® par simple d¶erivation et on remplace les d¶eriv¶ees temporelles des champs ¶electriques et
magn¶etiques par les ¶equations de Maxwell correspondantes. On a donc:

_® = ¡ i

2N (
_E ¡ c∙£ _B)

=
ck

2N [c∙£B + ∙£ (∙£ E)] : (2.28)

Le dernier terme dans le crochet de la seconde ligne est simplement ¶egal µa ¡E puisque le champ est,
dans le vide, purement transverse. On a donc ¯nalement:

_® = ¡ick® = ¡i!® ; (2.29)

en posant, une fois de plus, ! = ck.
Pour comparer cette ¶equation µa celle de la dynamique d'un oscillateur, nous consid¶ererons un

mouvement unidimensionnel avec la coordonn¶ee x et l'impulsion conjugu¶ee p. Le hamiltonien s'¶ecrit
H = p2=2m+m!x2=2. En posant

® = x+ ip=m! ; (2.30)

1Sa valeur ne doit être pr¶ecis¶ee que quand on procµede µa la quanti¯cation du champ ¶electromagn¶etique. On choisit
alors le facteur N , en fonction du volume dans lequel on quanti¯e le champ, pour que l'¶energie d'un photon unique soit
pr¶ecis¶ement ¶egale µa hº.



2.2. VARIABLES NORMALES 189

(on notera la similarit¶e avec les variables normales du champ), on trouve:

_® = ¡i!® ; (2.31)

pr¶ecis¶ement l'¶equation d¶ecrivant l'¶evolution de la variable normale du champ.

Chaque vecteur d'onde est donc associ¶e µa une variable normale (µa deux dimensions puisque trans-
verse) qui a la même dynamique qu'un oscillateur harmonique. Notons que l'on peut se ramener µa un
problµeme µa une dimension. Pour chaque k, on peut d¶e¯nir deux vecteurs de base orthogonaux µa k,
" et "02. En ¶ecrivant que ® = ®"" + ®"0"0, on montre que les deux variables normales scalaires ®"
et ®"0 ont la dynamique d'un oscillateur harmonique unidimensionnel. Si on appelle mode du champ
une valeur de k et une polarisation, chaque mode du champ ¶electromagn¶etique est un oscillateur
harmonique.

Nous avons franchi lµa une ¶etape essentielle vers la quanti¯cation du champ. On apprend, dans les
premiers cours de m¶ecanique quantique, µa quanti¯er l'oscillateur harmonique. Ses niveaux d'¶energie
sont non d¶eg¶en¶er¶es, ¶egaux µa (n + 1

2)¹h!, oµu n est un nombre entier positif ou nul qui d¶ecrit le
nombre d'excitations ¶el¶ementaires ou quanta ou phonons. L'¶energie d'un mode quanti¯¶e du champ
prend donc le même ensemble de valeurs. Le nombre n d¶ecrit alors le nombre de quanta d'¶energie
¶electromagn¶etique, le nombre de photons en un mot. Comme toujours en m¶ecanique quantique, les
variables classiques sont remplac¶ees par des op¶erateurs. Les variables ®" sont remplac¶ees par les
op¶erateurs d'annihilation de photons qui transforment l'¶etat jni µa n photons en l'¶etat pnjn ¡ 1i µa
n¡ 1 photons (l'op¶erateur adjoint ay ¶etant ¶evidemment l'op¶erateur de cr¶eation de photons).

Tant que la quanti¯cation se limite µa un seul mode (µa une seule valeur de k et de "), il n'y a
aucune di±cult¶e. La plupart des exp¶eriences modernes d'optique quantique peuvent se d¶ecrire assez
pr¶ecis¶ement en termes de photons et des op¶erateurs a et ay. En e®et, dans la plupart de ces exp¶eriences,
on ne s'int¶eresse qu'µa quelques modes, d¶e¯nis par des faisceaux laser ou par des cavit¶es r¶esonnantes.
La situation se complique un peu quand on veut consid¶erer l'espace libre. Il faut alors sommer tous
les modes. L'¶energie du fondamental (aucun photon dans aucun mode) ou du vide de rayonnement
devient alors in¯nie. Il s'agit en e®et de sommer les ¶energies de point 0, 1=2¹h!, d'une in¯nit¶e de
modes. Un z¶ero d'¶energie in¯ni ne serait pas trop grave mais il y a des problµemes plus s¶erieux. L'e®et
de ce continuum de modes vides sur un atome, par exemple, est divergent: les niveaux d'¶energie
sont in¯niment modi¯¶es par ce couplage. Il faut donc se d¶ebarrasser soigneusement de ces in¯nis,
de ces divergences dues µa des sommations sur tous les modes. Les techniques modernes de th¶eorie
des champs, de renormalisation, le permettent. En un mot (plus que qualitatif) on peut comprendre
qu'une particule charg¶ee isol¶ee du champ n'existe pas. Un ¶electron, par exemple, est \habill¶e" par les
°uctuations de vide. Cet habillage produit une modi¯cation in¯nie des paramµetres (masse, charge) de
la particule \nue". Mais ce que nous mesurons dans une exp¶erience, la masse ou la charge physique,
sont des quantit¶es ¯nies qui tiennent compte de cet habillage. En introduisant dans la th¶eorie des
paramµetres qui ne sont pas ceux d'une charge isol¶ee mais d'une charge en interaction avec le vide de
rayonnement, on peut se d¶ebarrasser de ces in¯nis et obtenir même des pr¶edictions quantitatives d'une
pr¶ecision remarquable.

2.2.3 D¶ecomposition en ondes planes

Ayant explicitement la dynamique des variables normales, nous pouvons, toujours dans l'espace libre,
¶ecrire la dynamique du champ dans l'espace r¶eel. On a:

® = ®"(k; 0)e
¡i!t"+ ®"0(k; 0)e¡i!t"0 : (2.32)

2Nous prenons ici une base de polarisations lin¶eaires, ce qui est le plus commode µa ¶ecrire. On pourrait aussi d¶ecomposer
les variables normales sur une base de polarisations circulaires en prenant une base constitu¶ee de superpositions lin¶eaires
µa coe±cient complexes de nos vecteurs.
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En portant cette expression dans celle du champ transverse:

E = iN [®(k; t)¡®¤(¡k; t)] (2.33)

(nous avons utilis¶e le lien entre ¯ et ®) et en faisant la transform¶ee de Fourier inverse, on trouve
¯nalement:

E = 2Re
i

(2¼)3=2

Z
d3kN (k)

X
"
®""e

i(k¢r¡!t) ; (2.34)

oµu la somme sous l'int¶egrale porte sur deux polarisations transverses arbitraires pour chaque valeur
de k. Cette expression est sans surprise. On retrouve, par des voies un peu d¶etourn¶ees, le fait que
le champ dans l'espace libre peut se d¶ecomposer comme une somme d'ondes planes, transverses, de
polarisations lin¶eaires.



Appendice 3

Faisceaux gaussiens

Nous chercherons µa donner, dans cet appendice, un modµele raisonnable de faisceau laser. Trµes claire-
ment, l'onde plane ne convient pas pour d¶ecrire ces faisceaux. Ils sont bien localis¶es transversalement.
Leur divergence, assez faible, est de l'ordre de la limite impos¶ee par les lois de la di®raction et leur
extension transverse. Quand on s'¶eloigne de l'axe, l'intensit¶e est d'abord stationnaire, puis d¶ecrô³t
lentement. En¯n, quand on focalise un tel faisceau au moyen d'une lentille, il existe une taille mini-
male µa la tache focale. Nous allons essayer, µa partir de la th¶eorie de la di®raction, de construire un
modµele raisonnable pour un tel faisceau dans le premier paragraphe. Nous adopterons une d¶emarche
pragmatique mais on pourrait la rendre plus rigoureuse et plus convaincante en montrant qu'on con-
struit ainsi, au moins dans le cadre d'une approximation paraxiale, une solution explicite des ¶equations
de Maxwell dans l'espace libre.

Le deuxiµeme paragraphe sera consacr¶e µa une revue des propri¶et¶es essentielles des modes gaussiens.
Nous nous pencherons aussi briµevement sur les modes d'ordre sup¶erieur. Nous discuterons ensuite,
dans le paragraphe suivant, des liens entre faisceaux gaussiens et cavit¶es laser. Nous montrerons
en particulier qu'une superposition stationnaire de deux faisceaux gaussiens respecte naturellement
les conditions aux limites impos¶ees par deux miroirs sph¶eriques dans une con¯guration Fabry Perot.
Nous aurons alors compris pourquoi les lasers produisent e®ectivement le plus souvent des modes
gaussiens. En¯n, nous conclurons ce chapitre par un bref survol de l'optique des modes gaussiens, en
nous penchant en particulier sur les transformations de modes au passage par une lentille.

3.1 Construction d'un mode gaussien

Les modes laser sont relativement invariants par translation. Ils divergent l¶egµerement mais la forme
de la r¶epartition d'amplitude dans un plan perpendiculaire µa l'axe change peu. Or les modi¯cations de
cette forme peuvent être d¶ecrits par la th¶eorie de la di®raction. L'amplitude en un plan lointain peut
se calculer, en premiµere approximation, comme la transform¶ee de Fourier de l'amplitude en un plan
proche de l'origine. La seule fonction dont la forme reste invariante par transformation de Fourier est
la gaussienne. Il est donc naturel d'essayer de construire un faisceau dont la r¶epartition d'amplitude
dans un plan transverse soit gaussienne.

Nous consid¶ererons donc un faisceau d'axe optique Oz. Un plan transverse passant par l'origine
sera rep¶er¶e par les axes Ox1 et Oy1. Nous noterons Á l'amplitude du champ ou plutôt d'une des
composantes du potentiel. Nous supposerons donc que, dans le plan passant par O, la r¶epartition
d'amplitude est de la forme:

Á(x1; y1) = Á0e
¡(x21+y21)=w20 : (3.1)

Dans tous les calculs, nous omettrons toujours les facteurs exp¡i!t. Il est ¶evident, surtout pour
des faisceaux laser, que nous ne consid¶ererons que des champs monochromatiques. La d¶ependance
temporelle est alors simplement en facteur de toutes nos expressions et peut être simplement omise. Á0
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est une amplitude que nous pouvons supposer r¶eelle sans restreindre la g¶en¶eralit¶e. Nous appellerons,
pour des raisons qui seront ¶evidentes dans le prochain paragraphe, w0 le \waist" du faisceau. Nous
supposerons le waist notablement plus grand que ¸, longueur d'onde du faisceau. Si ce n'¶etait pas le
cas, aucun calcul analytique ne serait possible µa partir de la th¶eorie de la di®raction.

Nous chercherons, µa partir de lµa, µa calculer la r¶epartition d'amplitude dans un plan Mxy, perpen-
diculaire µa Oz, M ¶etant situ¶e µa la cote z. Nous ne nous cantonnerons pas pour ce calcul au r¶egime de
Fraunhofer. Nous laisserons, µa titre d'exercice, le lecteur le traiter. Il est ¶evident que l'on trouvera une
r¶epartition gaussienne de l'intensit¶e, avec une largeur variant lin¶eairement avec la distance z. Cette
approximation ne permet pas de d¶e¯nir correctement le faisceau pour des distances z de l'ordre de
w0. Nous allons voir que le principe de Huygens, dans ce cas trµes simple, permet de s'a®ranchir de
l'approximation de Fraunhofer et d'e®ectuer un calcul plus pr¶ecis, valable dans cette r¶egion. Bien sûr,
nous retrouverons les r¶esultats de Fraunhofer pour des distances su±samment grandes.

Nous avons en e®et:

Á(x; y) =
1

i¸

Z
dx1dy1 Â

Á(x1; y1)

jr¡ r1j e
ikjr¡r1j ; (3.2)

avec les notations standard du chapitre 2. Les vecteurs r1 et r sont ici de coordonn¶ees respectives
(x1; y1; 0) et (x; y; z). Nous allons maintenant approcher l'int¶egrande en supposant que l'observation
n'est pas µa trop courte distance. Comme pour la di®raction de Fraunhofer, nous allons traiter trµes
cavaliµerement les termes d'amplitude en confondant jr ¡ r1j avec jzj (approximation qui tiendra si
la distance d'observation n'est pas trop petite par rapport au waist). Le faisceau est ¶evidemment
sym¶etrique par rapport au plan z = 0. Nous supposerons donc dans la suite z > 0 et reconstruirons
ensuite l'autre partie du faisceau par sym¶etrie. Nous traiterons aussi cavaliµerement le facteur Â que
nous supposerons ¶egal µa 1, ce qui est sans doute assez bien v¶eri¯¶e dans le cadre d'une approximation
paraxiale. En revanche, nous d¶evelopperons la phase µa un ordre plus ¶elev¶e que pour le calcul de
Fraunhofer:

ikjr¡ r1j ' ik
Ã
z +

(x¡ x1)2
2z

+
(y ¡ y1)2
2z

!
: (3.3)

En tenant compte de la r¶epartition suppos¶ee dans le plan Ox1y1, on a:

Á(x; y) =
Á0
i¸

eikz

z

Z
dx1dy1 exp

Ã
¡x

2
1 + y

2
1

w20

!
exp ik

"
(x¡ x1)2

2z
+
(y ¡ y1)2
2z

#
: (3.4)

Cette int¶egrale est explicitement calculable, puisqu'elle ne fait intervenir que des facteurs gaussiens.
Pour faire le calcul, nous allons r¶earranger les termes en x pour faire apparâ³tre un carr¶e. On se
convaincra sans problµemes que:

¡ x
2
1

w20
+ ik

(x¡ x1)2
2z

=
ik

2z

µ
1 +

2iz

kw20

¶"
x21 ¡

2xx1
1 + 2iz=kw20

+
x2

1 + 2iz=kw20

#

=
ik

2z

µ
1 +

2iz

kw20

¶ ∙
x1 ¡ x

1 + 2iz=kw20

¸2
¡ ik

2z

x2

1 + 2iz=kw20
+
ik

2z
x2 (3.5)

Les termes en x2 sont des constantes pour l'int¶egration qui nous occupe et peuvent donc être mis de
côt¶e. En les regroupant et en se livrant µa des op¶erations identiques sur les z, on peut ¶ecrire:

Á(x; y) =
Á0
i¸

eikz

z
exp

Ã
¡ x2 + y2

w20(1 + 2iz=kw
2
0)

!Z
dx1dy1

exp

"
ik

2z
(1 + 2iz=kw20)

µ
x1 ¡ x

1 + 2iz=kw20

¶2#

exp

"
ik

2z
(1 + 2iz=kw20)

µ
y1 ¡ y

1 + 2iz=kw20

¶2#
: (3.6)
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En posant u = x1 ¡ x=(1 + 2iz=kw20), l'int¶egrale sur x1 se ramµene µa:Z
D
du exp

∙µ
ik

2z
¡ 1

w20

¶
u2
¸
; (3.7)

le contour d'int¶egration dans le plan complexe ¶etant la droite D des points de valeur imaginaire ¶egale
µa Im (x=(1 + 2iz=kw20)). Consid¶erons le contour ferm¶e C constitu¶e de D, de l'axe r¶eel parcouru dans
le sens n¶egatif et de deux portions de cercle de l'in¯ni. La fonction µa int¶egrer n'admettant aucun pôle
dans le plan complexe, l'int¶egrale sur de contour est nulle. La contribution des portions µa l'in¯ni ¶etant
nulle elle aussi, l'int¶egrale sur D est ¶egale µa l'int¶egrale de la même fonction sur l'axe r¶eel. OrZ 1

¡1
du exp(¡®u2) =

q
¼=® (3.8)

même si ® est complexe, µa condition que les int¶egrales soient convergentes. Le produit des int¶egrales
sur x1 et y1 est donc simplement ¶egal µa ¼=[1=w

2
0 ¡ ik=2z] et on a:

Á =
eikz

i¸z

¼

1=w20 ¡ ik=2z
exp

Ã
¡ x2 + y2

w20(1 + 2iz=kw
2
0)

!
; (3.9)

ce qui achµeve notre calcul du point de vue formel. Avant d'aller plus loin, notons que, comme nous
l'esp¶erions, la r¶epartition d'amplitude est essentiellement gaussienne.

Pour all¶eger les notations, nous poserons:

b =
kw20
2
=
¼w20
¸

: (3.10)

Ce paramµetre joue visiblement un rôle central dans nos ¶equations. Nous l'appellerons, pour des raisons
qui apparâ³tront clairement dans l'avant dernier paragraphe de cet appendice, paramµetre confocal. On
peut alors d¶e¯nir deux longueurs utiles:

w(z) = w0

s
1 +

z2

b2
(3.11)

et

R(z) =
b2

z
+ z : (3.12)

On d¶e¯nira aussi une phase par

ª = arctan

∙
z

b

¸
: (3.13)

Avec ces d¶e¯nitions et un peu d'algµebre, on mettra le champ sous la forme

Á = eikz
w0
w(z)

e¡iªe¡(x
2+y2)=w2(z)eik(x

2+y2)=2R(z) (3.14)

Avant de discuter plus en d¶etails les propri¶et¶es de ce faisceau, dont la structure gaussienne est
¶evidente, il faudrait pr¶eciser ce qu'est la validit¶e de nos approximations. A priori, notre calcul n'est
correct que pour des distance z grandes par rapport au waist. En fait, l'expression que nous obtenons
est meilleure. Elle d¶ecrit correctement le faisceau pour toutes les distances. On pourra, pour s'en
convaincre, porter directement cette expression dans l'¶equation de propagation des potentiels. On
verra qu'elle est une solution de cette ¶equation µa condition de faire une approximation paraxiale (on
suppose les coordonn¶ees transverses lentement variables par rapport µa la longueur d'onde ou les angles
de di®raction faibles ce qui revient bien sûr au même). Nous avons donc, un peu par chance, exhib¶e
une solution approximative des ¶equations de Maxwell qui pr¶esente toutes les caract¶eristiques que nous
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souhaitions. Nous aurions pu, de maniµere plus syst¶ematique, partir des ¶equations de propagation et de
l'approximation paraxiale et en construire une solution. Nous aurions alors trouv¶e tout un ensemble
de solutions, dont celle que nous venons d'exhiber. Les autres, appel¶ees faisceaux gaussiens d'ordre
sup¶erieur, seront briµevement ¶evoqu¶ees dans le paragraphe suivant.

Nous n'avons ici calcul¶e, a priori, qu'une des composantes du potentiel. Il faudrait les ¶ecrire toutes
et d¶eriver correctement le potentiel pour trouver la structure des champs ¶electriques et magn¶etiques.
Si la divergence du faisceau n'est pas trop grande, on peut toutefois simpli¯er beaucoup le calcul.
Toutes les quantit¶es relatives au faisceau varient en e®et sur une ¶echelle de longueur beaucoup plus
grande que ¸. On pourra donc sans doute assimiler localement le faisceau gaussien µa une onde plane.
Les champs ¶electriques et magn¶etiques seront perpendiculaires µa la direction de propagation locale qui
est perpendiculaire aux surfaces d'onde ou surfaces d'¶egale phase du faisceau. Comme les ouvertures
sont faibles, les champs ont pratiquement une orientation constante sur le pro¯l du faisceau. En d¶epit
de la g¶eom¶etrie plus complexe, on peut donc continuer µa parler d'une polarisation unique pour notre
faisceau.

Notons en¯n qu'on peut construire des solutions exactes des ¶equations de Maxwell qui se r¶eduisent
dans le cadre paraxial aux modes gaussiens ordinaires mais qui les g¶en¶eralisent pour des divergences
arbitraires. On les nomme \complex source points" ou CSP. Elles sont obtenues en e®et en calculant
formellement le rayonnement ¶emis par un dipôle ponctuel situ¶e en iz le long de l'axe Oz. On obtient
alors une solution complµetement vectorielle des ¶equations de Maxwell. La forme d¶etaill¶ee est trop
complexe pour trouver sa place ici.

3.2 Propri¶et¶es essentielles

L'interpr¶etation physique de la formule (3.14) est relativement transparente. Le facteur exp(¡(x2 +
y2)=w2(z)) d¶ecrit une r¶epartition gaussienne de l'intensit¶e avec une largeur w(z). La fonction w,
normalis¶ee µa w0, est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.1(a). Bien que nous n'ayons fait formellement le
calcul que pour z > 0, il est clair qu'il peut être ¶etendu dans la r¶egion z < 0 et que le faisceau est
sym¶etrique par rapport µa l'origine. Bien sûr, la largeur vaut exactement w0 en z = 0. Ensuite, le
faisceau s'¶elargit, une cons¶equence naturelle de la di®raction. A grande distance, la taille du faisceau
est pratiquement une fonction lin¶eaire de z, correspondant µa une ouverture angulaire constante. Cette
ouverture angulaire est ¶egale µa 2¸=¼w0, trµes voisine de ce qu'on obtient par des arguments qualitatifs de
di®raction µa la Fraunhofer. On notera en particulier que l'extension lat¶erale du faisceau est multipli¶ee
par

p
2 pour z = b. Si on imagine le faisceau µa trois dimensions, on comprendra bien pourquoi le

paramµetre w0 est appel¶e waist (\taille" en anglais).
Le facteur exp(ik(x2+ y2)=2R(z)) dans (3.14) a®ecte la phase du champ. Il coÄ³ncide avec la phase

d'une onde sph¶erique de rayon R(z). La surface ¶equiphase, ou surface d'onde, passant par z est donc
une sphµere de rayon R (µa des petites corrections prµes dues au terme en ª). Le rayon R est repr¶esent¶e,
normalis¶e µa b, en fonction de z=b sur la ¯gure 3.1(b). A trµes grande distance, R ' z. Le centre de
courbure des surfaces d'onde est donc l'origine. On retrouve lµa aussi une cons¶equence directe de la
formule de Huygens dans le r¶egime du champ lointain. En revanche, µa l'origine, R est in¯ni: la surface
d'onde est un plan, ce que nous avions e®ectivement suppos¶e initialement. Le rayon de courbure
minimal en module est atteint pour z = §b et vaut 2b. Cela justi¯e le nom de paramµetre confocal
choisi pour le paramµetre b. Les surfaces d'onde en z = §b forment en e®et deux sphµeres de même rayon
de courbure, le centre de l'une ¶etant situ¶e au sommet de l'autre. C'est pr¶ecis¶ement la con¯guration du
Fabry Perot confocal, largement utilis¶e en optique laser. Nous verrons dans le prochain paragraphe
de cet appendice comment relier la g¶eom¶etrie des modes gaussiens µa la cavit¶e laser qui les d¶e¯nit.

Le terme exp¡iª est une phase suppl¶ementaire. Le paramµetre ª est repr¶esent¶e en fonction de z=b
sur la ¯gure 3.1(c). Sur une ¶etendue de l'ordre de b, ª passe de ¡¼=2 µa ¼=2. Ce saut de phase par
passage au foyer est en fait bien connu en interf¶erom¶etrie classique. Des exp¶eriences telles que celles
des demi-lentilles montrent clairement que, pour un faisceau quelconque, la phase subit une rotation
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Figure 3.1: (a) Largeur w(z) d'un faisceau gaussien, normalis¶e µa w0 en fonction de z=b. (b) Rayon de courbure R(z)

de la surface d'onde, normalis¶e µa b, en fonction de z=b. (c) Phase ª normalis¶ee µa ¼ en fonction de z=b.
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R1 R2

O

Figure 3.2: Cavit¶e laser Fabry Perot. Elle est constitu¶ee de deux miroirs sph¶eriques de rayons de courbure R1 et R2

situ¶es en z1 < 0 et z2 > 0. Elle est de longueur L. Elle soutient un mode gaussien dont le waist est situ¶e µa l'origine.

de ¼ au passage d'un point focal. On trouvera dans le Born et Wolf des cartes d¶etaill¶ees (et fort
complexes) du champ ¶electrique au voisinage d'un foyer pour un faisceau µa pro¯l rectangulaire. Ici, la
g¶eom¶etrie du faisceau est beaucoup plus simple.

Le dernier terme qui m¶erite commentaire est le pr¶efacteur w0=w(z). Il exprime tout simplement
la conservation de l'¶energie. En prenant le module au carr¶e du \champ", on obtient un terme propor-
tionnel au °ux d'¶energie. L'int¶egrale du terme gaussien d'amplitude est alors proportionnel µa w. Le
pr¶efacteur r¶etablit la constance de l'¶energie transport¶ee le long du faisceau.

Nous n'avons consid¶er¶e en fait ici que le plus simple des faisceaux gaussiens. Nous aurions pu
choisir, dans le plan de r¶ef¶erence, une forme plus complexe oµu la gaussienne serait multipli¶ee par un
polynôme de Hermite en fonction de x1 et de y1. On retrouve alors un faisceau qui se propage en
conservant la même forme de r¶epartition d'amplitude. L'aspect du mode au voisinage de son waist est
constitu¶e de taches s¶epar¶ees par des z¶eros d'intensit¶e correspondant aux z¶eros des polynômes de Her-
mite dans les deux directions. Le mode gaussien d'ordre z¶ero est alors celui qui correspond au polynôme
le plus simple, une constante. Les autres faisceaux sont appel¶es \modes gaussiens d'ordre sup¶erieur".
On note souvent TEMnp ces faisceaux. TEM d¶esigne un mode transverse ¶electromagn¶etique. Les
champs ¶electriques et magn¶etiques sont en e®et perpendiculaires µa la direction de propagation, avec
l'approximation paraxiale. n et p d¶esignent les nombres de z¶eros des polynômes dans les directions
x1 et y1. Le mode gaussien fondamental est appel¶e TEM00. C'est en g¶en¶eral celui qu'on cherche
µa r¶ealiser, car il permet, µa divergence donn¶ee, d'obtenir la plus petite tache focale. Notons que les
di®¶erents modes gaussiens forment une base orthogonale de l'ensemble des faisceaux paraxiaux admet-
tant l'axe z comme direction de propagation (le produit scalaire ¶etant l'int¶egrale de recouvrement d'un
des faisceaux avec le complexe conjugu¶e de l'autre). Tout faisceau peut donc a priori se d¶ecomposer
sur cette base.

3.3 Cavit¶es laser

Un laser est g¶en¶eralement constitu¶e d'une cavit¶e Fabry Perot, plus ou moins remplie par un milieu
ampli¯cateur de lumiµere (voir ¯gure 3.2). Quand le gain sur un aller et retour dans la cavit¶e excµede
les pertes (µa travers les miroirs ou µa travers le milieu), l'intensit¶e se renforce dans un aller et retour.
On atteint alors le seuil d'oscillation: µa partir d'une petite °uctuation de champ, due par exemple
µa l'¶emission spontan¶ee par le milieu atomique, l'amplitude crô³t. Cette divergence est limit¶ee par
le ph¶enomµene de saturation, qui fait trµes g¶en¶eralement d¶ecrô³tre le gain du milieu ampli¯cateur en
fonction de l'intensit¶e pr¶esente dans la cavit¶e. On atteint alors un ¶equilibre entre gain et pertes et un
r¶egime stationnaire oµu l'intensit¶e reste constante.

Pour savoir quelle est la g¶eom¶etrie du faisceau produit par un tel laser, on peut chercher µa construire
un faisceau qui respecte les conditions aux limites impos¶ees par les miroirs. Il faut donc cr¶eer une
onde stationnaire µa partir de deux faisceaux ne di®¶erant que par leur direction de propagation dont
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les surfaces d'onde soient des sphµeres, coÄ³ncidant avec la surface des miroirs. Les modes gaussiens
fondamentaux conviennent a priori. En ¶ecrivant la condition d'existence d'une onde stationnaire et
l'accord entre le rayon de courbure des surfaces d'onde et celui des miroirs, nous pourrons d¶eterminer
complµetement la g¶eom¶etrie de ce faisceau µa partir de celle de la cavit¶e. C'est µa ce calcul que nous
allons nous employer.

La g¶eom¶etrie de la cavit¶e est repr¶esent¶ee sur la ¯gure 3.2. Nous noterons z1 la position du miroir
1 par rapport au waist de nos faisceaux gaussiens contrapropageants, z2 celle du miroir 2. En prenant
par convention l'origine de l'axe au waist des faisceaux, nous simpli¯erons beaucoup les ¶ecritures.
Toutefois, il ne faut pas perdre de vue que z1 est alors une inconnue (z2 ¶etant d¶etermin¶ee µa partir de
z1 par la longueur de la cavit¶e). Les rayons de courbure des miroirs seront not¶es respectivement R1 et
R2. Dans la con¯guration repr¶esent¶ee sur 3.2, nous conviendrons que les deux rayons de courbure sont
positifs. Les r¶esultats que nous allons obtenir sont plus g¶en¶eraux que cette g¶eom¶etrie et admettraient
que l'un ou l'autre des rayons de courbure soit n¶egatif.

La premiµere condition µa ¶ecrire est que l'on puisse former une onde stationnaire entre les deux
miroirs. Les deux faisceaux ayant des g¶eom¶etries identiques, il su±t d'¶ecrire les conditions pour le
faisceau aller. Si les surfaces d'onde sont confondues avec les miroirs, ce que nous imposerons dans un
moment, il su±t d'¶ecrire cette condition de phase aux sommets. La variation de phase sur le faisceau
aller, entre z1 et z2 doit donc valoir p¼ oµu p est un entier arbitraire. On doit donc avoir:

k(z2 ¡ z1) + ª(z2)¡ª(z1) = kL+ª(z2)¡ª(z1) = p¼ : (3.15)

L'¶equation est assez complexe, en raison des termes en ª. Elle admet toutefois une seule solution: la
longueur de la cavit¶e est ¯x¶ee de maniµere univoque quand on ¯xe p. On retrouve ici tout simplement
la condition de r¶esonance de la cavit¶e Fabry Perot. On peut ¯xer un peu les choses si la distance entre
les miroirs et entre miroirs et waist est grande devant le paramµetre confocal du faisceau (ce qui n'est
guµere le cas, comme nous le verrons, pour les cavit¶es standard). On a en e®et ª(z2) ¡ ª(z1) = ¼ et
la condition de r¶esonance s'¶ecrit simplement:

L = (p+
1

2
)
¸

2
; (3.16)

la condition obtenue naÄ³vement en n¶egligeant les termes en ª ¶etant L = p¸=2.
L'accord en rayon de courbure entre les surfaces d'onde et les miroirs s'¶ecrit donc simplement:

R(z1) = ¡R1 (3.17)

R(z2) = R2 ; (3.18)

le signe ¶etant impos¶e par nos conventions de prendre positifs les rayons de courbure des miroirs. Si
on y ajoute le fait que la longueur de la cavit¶e est L, nous avons µa r¶esoudre le systµeme:

z1 +
b2

z1
= ¡R1 (3.19)

z2 +
b2

z2
= R2 (3.20)

z2 ¡ z1 = L : (3.21)

Les inconnues sont le waist w0 du faisceau et sa position par rapport aux miroirs. Comme nous avons
choisi le waist comme origine, nous pourrons prendre comme inconnues z1 et z2 (la troisiµeme ¶equation
donnant trivialement l'un en fonction de l'autre). En soustrayant les deux premiµeres ¶equations, en
faisant syst¶ematiquement intervenir la distance z2 ¡ z1 c'est µa dire L, on ¶ecrira sans peine:

b2 = z1z2

µ
1¡ R1

L
¡ R2
L

¶
: (3.22)
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Introduisons alors deux nouveaux paramµetres donn¶es par:

g1 = 1¡ L

R1
(3.23)

g2 = 1¡ L

R2
: (3.24)

On a R1=L = 1=(1¡ g1) et:
b2 =

z1z2(g1g2 ¡ 1)
(1¡ g1)(1¡ g2) (3.25)

En multipliant la premiµere ¶equation de notre systµeme par z1, la deuxiµeme par z2 et en en faisant en¯n
la di®¶erence, nous avons aussi:

z22 ¡ z21 = L(z2 + z1) = R2z2 +R1z1 ; (3.26)

et
(L¡R2)z2 + (L¡R1)z1 = 0 : (3.27)

En divisant par R1R2, on en tire sans di±cult¶es:

g2
R1
z2 +

g1
R2
z1 = 0 : (3.28)

En exprimant en¯n z1 en fonction de L et z2, on obtient

z2 = L
g1R1

g2R2 + g1R1
(3.29)

ou encore

z2 = L
g1(1¡ g2)

g1 + g2 ¡ 2g1g2 : (3.30)

On en d¶eduit:

z1 = ¡L g2(1¡ g1)
g1 + g2 ¡ 2g1g2 (3.31)

et, par simple substitution:

b2 = L2
g1g2(1¡ g1g2)

(g1 + g2 ¡ 2g1g2)2 ; (3.32)

ce qui achµeve la r¶esolution du systµeme.
Nous avons donc ainsi exprim¶e la position et la valeur du waist du faisceau en fonction des

paramµetre g¶eom¶etriques de la cavit¶e. Nous n'aurons toutefois une solution acceptable que si b2 > 0,
c'est µa dire si:

0 < g1g2 < 1 : (3.33)

Le point repr¶esentatif de la cavit¶e dans un plan g1; g2 doit donc être dans le premier ou le troisiµeme
quadrant, entre les axes et les deux branches de l'hyperbole g1g2 = 1. Cette condition est une condition
de stabilit¶e pour la cavit¶e laser. On peut en e®et, d'un point de vue purement optique, remplacer les
trajets aller et retour entre les miroirs de la cavit¶e par une propagation dans une s¶erie de lentilles,
convergentes ou divergentes selon la courbure des miroirs, espac¶ees de L. Traiter ce petit problµeme
en optique g¶eom¶etrique ne pose aucun problµeme si on ¶ecrit la matrice de transfert correspondant µa
un passage par deux lentilles cons¶ecutives ou un aller et retour dans la cavit¶e. La propagation sur
un grand nombre de passages ou d'allers et retour sera d¶ecrite par cette matrice ¶elev¶ee µa une grande
puissance. En g¶en¶eral, la position ou l'angle du faisceau avec l'axe, qui sont les paramµetres naturels
de l'optique matricielle, divergent dans cette op¶eration. C'est seulement, comme on pourra le v¶eri¯er,
si la condition (3.33) est remplie que le rayon reste µa distance ¯nie de l'axe. Cette condition est donc
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une pure condition d'optique g¶eom¶etrique qui exprime que les deux miroirs con¯nent e®ectivement la
lumiµere au voisinage de l'axe.

On prend donc bien garde, sauf dans quelques cas particuliers (milieux de trµes grand gain) de
r¶ealiser des cavit¶es laser stables. Dans le plan g1; g2, nous pouvons examiner quelques points partic-
uliers, µa la frontiµere du domaine de stabilit¶e

² g1 = g2 = 0. On a alors R1 = R2 = L. La cavit¶e est une cavit¶e Fabry Perot confocale, le centre
de courbure d'un miroir ¶etant confondu avec le sommet de l'autre. C'est, de loin, la con¯guration
de cavit¶e la plus utilis¶ee en technologie laser. Elle pr¶esente, entre autres, l'avantage que les modes
gaussiens d'ordre sup¶erieur se trouvent d¶eg¶en¶er¶es en fr¶equence avec le mode fondamental. On
peut voir facilement que b = L=2, ce dont nous pouvions nous douter, et que w0 =

p
L¸=2¼.

Comme cette cavit¶e est µa la limite du domaine de stabilit¶e, on rapproche en g¶en¶eral l¶egµerement
les deux miroirs.

² g1 = g2 = 1 Les deux miroirs sont plans. C'est aussi une cavit¶e µa la limite de la stabilit¶e,
puisqu'on trouve ¶evidemment un waist in¯ni.

² g1 = g2 = ¡1 On trouve alors R1 = R2 = L=2. La cavit¶e est une cavit¶e concentrique. En fait les
deux miroirs forment deux calottes d'une même sphµere. On trouve dans ce cas, par un passage
µa la limite sans di±cult¶es, que le waist devrait être nul. Bien sûr, cette solution n'a aucun sens
physique, les conditions de l'approximation paraxiale ¶etant viol¶ees depuis longtemps.

3.4 Optique gaussienne

On utilise bien sûr les faisceaux gaussiens dans des systµeme optiques compos¶es entre autres de lentilles
minces. Il est donc important de savoir comment se transforme le faisceau au passage dans ce com-
posant essentiel de l'optique. Nous allons voir que, si les r¶esultats sont le plus souvent trµes voisins de
ceux de l'optique g¶eom¶etrique standard, ils en sont parfois aussi ¶eloign¶es de maniµere non intuitive.

Pour d¶ecrire une lentille mince, nous allons examiner son in°uence sur la phase d'une onde in-
cidente. L'axe de la lentille sera bien sûr confondu avec Oz. Comme la lentille est trµes mince, la
d¶eviation des rayons lumineux est n¶egligeable et la r¶epartition transverse d'amplitude n'est pas mod-
i¯¶ee. Nous avons d¶ejµa rencontr¶e ces arguments, dans le chapitre 2, quand nous avons introduit la
notion d'objet de phase pour la fonction de transmission d'un diaphragme. Consid¶erons, pour ¯xer les
id¶ees, une lentille plan-convexe d'indice n. La face d'entr¶ee est plane, la face de sortie est une sphµere
de rayon R. L'¶epaisseur de verre travers¶ee par le faisceau µa la distance x2 + y2 de l'axe est:

` = `0 ¡ x
2 + y2

2R
; (3.34)

oµu `0 est l'¶epaisseur maximale (nous avons bien sûr, de maniµere consistante avec l'approximation
paraxiale, remplac¶e la sphµere par une parabole). Nous pouvons omettre ici les termes en `0, qui
d¶ecriraient le d¶ephasage d'une lame mince d'¶epaisseur ¶egale µa celle de la lentille. Ils provoquent
seulement un d¶ephasage global de l'onde incidente. L'amplitude de l'onde en sortie est donc multipli¶ee
par le facteur de phase:

exp

Ã
¡ik(n¡ 1)x

2 + y2

2R

!
= exp

Ã
¡ikx

2 + y2

2f

!
: (3.35)

Nous avons fait intervenir f = R=(n¡ 1). Pour interpr¶eter ce r¶esultat, on pourra s'apercevoir qu'une
onde incidente plane ¶emerge avec la phase d'une onde sph¶erique convergente de rayon de courbure f .
f est donc la distance focale de la lentille, un r¶esultat ¶el¶ementaire d'optique g¶eom¶etrique. Le r¶esultat
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que nous venons d'obtenir avec une lentille convergente peut se g¶en¶eraliser µa toutes les lentilles minces.
Il su±t, avec nos notations, de compter f n¶egativement quand la lentille est divergente.

Consid¶erons maintenant un faisceau gaussien incident. Il est d¶ecrit, dans le plan de la lentille, par
w(z) et R(z) ainsi que par la phase ª(z). La r¶epartition transverse d'intensit¶e n'¶etant pas modi¯¶ee,
l'amplitude reste une fonction gaussienne de la distance µa l'axe, de même largeur. En revanche, la
phase due µa la lentille s'ajoute µa celle du faisceau. L'onde r¶esultante est encore une onde sph¶erique,
avec une courbure R0 telle que:

1

R0
=
1

R
¡ 1

f
: (3.36)

Il est donc ¶evident que le faisceau ¶emergent est lui aussi gaussien, d¶ecrit par des paramµetres w0(z0) et
R0(z0), z0 ¶etant la distance du waist (encore inconnu) de ce faisceau µa la lentille. Notons µa ce point
que la phase ª d'un faisceau gaussien peut se calculer facilement µa partir de w et R. Toute l'in°uence
de la phase de la lentille ayant ¶et¶e inclus dans le terme en R0, la phase ª0 est ¶evidemment ¶egale µa ª.
En g¶en¶eral, ª0 ne coÄ³ncide pas avec la phase du nouveau faisceau calcul¶ee µa partir de w0 et R0. Il peut
donc exister en plus du changement de g¶eom¶etrie un d¶ephasage global. Les nouveaux paramµetres du
faisceau peuvent se calculer en r¶esolvant l'¶equation de conjugaison (3.36) et w0 = w. On en d¶eduit la
cote z0 et le nouveau paramµetre confocal b0 qui ¯xent la position et l'¶etendue du nouveau waist.

Ce calcul est un peu complexe, faisant intervenir des ¶equations du quatriµeme ordre. Nous n'exa-
minerons que quelques cas simples. Le faisceau incident a son waist µa l'origine que nous supposerons
¶eloign¶ee de la lentille. Le rayon de courbure R de ce faisceau est donc essentiellement ¶egal µa la cote z
de la lentille. Consid¶erons d'abord le cas oµu R0 s'annule. Il est ¶evident que le waist ¶emergent est situ¶e
sur le plan de la lentille. Cela se produit, d'aprµes l'¶equation de conjugaison, si R = f , c'est µa dire si
le waist du faisceau incident est situ¶e au foyer de la lentille. En optique g¶eom¶etrique, l'image de ce
plan est µa l'in¯ni. Nous voyons bien ici que l'optique gaussienne n'est pas toujours intuitive et qu'en
particulier le waist du faisceau image n'est pas toujours confondu avec l'image g¶eom¶etrique du plan
du waist d'entr¶ee. En revanche, en supposant que le waist du faisceau ¶emergent est, lui aussi, situ¶e
loin de la lentille, le rayon de courbure R0 donne directement sa position qui coÄ³ncide avec l'image
g¶eom¶etrique, comme le montre la relation de conjugaison. On peut montrer aussi que, dans ce cas,
les deux waists sont dans un rapport ¶egal au grandissement g¶eom¶etrique de la lentille.



Appendice 4

Approximation eikonale

Nous avons vu, µa la ¯n du chapitre trois, comment on pouvait passer qualitativement de l'¶electro-
magn¶etisme µa la notion de rayon lumineux en utilisant les concepts de la di®raction. Nous avons vu
aussi quels liens existaient alors entre le principe de Fermat et cette approche. Nous allons, dans cet
appendice, rendre beaucoup plus rigoureuse cette approche. Nous partirons des ¶equations de Maxwell
et nous ferons un changement de variables, tout µa fait rigoureux, pour distinguer deux ¶echelles de
longueur dans la variation des champs. Nous aurons d'une part la longueur d'onde dont l'¶echelle d¶ecrit
les variations de phase du champ dans la direction de la propagation. Nous aurons aussi la variation
spatiale \transverse" des champs due au fait que nous ne propageons pas en g¶en¶eral des ondes planes.
Nous ferons alors, dans le deuxiµeme paragraphe, l'approximation de l'optique g¶eom¶etrique qui revient
µa n¶egliger l'¶echelle spatiale de la premiµere variation devant la seconde. En supposant ainsi que les
\enveloppes" des champs varient lentement devant la longueur d'onde, nous retrouverons la notion
de rayon lumineux, clairement d¶e¯nie en examinant le transport d'¶energie. En¯n, dans le troisiµeme
paragraphe, nous ¶ecrirons l'¶equation d¶ecrivant la trajectoire des rayons lumineux. Nous montrerons
aussi que cette ¶equation est celle que l'on obtient directement µa partir du principe de Fermat. Nous
nous livrerons pour cela µa un calcul variationnel trµes inspir¶e de ceux de la premiµere partie de ce cours.

Notons que la technique que nous allons employer ici pour passer µa l'optique g¶eom¶etrique s'utilise
aussi dans des domaines vari¶es. En m¶ecanique quantique, par exemple, de nombreuses m¶ethodes
d'approximations semi{classiques sont fond¶ees sur ce genre d'approche. Si les calculs ne sont pas
directement transposables (ils sont relativement plus complexes ici en raison de la nature vectorielle
du champ), leur esprit reste similaire.

Dans tout cet appendice, nous ne consid¶ererons que la propagation dans un milieu di¶electrique,
sans propri¶et¶es magn¶etiques (les milieux magn¶etiques ¶etant en g¶en¶eral opaques, l'optique y est sans
grand int¶erêt). Nous ne consid¶ererons aussi que des champs monochromatiques, oscillant µa la fr¶equence
!. Nous noterons ²r la permittivit¶e di¶electrique du milieu et n =

p
²r son indice de r¶efraction µa cette

même fr¶equence. Nous supposerons, pour faciliter les calculs, ces quantit¶es r¶eelles et scalaires. Nous
ne traiterons donc que de milieux sans absorption ni bir¶efringence (des g¶en¶eralisations relativement
imm¶ediates permettent de tenir compte de ces e®ets). En revanche, nous ne ferons aucune hypothµese
sur l'homog¶en¶eit¶e du milieu et permettrons µa ces quantit¶es de varier avec la position. Les di®¶erentes
quantit¶es d¶ecrites ici sont d¶e¯nies et comment¶ees dans la cinquiµeme partie de ce cours sur la propaga-
tion dans les milieux mat¶eriels. En¯n, nous ne traiterons que la propagation libre ind¶ependamment
des sources. C'est bien en g¶en¶eral le problµeme pos¶e par une exp¶erience d'optique.

4.1 Eikonale

Nous partons donc des ¶equations de Maxwell pour des champs monochromatiques. Elles s'¶ecrivent,
en notant E0(r) et B0(r) les amplitudes complexes des champs ¶electrique et magn¶etique en un point

201
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(nous nous d¶ebarrassons ainsi de toute la d¶ependance temporelle qui est en facteur dans tout ce qui
va suivre):

r£E0 = ick0B0 (4.1)

r ¢ ²rE0 = 0 (4.2)

r ¢B0 = 0 (4.3)

r£B0 = ¡ik0
c
E0 ; (4.4)

en posant k0 = !=c.
Si nous imaginons ce que doit être un rayon lumineux, la phase des champs dans la direction

de propagation doit varier rapidement (sur une ¶echelle 1=k0) alors que, perpendiculairement µa cette
direction, l'amplitude varie lentement. Nous allons donc changer de variables pour faire apparâ³tre
d'une part une variation rapide de la phase avec une ¶echelle k0 et d'autre part une variation plus lente de
l'amplitude. En un mot, nous faisons apparâ³tre les enveloppes lentement variables des champs d'une
part et la modulation rapide due µa leur caractµere oscillant d'autre part. Ce genre d'approximations
d'enveloppes lentement variables est assez couramment utilis¶ee. Nous poserons donc:

E0 = e(r)eik0S(r) (4.5)

B0 = b(r)eik0S(r) (4.6)

(4.7)

oµu S, appel¶ee eikonale, est une fonction r¶eelle de r. Ce changement de variable n'est bien sûr pas
univoque. Il n'a pas vocation µa l'être, puisque nous n'¶etudions que la propagation dans l'espace
libre, ind¶ependamment des sources. Le champ ne serait complµetement d¶e¯ni que si nous pouvions
sp¶eci¯er aussi les sources. Pour le d¶ebat qui nous occupe maintenant, la d¶e¯nition de la notion de
rayon lumineux dans la propagation libre, cette question est sans int¶erêt. Nous pouvons n¶eanmoins
constater que les champs des sources µa grande distance, qui seront d¶etaill¶es dans la partie suivante,
peuvent tous se mettre sous la forme pr¶ec¶edente avec un choix trµes naturel pour l'eikonale.

Porter ce changement de variables dans les ¶equations de Maxwell ne pose aucun problµeme tech-
nique. Pour la premiµere on a:

r£ eeik0S = reik0S £ e+ eik0Sr£ e
= ik0(rS)eik0S £ e+ eik0Sr£ e : (4.8)

La premiµere ¶equation de Maxwell s'¶ecrit donc:

rS £ e+ r£ e
ik0

= cb : (4.9)

Pour la deuxiµeme:

r ¢ ²reeik0S =r²r ¢ eeik0S + ²re ¢ ik0(rS)eik0S + ²reik0Sr ¢ e (4.10)

et donc

e ¢rS = ¡ 1

ik0
[(r ln ²r) ¢ e+r ¢ e] (4.11)

Par des calculs similaires, on montre que les deux derniµeres ¶equations de Maxwell se mettent sous la
forme:

rS ¢ b = ¡ 1

ik0
r ¢ b (4.12)

rS £ b+ ²r
c
e = ¡ 1

ik0
r£ b : (4.13)

Insistons sur le fait que tous ces calculs sont exacts. Bien entendu, les quatre ¶equations de Maxwell
ne permettent pas de d¶eterminer les 7 fonctions inconnues de nos nouvelles variables. On retrouve le
fait que ce changement de fonctions est ambigu.
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4.2 Approximation de l'optique g¶eom¶etrique

Nous allons maintenant faire r¶eellement l'approximation de l'optique g¶eom¶etrique. Nous allons sup-
poser que les enveloppes lentement variables et l'eikonale varient toutes sur une ¶echelle de longueur
trµes sup¶erieures µa la longueur d'onde. Dans les ¶equations de Maxwell, coexistent des d¶eriv¶ees de
ces quantit¶es par rapport µa la position et des termes faisant intervenir 1=k0. Avec notre approxi-
mation, ces derniers termes sont n¶egligeables par rapport aux premiers (nous laissons la justi¯cation
math¶ematique au lecteur!). L'approximation de l'optique g¶eom¶etrique consiste µa n¶egliger ces termes
et µa ¶ecrire les ¶equations de Maxwell pour les enveloppes lentement variables sous la forme:

rS £ b+ ²r
c
e = 0 (4.14)

rS £ e¡ cb = 0 (4.15)

e ¢rS = 0 (4.16)

b ¢rS = 0 : (4.17)

Notons tout de suite que les champs ¶electrique et magn¶etique sont perpendiculaires au gradient
de l'eikonale. La phase de l'onde ¶etant essentiellement d¶etermin¶ee par le terme en k0S, les surfaces
d'onde, ou surfaces ¶equiphases, sont perpendiculaires au gradient de S. Le gradient de l'eikonale
pointe donc dans la direction locale de propagation. Les champs ¶electrique et magn¶etique sont donc
perpendiculaires µa cette direction, contenus dans la surface d'onde. L'¶energie ¶electromagn¶etique se
propage donc dans la direction du gradient de l'eikonale, perpendiculairement aux surfaces d'onde.
Nous d¶evelopperons plus avant ces arguments ¶energ¶etiques dans un moment. Notons aussi que la
deuxiµeme ¶equation montre alors que e, b et rS forment un triµedre direct. Notre onde a donc
localement la structure d'une onde plane de vecteur d'onde e®ectif k0rS. Il est ¶evident qu'une
approximation de champs lentement variables doit, comme ce sera le cas pour le rayonnement des
sources µa grande distance, conduire µa une structure locale d'onde plane.

4.2.1 Equation de l'eikonale

Les deux premiµeres ¶equations de Maxwell ainsi ¶ecrites doivent admettre une solution pour e et b. Si
on se donne rS en un point, ces deux ¶equations forment, en termes des composantes cart¶esiennes des
champs, un systµeme lin¶eaire homogµene 6£6. En g¶en¶eral, il n'admet que la solution triviale identique-
ment nulle. Pour que e et b existent dans le cadre de cette approximation, il faut qu'en chaque point
le gradient de l'eikonale prenne la valeur particuliµere qui annule le d¶eterminant de ce systµeme. Plutôt
que d'¶ecrire ainsi cette condition d'existence, nous allons proc¶eder par substitution. De la seconde
¶equation, on tire:

b =rS £ e=c ; (4.18)

qu'on porte dans la premiµere. On obtient alors:

rS £ (rS £ e) + ²re=c = 0 : (4.19)

En d¶eveloppant le double produit vectoriel et en utilisant le fait que e est perpendiculaire au gradient
de l'eikonale et en introduisant ¯nalement l'indice de r¶efraction, on met la condition d'existence des
champs sous la forme:

(rS)2 = n2 (4.20)

En tous points, l'eikonale doit v¶eri¯er cette relation pour que les champs existent. Une partie de
l'arbitraire sur sa d¶e¯nition est donc lev¶ee.
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4.2.2 Notion de rayon lumineux

Pour pr¶eciser la notion de rayon lumineux, nous allons nous pencher sur les propri¶et¶es ¶energ¶etiques
des champs ainsi d¶e¯nis. Ecrivons d'abord le vecteur de Poynting, en valeur moyenne temporelle:

¦ =
1

2
Re

e£ b¤
¹0

(4.21)

oµu l'¶etoile d¶esigne la conjugaison complexe. Notons que l'eikonale, pur facteur de phase, s'¶elimine
des quantit¶es ¶energ¶etiques en valeur moyenne. En exprimant alors le champ magn¶etique µa partir de
la deuxiµeme ¶equation de propagation, en d¶eveloppant le double produit vectoriel et en exploitant la
g¶eom¶etrie, on a:

¦ =
²0c

2
Re (e ¢ e¤)rS : (4.22)

Pour ¶eclairer cette ¶equation, nous allons ¶ecrire la densit¶e moyenne d'¶energie ¶electromagn¶etique, u. On
a (voir cinquiµeme partie):

u =
²0²r
4
Re e ¢ e¤ + 1

4¹0
Re b ¢ b¤ : (4.23)

On peut montrer rapidement que les contributions ¶electriques et magn¶etiques µa l'¶energie sont ¶egales
(notons que c'est toujours le cas pour une onde plane qui est la structure locale de notre champ).
En rempla»cant, dans l'¶energie ¶electrique, e¤ par son expression en fonction de b¤ d¶eduite de (4.14),
e¤ = (crS £ b¤)=²r (on notera que par d¶e¯nition rS est r¶eel), on obtient un produit mixte:

²0²r
4
Re e ¢ e¤ = ²0c

4
[e;b¤;rS] : (4.24)

En rempla»cant b¤ par son expression en fonction de e¤ d¶eduite de (4.15) dans l'¶energie magn¶etique, en
remarquant que ¹0c = 1=²0c, on constate sans peine que la contribution magn¶etique a une expression
identique. Finalement, la valeur moyenne de l'¶energie totale s'¶ecrit:

u =
²0n

2

2
Re e ¢ e¤ : (4.25)

En rapprochant cette expression de celle du vecteur de Poynting, on constate que celui-ci est propor-
tionnel µa la densit¶e locale d'¶energie. Pour all¶eger les notations, nous appellerons s le vecteur unitaire
du gradient de l'eikonale:

s =
rS
jrSj =

rS
n

(4.26)

(on notera ici l'importance de l'hypothµese n r¶eel). On a alors:

¦ =
c

n
us : (4.27)

On a donc bien une propagation de l'¶energie dans la direction perpendiculaire aux surfaces d'onde,
avec une vitesse c=n puisque le rapport entre le °ux d'¶energie et sa densit¶e moyenne n'est autre que
la vitesse de propagation (une vitesse de groupe en l'occurrence). Nous pouvons donc maintenant
assimiler les lignes du champ rS aux rayons lumineux de l'optique g¶eom¶etrique. A condition de ne
pas les limiter µa une ¶echelle de l'ordre de ¸ | et de sortir donc de nos approximations d'enveloppes
lentement variables | les lignes derS d¶ecrivent e®ectivement les lignes g¶eom¶etriques de propagation
de l'¶energie. Comme ces lignes sont perpendiculaires aux surfaces d'onde, on obtient ainsi directement
le th¶eorµeme de Malus, qui indique que les rayons lumineux sont perpendiculaires aux surfaces d'onde1.
Il nous reste maintenant µa ¶etablir la trajectoire de ces rayons.

1Notons que le th¶eorµeme de Malus ne tient que dans les milieux di¶electriques isotropes (dont la permittivit¶e di¶electrique
est un scalaire). Dans les milieux bir¶efringents, on a encore localement une structure d'onde plane. Cette fois, D,B et la
direction de propagation de la phase (le vecteur d'onde local) forment un triµedre direct. Mais le vecteur de Poynting est
encore d¶etermin¶e par E. Comme la relation entre D et E est tensorielle dans ces milieux, les deux vecteurs ne sont pas
n¶ecessairement align¶es. Le vecteur de Poynting, qui d¶e¯nit la direction de propagation de l'¶energie et donc la direction
des rayons lumineux, n'est pas n¶ecessairement align¶e avec la direction de propagation de la phase, normale aux surfaces
d'onde. Le th¶eorµeme de Malus est donc en g¶en¶eral inapplicable dans ces milieux.
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4.3 Equation des rayons lumineux

4.3.1 Rayons et eikonale

Les rayons lumineux sont donc les lignes du champ de gradient de S. Il nous reste µa ¶etablir la forme
de ces lignes. Nous chercherons donc le rayon lumineux passant par un point arbitraire. Le rayon
peut être d¶e¯ni par la forme intrinsµeque r(s), position du point en fonction de l'abscisse curviligne
s compt¶ee sur le rayon µa partir du point initial. Le rayon est e®ectivement une ligne de rS si, en
chaque point, le vecteur tangent µa la trajectoire est confondu avec le vecteur unitaire s du gradient
(on prendra garde µa ne pas confondre ce vecteur s avec l'abscisse curviligne s le long du rayon en d¶epit
d'une fâcheuse homonymie). On doit donc avoir:

s =
dr

ds
; (4.28)

ou encore, en multipliant les deux membres par n, longueur du gradient de l'eikonale:

n
dr

ds
=rS : (4.29)

Essayons d'¶ecrire une ¶equation intrinsµeque pour r en ¶eliminant l'eikonale. Pour cela, a¯n de manipuler
commod¶ement les indices, nous quittons pour un moment les notations standard de l'analyse vectorielle
et adoptons les conventions d'Einstein de sommation. Nous ¶ecrirons les indices indi®¶eremment en
position contravariante ou covariante puisque nous faisons un calcul seulement avec des composantes
purement spatiales. Ecrivons donc la quantit¶e:

d

ds
n
dr

ds
; (4.30)

en distinguant les composantes et en utilisant l'¶equation (4.29):

d

ds
n
dri
ds

=
d

ds
@iS : (4.31)

Mais:
d

ds
@iS = @j [@iS]dr

j

ds
: (4.32)

En rempla»cant dans cette expression drj=ds par @jS=n, on a:

d

ds
n
dri
ds

=
1

n
@j[@iS]@jS

=
1

2n
@i[@jS@jS]

=
1

2n
@i[n

2] ; (4.33)

oµu nous avons utilis¶e l'¶equation fondamentale de l'eikonale dans le second membre. Finalement,
l'¶equation intrinsµeque du rayon lumineux s'¶ecrit donc, en revenant aux notations standard:

d

ds
n
dr

ds
=rn : (4.34)

Elle permet de d¶eterminer complµetement la trajectoire du rayon si on connâ³t la r¶epartition spatiale
d'indice.
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4.3.2 Applications

Pour regarder fonctionner cette ¶equation, nous allons examiner rapidement quelques r¶epartitions
d'indice assez couramment rencontr¶ees. Notons tout d'abord que notre ¶equation ne s'applique pas
a priori au cas d'un indice discontinu, tel que celui au voisinage d'un dioptre. On peut toutefois, en
prenant la limite d'une variation continue de plus en plus rapide, en d¶eduire les lois de la r¶efraction.

Commen»cons par un milieu homogµene, d'indice constant. Le gradient et nul et l'indice sort du
premier membre, mettant l'¶equation du rayon lumineux sous la forme:

d2r

ds2
= 0 ; (4.35)

dont la solution est ¶evidement une droite. Nous retrouvons donc la propagation rectiligne de la lumiµere
dans un tel milieu.

Consid¶erons maintenant un milieu dont l'indice ne d¶epend que de la coordonn¶ee z, avec une
d¶ependance lin¶eaire :n = n0(1+az). C'est par exemple le cas de l'air quand il y a formation de mirage.
L'air est beaucoup plus chaud au contact du sol, expos¶e au soleil, qu'en altitude. La densit¶e, et donc
l'indice, sont donc des fonctions croissantes de l'altitude z. Pour ¯xer les id¶ees, nous consid¶ererons
un rayon se propageant de maniµere pratiquement horizontale dans un plan xOz. Nous pouvons alors,
en premiµere approximation, confondre l'abscisse curviligne s et la coordonn¶ee x. Nous pouvons alors
d¶ecrire le rayon simplement par son altitude z en fonction de x. La seule composante non nulle de
l'¶equation (4.34) est selon z et se met sous la forme:

d

dx
n
dz

dx
= an0 : (4.36)

En remarquant que n sort de la d¶erivation par rapport µa x et en n¶egligeant la variation de n par
rapport µa n0 sur l'¶etendue verticale de la trajectoire (il serait µa peine plus di±cile d'en tenir compte),
nous mettons l'¶equation du rayon sous la forme:

d2z

dx2
= a ; (4.37)

dont la solution est ¶evidemment une parabole dont la concavit¶e est dirig¶ee vers le haut. Un rayon
incident vers le sol en incidence rasante est r¶e°¶echi, ce qui donne au sol l'aspect d'un miroir µa grande
distance, d'oµu l'apparition de lacs au coeur des d¶eserts....

Consid¶erons en¯n le problµeme de la ¯bre optique µa gradient d'indice. Il existe des ¯bres µa saut
d'indice, dont le c¾ur, d'un diamµetre de quelques microns, a un indice plus ¶elev¶e que le reste de la
¯bre. La lumiµere est alors guid¶ee par r¶e°exion interne totale sur le dioptre limitant le c¾ur. Il existe
aussi des ¯bres µa gradient d'indice, oµu la variation d'indice est continue et en g¶en¶eral parabolique
en fonction de la distance µa l'axe. Il faudrait ¶evidemment, comme les dimensions transverses sont de
l'ordre de la longueur d'onde, au moins pour les ¯bres monomodes, recourir µa une approche ondulatoire.
Nous allons nous contenter ici de comprendre qualitativement le con¯nement de la lumiµere par une
image g¶eom¶etrique. Nous postulerons donc que l'indice est µa une distance r de l'axe de la forme
n = n0(1 ¡ ar2) (a > 0). Nous emploierons une g¶eom¶etrie trµes voisine de celle du mirage. Dans un
plan xOz (x est l'axe de la ¯bre), nous ¶ecrivons la trajectoire d'un rayon paraxial. Nous pouvons
encore confondre s et x, remarquer que n est ind¶ependant de x et varie trµes peu par rapport µa sa
valeur n0 sur l'axe. Le rayon est alors entiµerement d¶ecrit par z(x) et son ¶equation de propagation
s'¶ecrit:

d2z

dx2
= ¡2az ; (4.38)

dont la solution est ¶evidemment une sinusoÄ³de. Le rayon oscille donc autour de l'axe dont il reste
µa distance ¯nie. Les rayons sont e®ectivement guid¶es dans cette g¶eom¶etrie. On remarquera que, si
a ¶etait n¶egatif, on obtiendrait des solutions divergentes oµu le rayon s'¶eloigne ind¶e¯niment de l'axe.
Comme on pouvait s'y attendre, une ¯bre ne guide la lumiµere que si l'indice est maximal au centre.
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4.3.3 Principe de Fermat

Nous avons ici d¶eriv¶e l'¶equation de propagation des rayons lumineux de l'approche eikonale. Elle
peut en fait être d¶eduite aussi du principe de Fermat, principe variationnel qui stipule que le trajet
e®ectivement suivi par la lumiµere r¶ealise un extremum du temps de parcours (en g¶en¶eral un minimum).
Montrons que c'est e®ectivement le cas par un calcul ¶el¶ementaire de variations (on pourra se reporter
aux r¶esultats de la premiµere et de la deuxiµeme partie pour se familiariser µa nouveau avec ces calculs
dont nous ne d¶etaillerons pas ici le principe).

Nous consid¶erons un rayon lumineux d¶ecrit par l'¶equation intrinsµeque r(s) et un rayon in¯niment
proche, partant du même point et arrivant au même point. L'¶ecart entre ces deux rayons peut s'¶ecrire
±r(s), param¶etr¶e par l'abscisse curviligne sur le rayon de r¶ef¶erence. Le temps de parcours sur le rayon
de r¶ef¶erence,

R
nds, est extr¶emal. Sa variation au premier ordre dans les ±r quand on passe au rayon

vari¶e doit être nulle. Or,

±

Z
nds =

Z
(±n)ds+

Z
n±ds ; (4.39)

oµu le premier terme d¶ecrit la variation d'indice quand on passe d'une trajectoire µa l'autre, le second
la variation de longueur de l'¶el¶ement de trajectoire. On a ¶evidemment:

±n =rn ¢ ±r : (4.40)

Pour estimer le second terme, nous consid¶erons un ¶el¶ement di®¶erentiel ds de la trajectoire de r¶ef¶erence.
L'¶el¶ement correspondant de la trajectoire vari¶ee a pour longueur:

ds+ ±ds =
p
ds2 + 2dr ¢ d±r ; (4.41)

d'oµu on tire sans peine:

±ds =
dr

ds
d±r : (4.42)

Dans tout ce calcul, nous avons consid¶er¶e les accroissements de trajectoire comme des in¯niments petits
par rapport aux ¶el¶ements di®¶erentiels de ces mêmes trajectoires. En ¶ecrivant ¯nalement l'int¶egration
par parties traditionnelles: Z

n
dr

ds
d±r = ¡

Z
d

ds
n
dr

ds
±r ; (4.43)

oµu le terme tout int¶egr¶e est nul puisque trajectoire de r¶ef¶erence et trajectoire vari¶ee coÄ³ncident aux
extr¶emit¶es, on met en facteur ±r. L'int¶egrale de variation n'est nulle pour tout accroissement que si
le facteur de ±r est nul. Il est ¶evident que l'¶equation ainsi obtenue est pr¶ecis¶ement (4.34). L'approche
eikonale est donc strictement ¶equivalente au principe de Fermat.
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