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Ordinateur quantique:
rêves et réalité

J.M. Raimond

Laboratoire Kastler Brossel
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 Il existe des superpositions d'états logiques

n

n valeurs

Un ordinateur quantique manipulant des qubits peut 
effectuer 2n opérations en un seul cycle !

Enorme puissance de calcul

Rend aisée la solution de problèmes difficiles
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Principe de Church-Turing:
Du point de vue de la complexité, tous les ordinateurs 

classiques sont équivalents entre eux et au plus simple:
La machine de Turing

Codage des données sur des 
états physiques

Mécanisme physique 
produisant les résultats à 
partir des données

Problème crucial: coût
    en temps
    en ressources

Données
n bits

N=2n valeurs

Résultats

10 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 ......

10 0 01

Registre

état interne

Automate
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Quelques problèmes faciles

       Opérations arithmétiques élémentaires

              Addition:          α   n
              Multiplication: α   n2

       Recherche dans une base de données triées
              Tri dichotomique α  Log(nombre éléments)

Quelques problèmes difficiles
       
        Factorisation
 
             Algorithme naïf

        Recherche dans une base de données non triée
 
             Meilleure tactique: essai aléatoire N/2= 2n-1

        Problème du "voyageur de commerce"
             Visiter n villes par l'itinéraire le plus court

        Problèmes d'échecs à n  coups

N n= 2 2/
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Un problème difficile: factorisation

     Algorithme naïf: essai de tous les diviseurs

     Meilleur algorithme connu (grands nombres) 

     Problème "parallélisable"
                  (dualité ressources/temps)
            temps de calcul exponentiel remplacé par un
             nombre de processeurs exponentiel

     Factorisation de 129 chiffres (94)
             Quelques mois
             Quelques centaines de machines
             Quelques 100 Mips/machine .....

Une application: la cryptographie

      Clé x Message = Cryptogramme

      Cryptogramme / Clé = Message

       Facteur (Cryptogramme)= Message        Très difficile

La plupart de codes cryptographiques utilisent la 
factorisation ou le logarithme discret (                     )

Tout problème facile dont le problème inverse est difficile 
pourrait convenir

Enorme importance économique (et stratégique)

N

e n1 9 1 3. /

p Très facile

b q Nx =

p 1016 

instructions
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Ordinateur quantique

Equivalent à une machine de Turing dont les bits (0 ou1)
sont remplacés par des qubits          systèmes à deux niveaux
Il existe des superpositions d'états

Calcul: évolution unitaire de l'état de la machine

U: matrice unitaire commandée par l'utilisateur 
"programme" de l'ordinateur quantique

Représentation de l'état
    Registre de n qubits
         Espace des états de dimension 2n. Base:

Comment calculer?

    Préparation de 

    Evolution unitaire pour "calculer" f

    Mesure des n derniers qubits: obtention du résultat

    Tout calcul effectué par une machine de Turing classique
    peut aussi être effectué par un ordinateur quantique
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    Pas de bruit ou de relaxation
    Utilisation parcimonieuse de la mesure
   Calcul réversible

        interdit si f n'est pas inversible, mais

         autorisé
Ne pas effacer un qubit à  moins que l'état ne soit certain

Mais un ordinateur quantique peut aussi

calculer simultanément 2n valeurs de f !!!!

Parallélisme quantique massif

Exponentiellement plus efficace qu'un calculateur classique

Lecture du résultat?

       mesure des n derniers qubits:
 

              Une valeur pour un argument arbitraire (connu)

              Perte de l'efficacité

Algorithmes subtils pour profiter du parallélisme et
extraire le résulat

b f b, ( )

x f x x→ ∀( )

x x f x x, , ( )0 → ∀
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Algorithmes quantiques

Très peu d'algorithmes connus 
                (en dépit d'une recherche intensive)

Problèmes ad hoc
 
      Deutsch Josza  (réalisation expérimentale à 1 bit !)
      Simon    (précurseur de Shor)

Problème utile, accélération faible

       Grover et variantes
              Recherche dans une base non triée
              Ne change pas la classe de complexité
                     (de N/2 à       )

Problème utile et accélération exponentielle

        Shor
              Algorithme polynomial de factorisation !
              Responsable de l'engouement pour le sujet
                      (et des craintes des services du chiffre)

"Simulateurs quantiques"
        Llyod
               Utiliser le parallélisme pour simuler l'évolution
                      d'un système quantique
               Que des idées de principe

        

N
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Brève histoire de l'informatique quantique

      73    Bennett     Calcul réversible classique

      80    Benioff     Proposition de principe

      82    Feynman  "Quantum simulator"

                                   espace de Hilbert de taille exponentielle

      85    Deutsch    Machine de Turing quantique
                                    bases conceptuelles

      92    Deutsch    Premiers algorithmes ad hoc (inutiles)
                                    Notion de "portes logiques quantiques"

      94    Shor         Algorithme de factorisation
                                   Utile et accélération exponentielle

      95                     Propositions théoriques de portes

      95    Wineland Première réalisation d'une porte 

      97    Grover      Algorithme de recherche
                                   Utile mais accélération faible
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Algorithme de Deutsch Josza

Intérêt anecdotique, mais réalisé expérimentalement (1 bit!)

Fonction f de (0...2N-1)   vers 0 ou 1

Définitions:

       Fonction constante:          2N valeurs identiques
       Fonctions "équilibrées":    exactement N zéros et N un

Si f est constante, elle n'est pas équilibrée
Si f est équilibrée, elle n'est pas constante

Donc des 2 propositions
       (A)   f n'est pas constante
       (B)   f n'est pas équilibrée

au moins une est vraie

Problème: déterminer quelle proposition est vraie
           (ou une quelconque si les deux sont vraies)

Algorithme classique (optimal)

      Calcul de N+1 valeurs de f
            Toutes égales: 
                                  f est non équilibrée donc (B) est vraie
      Au moins une différente: 
                                 f n'est pas constante  donc(A) est vraie

      N+1 évaluations de f dans le pire des cas:
            problème exponentiel
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Algorithme quantique
      1 registre de n+1 bits (0 à 2N-1)
      1 registre de 1 bit (évaluation de f)

Etat initial

Préparation d'une superposition de tous les nombres

    UH: Transformation de Hadamard
         sur chaque qubit 

Calcul de f

    Uf: transformation unitaire du dernier bit

Application d'une phase conditionnelle

Nouveau calcul de f (équivalent au calcul de l'inverse)

Transformation de Hadamard inverse

Mesure individuelle de tous les qubits du premier registre
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Probabilité que tous les qubits soient à 0:

mais

donc

f constante: P0=1

f balancée: P0=0

Si tous les qubits mesurés sont à 0:
      f n'est pas balancée

            (B) vraie

Si un au moins des qubits est à 1
     f n'est pas constante

            (A) vraie

Solution du problème avec une seule évaluation de f:
 accélération exponentielle par rapport au calcul
         classique
     gain: parallélisme quantique dans l'évaluation de f

Le problème est que ce problème 
n'a ni intérêt, ni application
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Algorithme de Shor

Problème: factoriser un nombre N arbitraire et grand
 (qui ne doit pas être une puissance de 2  ni un carré)

Un tout petit peu d'arithmétique

Soit x quelconque,  x<N

Si x n'est pas premier avec N: on a un diviseur de N

Si x est premier avec N, on définit l'ordre de x comme le 
plus petit entier r tel que:

f(a)=xa [N] est donc une fonction périodique de période r

Si on connaît r, alors on a une chance sur 2 environ que
       r soit pair
       et            

Alors, le                            est un facteur non trivial de N

(il existe des algorithmes classiques efficaces pour trouver le 
gcd de deux nombres)

Factoriser ou trouver l'ordre d'un entier arbitraire (i.e. le 
logarithme discret de 1 en base x) sont des problèmes 

équivalents.
Tous deux sont difficiles avec un ordinateur classique
              (pas de preuve mathématique)

L'algorithme de Shor fournit l'ordre en un temps 
polynomial

x Nr = 1

x Nr /2 1≠ −

gcd( , )/N x r 2 1±
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Exemple trivial

N=15

(le premier non premier, non pair, non carré)

Au hasard x=7

On calcule 7a  [15]

74=1  [15]:  l'ordre r de 7 est donc 4

le gcd de 4+1 et 15 est donc un facteur de 15: 5
le gcd de 4-1 et 15 est donc un facteur de 15: 3

Donc

15=5x3
qui l'eut cru??

a 7a   [15]

1 7

2 4

3 13

4 1
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Algorithme quantique

idée:  calculer beaucoup de valeurs de xa  [N]
               (en utilisant le parallélisme quantique)
          Extraire la période r

On travaille sur 2 registres de m qubits

Etat initial

Choix de x
     Générateur aléatoire classique ou mesure quantique

Préparation d'une superposition de tous les nombres
     dans le premier registre

     UH: transformation de Hadamard

       sur chaque qubit 

Exponentiation modulaire

Calcul simultané de toutes les valeurs de xa

Intervention du parallélisme quantique
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Mesure des m derniers qubits

On obtient une valeur aléatoire  y.

Mais cette valeur a pour antécédent toutes les valeurs de la 
forme k+jr où k est le plus petit entier tel que xk=y et j un 
entier quelconque

Les m premiers qubits sont corrélés quantiquement 
(intriqués) avec ceux que l'on mesure. La mesure les projette 
sur les états correspondant au résultat obtenu.

L'état, après la mesure du premier registre, est donc:

Les amplitudes de probabilité sur les différents vecteurs de 
base forment un peigne de période r

Comme q est de l'ordre de N2 et que r<N, on a au moins
N périodes

On doit extraire cette période et éliminer le décalage 
aléatoire k.

Pour cela, on effectue sur les premiers qubits une...
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Transformée de Fourier discrète

Faisable en m2 opérations au plus (i.e. en un temps 
polynomial)

Les αa étant périodique de période r, 
les βb sont périodiques de période q/r (grand entier)

Si on mesure les m premiers bits, on obtient une valeur de 
la forme

où l est un entier aléatoire

A partir de là, on peut extraire (avec un calculateur 
classique) avec une probabilité  finie la période r

(les détails de cette extraction sont fastidieux)

α β

β
π

a b
b

b

i
ab
q

a

a b

e

0

2

∑ ∑

∑

 →

∝

avec

q/r 2q/r

l
q

r



shor.dsf - Page : 6

Quelques caractéristiques importantes de
      l'algorithme de Shor

Probabiliste
     On a une probabilité finie d'obtenir le bon résultat
     Mais il est trivial de tester la solution obtenue
     et cette probabilité ne décroit pas exponentiellement
          avec le nombre de bits

Utilise le parallélisme quantique
      Pour effectuer en une seule opération toutes les
         exponentiations modulaires possibles
      Revient à "essayer tous les diviseurs à la fois"

Utilise les corrélations quantiques et le postulat de la 
mesure:
      Les deux registres dans l'état

   
   sont corrélés quantiquement au même titre que la 
          "paire EPR" dans l'état

      La non-localité de la mécanique quantique est essentielle

     L'algorithme utilise donc des propriétés authentiquement
      quantiques

      Très différent de ce qu'on pourrait faire avec un
         calculateur analogique
           (même s'il manipulait des superpositions d'états)
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Architecture d'un ordinateur quantique

Machine de Turing irréaliste (délocalisation de la tête)

Tout algorithme peut être décomposé en portes logiques 
élémentaires (cf ordinateur classique)

en y ajoutant fils (transport de qubits), mémoires..

Exemples de portes
1 qubit 
      Rotation arbitraire

      Transformation de Hadamard

2 qubits
       Controlled NOT

       Dynamique du deuxième bit (cible) conditionnée
         par l'état du premier (contrôle)
          (version réversible de XOR)

3 qubits
       Toffoli
            double dynamique 
            conditionnelle
           CCNOT
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Universalité

   Tout réseau est réalisable avec une seule porte
          Toffoli
           Toute dynamique conditionnelle non triviale
                    (sauf CNOT)

    Ensemble suffisant de portes
           CNOT + rotations à un bit

Permet en principe de dessiner tous les réseaux.
Exemple: additionneur
    (Barenco)

Complexe:
     Ne pas laisser de données dans les mémoires de travail.
     Effacer toutes ces mémoires par des transformations
     unitaires (portes). Déjà nécessaire pour les calculateurs
     réversibles classiques


