Chapitre 5

Magnétisme artificiel pour un atome isolé et couplage spin-orbite
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Nous continuons dans ce chapitre notre exploration de la physique
des potentiels géométriques telle qu’elle peut étre implémentée pour des
atomes couplés au rayonnement. Nous allons montrer ici qu’il est vérita-
blement possible de créer un potentiel vecteur non trivial sur un gaz ato-
mique, correspondant a l'apparition d'un magnétisme orbital. La preuve
de l'existence de ce magnétisme orbital sera, comme dans le cas d"une mise
en rotation, I'observation de vortex quantifiés lorsque le gaz est dans un ré-
gime superfluide.

Nous aborderons ensuite un autre type de magnétisme, correspondant
a un couplage spin-orbite. Il s’agira de remplacer le couplage magnétique
envisagé jusqu’ici :

p- A7) (6.1)

ol A(r) est une fonction statique, par un terme du type

p-S (5.2)
oit les S;, i = z,y,2 sont les opérateurs aux composantes de spin de
I'atome. Ce couplage spin-orbite peut conduire a de nombreux phéno-
meénes originaux, a la fois sur le plan fondamental avec la possibilité de si-
muler des nouvelles phases de la matiére comme les isolants topologiques,
et sur le plan appliqué avec des analogies fortes avec les dispositifs de spin-
tronique.
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§1. Rappel des principales notions

l91)

FIGURE 5.1. Couplage de deux états |g1) et |go) issus d’un niveau fondamental
atomique, par une transition Raman. Si le désaccord a I'état excité |e) est grand
devant les fréquences de Rabi k, et ky caractérisant le couplage aux ondes lumi-
neuses, on peut éliminer perturbativement |e) et se ramener a un probléeme « a
deux niveaux » dans le sous-espace |g1), |gz)-

1 Rappel des principales notions

1-1 Hamiltonien atomique interne

Nous allons considérer dans ce qui suit un atome « a deux niveaux in-
ternes ». Ce systéme modélise par exemple la configuration représentée
sur la figure sur laquelle on a isolé deux états |g1) et |g2) du niveaux
fondamental, ces deux états étant couplés par une transition Raman im-
pliquant I'absorption d'un photon d'un faisceau laser depuis |g:), passage
dans un état excité |e) et émission stimulée dans un autre faisceau pour al-
ler vers |g2). Comme expliqué dans le chapitre précédent, nous supposons
ici que les faisceaux lumineux ne sont pas résonnants avec les transitions
lg:) <> |e), de sorte que 1'état excité |e) n’est jamais significativement peu-
plé dans ce processus. On peut alors restreindre la dynamique interne de
I’atome au sous-espace de dimension 2 engendré par {|g1), |g2)}

Nous noterons & la fréquence de Rabi effective associée a cette transi-
tion, qui fait intervenir les fréquences de Rabi associées & chaque faisceau
ainsi que le désaccord par rapport au niveau excité |e) (cf. chapitre précé-
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dent) :
Kakj,
= —_—\ 5.
K= A, (5.3)
Le couplage atome-laser s’écrit donc :
~ hk hr*
Var = - lg2){orl + =191 (g2l (54)

Nous introduisons également le désaccord AA entre 1’énergie de la transi-
tion atomique Ey — E; et l'énergie i(w, — wp) fournie par la lumiere dans
une telle transition. Apreés élimination des termes dépendant explicitement
du temps a la pulsation w, — wp (« passage dans le référentiel tournant »),
I'hamiltonien interne atomique s’écrit dans la base {|g1), [g2)} sous forme

d’une matrice 2 x 2:
N AN
Hinterne = 5 <:‘<L —A) . (55)

Rappelons que cette matrice peut dépendre a priori de la position du centre
de masse de l’atome par l'intermédiaire de plusieurs parametres :

— les phases des faisceaux lasers incidents sur I'atome, qui apparaissent
dans la phase du coefficient «,

— l'intensité lumineuse proportionnelle a |«|?,

— une possible variation spatiale du désaccord A, obtenue par exemple
en plongeant I’atome dans un champ magnétique non homogeéne.

1-2 Les états habillés

Nous appelons états habillés les états propres de 1’'hamiltonien interne
(5.5). Pour trouver ces états habillés, il est commode de mettre ’hamilto-
nien interne sous la forme

. hQ < cosf e “?sin 9>
)

Cterme = —— (o8
mterne 2 \el?sinf® —cosd

(5.6)

avec pour la fréquence de Rabi généralisée (2, I'angle de mélange 6 et
l'angle de phase ¢ :

Q=(A*+ |I€|2)1/2 ) cosf =

2>

, sinf = %, k= |k|e?, (5.7)
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§2. Le cas des ondes planes

)
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cos(6/2)|g2) — e ¢ sin(0/2)|g1)

FIGURE 5.2. Couplage entre les deux états « nus » (apres le « passage dans le
référentiel tournant » a la pulsation w, —wy), donnant naissance aux états habillés
|t1), combinaisons linéaires des états nus avec des amplitudes dépendant du point
de I'espace considéré.

ou 2, 6 et ¢ sont des fonction de r, avec 6 € [0, 7].

Les deux états habillés sont alors (& une phase pres)

v = (o) = (Tt ) 69

qui se raccordent respectivement a |g1) et |g2) quand la pulsation de Rabi
« tend vers 0, avec A > 0. Les énergies associées sont (voir figure[5.2)

1-3 Les potentiels géométriques

Nous prenons maintenant en compte le mouvement du centre de masse
de l'atome, que nous décrivons quantiquement. Nous allons restreindre
notre analyse au cas ol 'atome est préparé a I'instant initial dans un de
ces états habillés, par exemple |¢_) :

U(r,0) = ¢ (r,0) [¢—(r)). (5.10)
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Nous supposerons que les conditions de validité de I’approximation adia-
batique sont remplies (nous y reviendrons) et I'atome suit donc adiabati-
quement cet état habillé & chaque instant :

U(r,t) = ¢ (r,t) [ (r)). (5.11)

L'évolution de la fonction d’onde ¢_(r,t) est donnée par l'équation de
Schrodinger :

00 _ |- A (r)
ot 2M

+E_(r)+V_(r)| ¢_(r,1), (5.12)

avec les potentiels géométriques vecteurs et scalaires

2
V() = d @ VeOR 613)

En utilisant I'expression explicite des états habillés donnée en (5.8), on ar-
rive a

A (r) = ih{p_ Vi),

A () ="6 (1-cost), V. (r)= s [(VG)Q +sin?0 (vqs)ﬂ .

T2 T 8M
(5.14)

2 Le cas des ondes planes

Nous allons considérer dans cette section le cas le plus simple d’atomes
a deux niveaux plongés dans une onde laser plane progressive. D"une cer-
taine mesure, ce cas est trivial car le potentiel vecteur que nous allons in-
duire est uniforme dans 1’espace. Il ne s’agit donc pas a proprement parler
d’un hamiltonien magnétique. Néanmoins, 1’'étude de ce cas sera instruc-
tive car elle nous permettra de discuter les principales échelles d"impulsion
et d’énergie du probléme, de comparer notre approximation adiabatique a
un traitement exact et d’en déduire son domaine de validité. L'approche
que nous allons développer nous sera également tres utile quand nous
nous intéresserons au couplage spin-orbite.

Dans le cas d'un couplage par onde plane, '’hamiltonien interne de
chaque atome est la matrice 2 x 2 donnée en avec A indépendant
deret

k(r) = ko 2T avec 2k =k, — ky, (5.15)
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§2. Le cas des ondes planes

de sorte que 2hk désigne I'impulsion transférée a I’atome par les faisceaux
laser, quand il subit une transition de |g1) vers |g2). La connexion de Berry
donnée en (5.14) est alors indépendante du point r et vaut

A
A_ = hk (1 —cosb) avec cosf = ——. (5.16)
A? + K3
Le potentiel scalaire V_ donné en (5.14) est lui aussi uniforme dans 1’espace
et égal a E, sin® 0, avec E, = h?k?/2M.

2-1 Que peut-on mesurer?

La connexion de Berry (potentiel vecteur) dépendant de la jauge, il n’est
pas question de la « mesurer » dans 1’absolu. Néanmoins, pour un choix de
jauge donné, il est possibleE] d’avoir une manifestation expérimentale de sa
présence dans une expérience de temps de vol [voir aussi Méller & Cooper
(2010)]. Un moyen pour cela est de s’intéresser a 1’état fondamental de 1'ha-
miltonien et de déterminer sa vitesse. Pour expliciter ce point, nous allons
comparer cet état fondamental en absence et en présence de couplage laser.

Prenons par exemple un désaccord A > 0 pour le couplage Raman et
considérons d’abord un nuage d’atomes préparés dans 1'état interne |go)
en absence de laser. L’angle de mélange vaut § = 0 et le potentiel vecteur
(5.16) est nul. L'état fondamental externe correspond a I'impulsion nulle
p = 0, ce qui donne pour I’état global (externe+interne) :

Quand on branche les faisceaux laser, 1’état fondamental de ’hamiltonien
interne correspond a I'état habillé |¢)_) donné en :

[ (1)) = cos(0/2)]gz) — e~ * 7 sin(0/2)|g1) (5.18)

et le potentiel vecteur prend la valeur non nulle A_ = hik (1 — cos @) [cf.
(©.16)]. 'hamiltonien externe décrivant I'évolution de I'amplitude associée

o_(r) est

5 (p—A)? hQ
oA M, (5.19)
2m 2
1. On pourra vérifier que les expressions et sont inchangées si on change la
phase des états habillés |4+ ), ce qui correspond un changement de jauge dans notre pro-
bleme.
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L’état fondamental global (externe + interne) correspond donc a 'impul-
sionp = A_ et s’écrit

U(r) = Py (1)) =M Mg (r))
A (cos(6/2)]g2) — e PR T sin(6/2)lg1)) . (5.20)

Supposons que l'on coupe alors brutalement le laser et qu’on laisse
les paquets d’ondes correspondant aux deux états internes |g1) et |g2) se
propager. On va trouver deux classes de vitesses peuplées, séparées de la
quantité 2hk /M :

— Une classe de vitesses a pour poids cos?(0/2), elle correspond a 1’état
|g2) et est centrée sur

_  hk
v = Aﬁ = M(l —cosb). (5.21)
— Une autre classe de vitesses a pour poids sin?(/2), elle correspondant

al'état |g;) et est centrée sur

A_ —2hk hk
v = — - _M(l + cos6). (5.22)
Chacune de ces vitesses permet donc de remonter a la valeur de A_ en
présence de laser. En particulier le décalage en vitesse des atomes dans
I'état |g2) entre la situation sans laser v = 0 et la situation avec laser
v = v:(1 — cosB) (cf. |5.21) peut atteindre la vitesse recul v, = hk/M. Le
décalage maximum est obtenu quand 6 approche /2, c’est-a-dire quand
la fréquence de Rabi xq devient grande devant le désaccord A.

2-2 Mise en évidence expérimentale

La premiere expérience ayant pour but affiché de mettre en évidence
un potentiel vecteur géométrique pour un atome dans une onde plane lu-
mineuse a été effectuée au NIST par Lin et al. (2009a). Puisqu'un potentiel
vecteur uniforme peut toujours étre créé ou éliminé par une transforma-
tion de jauge, on peut bien stir débattre de 1’antériorité de certaines autres
expériences. Disons que 1’expérience de Lin et al. (2009a) a été la premiere
a poser en termes de champ de jauge le gain d’impulsion d'un atome une
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fois qu’on I’a « habillé » par un laser. Par ailleurs, le schéma utilisé par Lin
et al. (2009a) se préte bien a une généralisation a un potentiel vecteur non
uniforme, générant une courbure de Berry (champ magnétique) non nulle.

Lin et al. (2009a) ont utilisé des atomes de rubidium 8"Rb préparés dans
leur niveau hyperfin fondamental F' = 1. Les atomes sont placés dans un
champ magnétique statique parallele a l'axe z, axe que nous choisirons
comme direction de quantification. Les états propres de I’'hamiltonien in-
terne atomique en absence de laser sont donc les trois sous-niveaux Zee-
man |m, = —1), |m, = 0) et |m, = +1) avec pour énergies —hwz, 0, +hwz
(nous négligerons ici I'effet Zeeman du deuxiéme ordre).

Un couplage par effet Raman stimulé entre ces trois sous-niveaux est
produit par une paire de faisceaux (notés a et b) contre-propageant le long
de I'axe = (figure b). Le faisceau a, de vecteur d’onde k& = kwu,, est
polarisé linéairement le long de 1’axe z, ce qui donne une composante de
moment cinétique nulle le long de cet axe (polarisation ). Le faisceau b,
de vecteur d’'onde —k, est polarisé linéairement le long de l'axe y, ce qui
donne aux photons de ce faisceau une composante de moment cinétique
+h le long de 1’axe de quantification z (polarisation o). On choisit les deux
faisceaux avec des fréquences w, et w; telles queE]

A = (wg —wp) — wz, Al € wz. (5.25)

Bien qu'il s’agisse maintenant d’un systéme a 3 niveaux au lieu de
2, la méthode suivie précédemment s’applique. En passant dans le réfé-
rentiel tournant associé a cette approximation résonnante, l’hamiltonien
d’un atome en interaction avec le rayonnement peut s’écrire dans la base

{‘mz =—1),|m. =0),|m, = +1>} :

+A Koe 2k /\/2 0
Hinterne =h Ko e+2ikw/\/§ 0 Ko e—2ik:w/\/§ ) (526)
0 Ko e+2ikw/\/§ —A

2. En pratique, wz /2 est de 'ordre de 3MHz, alors que A /27 est de I’ordre de la dizaine
de kHz. De la sorte, seuls les processus

Im, = —1,p — 2hkuz) <> |m. = 0,p) <> |m. = +1,p + 2hkus) (5.23)
sont quasi-résonnants (a A pres), alors que les autres processus tels que
Im, = —1,p + 2hkuz) <> |m, = 0,p) > |m, = +1,p — 2hkuy) (5.24)

sont non résonnants et peuvent étre négligés.

Cours 5
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FIGURE 5.3. (a) Configuration laser utilisée par Lin et al. (2009a) (b) Schéma
de niveaux avec les transitions laser quasi-résonnantes. (c) Résultats d'une expé-
rience de temps de vol en présence d'un gradient de champ magnétique (Stern et
Gerlach). (d) Décalage en impulsion 0p,, de I'état fondamental révélant la présence
d’un potentiel vecteur A (figure extraite de Lin et al. (2011a)).

On détermine les trois états propres |¢_1), [1)o) et |141) associés aux trois
énergies By = 0 et By = £h (A% + /@%)1/ ?. On trouve par exemple pour
I’état habillé d’énergie la plus basse :

(VAT T RE — A) ik

1 /
[V_1) = ————= —V/2 ke~ ke (5.27)
VATHRE (/AT R4 A)
dont on déduit le potentiel vecteur

A ih{_1|V_1) = 2hk(1 — cos ) avec cosf 4

_ =1 _ _ = — — .

1 1 N
(5.28)

Ce résultat est tres proche de celui trouvé pour un atome a deux niveaux
dans une onde plane, & un facteur 2 pres [cf. eq.(5.16)]. Ce facteur 2 est dti
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au fait qu’on est passé d'une situation ot 'on considérait un spin effectif
1/2 (espace de Hilbert a deux dimensions) a une situation avec un spin 1.

L’expérience menée par Lin et al. (2009a) a consisté a préparer les
atomes (en pratique un condensat de Bose-Einstein) dans 1’état habillé
|—) pour un désaccord Raman A = 0, puis a augmenter la valeur de
ce désaccord jusqu’a une valeur donnée. Cette augmentation se fait len-
tement, de sorte que les atomes restent dans 1’état fondamental de 1’hamil-
tonienf’

g _ (- A

H="—F7"""+...
2M +

Une mesure en temps de vol, dans laquelle on coupe brutalement les fais-
ceaux Raman, révele ensuite les composantes d'impulsion occupées par
les atomes (figure5.3f). Cette expansion balistique se fait en présence d'un
gradient de champ magnétique, ce qui permet de mesurer simultanément
la population des trois sous-niveaux Zeeman. On obtient en général trois
populations non nulles, dont les poids sont obtenus a partir du dévelop-
pement dans la base des sous-niveaux Zeeman. Chaque composante
a une impulsion décalée d'une méme quantité dp, par rapport a la valeur
trouvée pour A = 0. Si les atomes sont dans 1'état fondamental de (5.29),
on s’attend a trouver dp, = A_, ce qui est effectivement le cas expérimen-

talement (figure [5.3d).

(5.29)

2-3 Traitement exact pour ’onde plane

Dans le cas particulier d'une onde laser plane et progressive, on peut
en fait mener un traitement quantique exact, ne nécessitant pas le re-
cours a l'approximation adiabatique [voir aussi Lin et al. (2009a)]. Si on
prend en compte de maniére quantique le mouvement externe du centre
de masse de I'atome, une base de I'espace de Hilbert total est donnée par
{lg1,P), lg2,P")}. On peut regrouper cette infinité d’états sous forme de
familles que l'interaction atome-laser laisse globalement invariantes :

F(p) = {lg1,p — hk), |g2,p + hk)}.

3. Pour que cette hypothese soit valable, il faut briser I'invariance par translation, ce qui
se fait en pratique en confinant le nuage dans un piége harmonique. Sinon, pour un atome
isolé, 'impulsion commute a chaque instant avec ’hamiltonien et est donc une constante du
mouvement.

(5.30)

Cours 5

E/E,

) hko/Er = 0,1,8,12/
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FIGURE 5.4. Niveau d'énergie fondamental E_ (p) de I'hamiltonien H (p) donné
en pour hA = 6 E, et pour des valeurs croissante de k. La fleche signale
le minimum de la courbe de dispersion, correspondant a l'impulsion p = A_, Ia
connexion de Berry A_ étant donnée en (5.35).

L’hamiltonien total (interne+centre de masse) restreint a la famille F(p)
prend la forme d'une matrice 2 x 2:

. ((p — 1k)?/2M + hA/2

H(p) = o2 Ao/ ) (5.31)

(p+ hk)?/2M — hA /2

que I'on peut diagonaliser pour toute valeur de p (voir figure 5.4). Quand
ko = 0, les énergies propres E4 (p) sont les deux paraboles usuelles pour
la relation de dispersion d’une particule libre. Quand &, est non nul , les
deux valeurs propres de la matrice deviennent :

. 911/2
/-@(2)+<A—2]\f) ] ,

ol on a introduit I'énergie de recul E, = h*k*/2M.

2 h
BEip)=2 +B + =

= o1 5 (5.32)

Considérons par exemple la branche d’énergie la plus basse E_(p)

comme dans le paragraphe § 2-1] (figure [5.4). Le résultat (5.32) redonne
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bien le spectre de I'hamiltonien

L (p-A) hQ
a=Pol By (5.33)

en prenant la limite kp/M < Q = (k3 + A?)'/2 et en utilisant cos§ = A/ :

2 1/2
P hQ 4Ak - p
E(p) ~ L 4B - 21
) oar * 2 [ MQO2
2
o k-p hQ
~ om o sl
2
D p-A_  hQ
~ P PAs 34
oM~ M 2 (5:34)

On retrouve donc le résultat de 'approximation adiabatique a partir du
traitement exact. Notons qu’on a pris ici le choix de jauge

A_ = —hkcosb, (5.35)

qui differe par le terme constant 2k du résultat (5.16) obtenu avec I'écriture
(5.18) de I’état habillé |i)_). Le choix de jauge fait ici est obtenu en écrivant
I’état habillé |¢)_) sous la forme

[-) = e *7 cos(8/2)[g2) — ¢ F T sin(0/2)[g1), (5.36)

choix qui est en correspondance avec la définition de la famille F(p) qui
fait jouer des roles symétriques a |g1) et |g2).

Ce cas exactement soluble permet par ailleurs de tester la validité de
I'approximation adiabatique; rappelons que ce critere de validité est que
la vitesse angulaire des états propres doit étre petite devant les fréquences
de Bohr du systeme. Dans le cas présent, cette fréquence de Bohr est
donnée par la fréquence de Rabi généralisée Q2. La vitesse angulaire des
états propres s’obtient en étudiant comment le mouvement a vitesse v de
I’atome modifie les états habillés. Or, ces états habillés varient a 1’échelle
de k=1 = \/(27), en raison du coefficient e!*" qui entre dans leur expres-
sion. La vitesse angulaire recherchée, calculée dans un point de vue semi-
classique, est donc

]<¢_ \¢_>’ ~ kv cos2(8/2) < kv, (5.37)

Cours 5

ce qui donne comme critere suffisant pour que l'approximation adiaba-
tique soit satisfaite

kp
kv < Q — <1 5.38
TR ou encore 70 < (5.38)
ce qui justifie le développement (5.34). Comme une échelle minimale de
vitesse pour ce probleme est donnée par la vitesse de recul ik /M, le critere
ci-dessus implique en particulier

hk?
VA <0 ou encore L, < . (5.39)

3 Lacourbure de Berry B

Nous abordons maintenant le cas vraiment intéressant ot non seule-
ment le potentiel vecteur (connexion de Berry), mais aussi le champ ma-
gnétique (courbure de Berry) est non nul. Le paragraphe précédent, dans
lequel nous avons décrit comment générer un potentiel vecteur uniforme,
va nous servir de guide. Nous avons vu que pour un transfert d'impulsion
entre atome et lumiere se produisant dans la direction =, nous obtenons un
potentiel vecteur aligné avec I'axe z, A = Au, [cf. 5.16], dont 'amplitude
A dépend du rapport entre fréquence de Rabi et désaccord. L’hamiltonien
est alors

H="—""—+_—"—+... 4
Wi +2M+ (5.40)

Pour obtenir un véritable hamiltonien magnétique, il faut que A dépende
de la position. Par exemple, un potentiel vecteur A o y nous permettra de
réaliser un hamiltonien correspondant & un champ magnétique en jauge
de Landau.

3-1 Le résultat général pour un atome a deux niveaux

Partant de 'expression générale

A =ih (Y[V), (5.41)
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olt 1)) est1’état habillé suivi adiabatiquement par 1’atome, on vérifie facile-
ment que l’expression de la courbure de Berry peut se mettre sous la forme

B=V x A=ih (V| x |[Vi) (5.42)

Pour le cas de l'atome a deux niveaux abordé plus haut (§, cette
courbure de Berry s’écrit pour les deux niveaux habillés d’énergie +1£2/2

BL.=VxAL= igV(cos 0) x V. (5.43)

Pour avoir une courbure non nulle, il faut avoir a la fois :

— un gradient de la phase ¢ du couplage laser (une onde purement sta-
tionnaire ne fera pas l'affaire),

— un gradient de I'angle de mélange 6 obtenu en prenant
— soit une intensité laser qui varie dans l'espace,

- soit un désaccord dépendant du point ot se trouve 1’atome, ce qui
peut étre obtenu par exemple en plagant I’atome dans un champ
magnétique extérieur.

I1 est intéressant de remarquer que l'on retrouve ici deux ingrédients
caractéristiques des forces que peut exercer un faisceau lumineux sur un
atome « a deux niveaux ». Le gradient de phase de I'onde lumineuse est a
I'origine de la force de pression de radiation, alors que le gradient d’inten-
sité de I'onde lumineuse donne naissance a la force dipolaire. Pour avoir
un champ magnétique artificiel non nul, il faut que ces deux ingrédients
soient réunis, avec en plus la contrainte que les deux gradients ne soient
pas colinéaires. Notons toutefois que le rapprochement avec les forces ra-
diatives n’est pas complet. La force de pression de radiation n’existe qu’en
présence un processus dissipatif additionnel, comme I'émission spontanée
de photons. Au contraire, dans le cas du magnétisme artificiel qui nous
intéresse ici, aucun processus dissipatif n’entre en jeu.

3-2 Onde plane + gradient de désaccord

Considérons un atome a deux niveaux |g;) et |g2), avec un couplage
Raman créé par deux ondes lumineuse planes induisant un transfert d’im-
pulsion de 24k le long de l'axe « :

K(r) = Ko 2P (5.44)

Cours 5

, A N )

N e N
=S

FIGURE 5.5. Configuration laser et spectre atomique conduisant a une courbure
de Berry non nulle.

ce qui donne un gradient de phase V¢ = 2ku,. Supposons que le désac-
cord entre 1’atome et I'onde lumineuse varie linéairement avec la position
le long de l'axe y :

A(r)=A'y (5.45)

ott A’ est une constante (figure [5.5). Comme indiqué plus haut, une telle
variation peut étre obtenue en utilisant l'effet Zeeman dans un gradient de
champ magnétique (bien réel, lui!) ou alors un déplacement lumineux du
niveau |g) ou |g2) produit par un faisceau laser auxiliaire. Introduisons la
longueur caractéristique du probleme

0= o)A (5.46)

qui est la distance a 1’axe y pour laquelle le désaccord devient (en valeur
absolue) égal a la fréquence de Rabi xo. Un calcul simple donne alors pour
la courbure de Berry

B(r) = By L3*(y) u, (5.47)
avec . .
By = R L(y) = T+ 2/ (5.48)

Le champ magnétique effectif est donc invariant par translation le long de
I'axe x et maximal sur cet axe. Il décroit de part et d’autre de cet axe et tend
vers 0 comme |y| =3 quand y — oc.
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§3. La courbure de Berry B

X 4
, 0L ¢
—ko A}(y) x
Ko
) /N
Y

FIGURE 5.6. Représentation en fausses couleurs du module du champ magnétique
généré par la configuration onde plane + gradient de désaccord. La phase de
Aharonov-Bohm—Berry a travers le contour C est d’ordre 2.

Comment mesurer I'amplitude de ce champ magnétique? L'amplitude
By donne l'ordre de grandeur du champ magnétique artificiel que nous
pouvons créer par cette méthode. Elle est d’ordre # (la constante de Planck)
divisée par le carré d'une longueur, en I’'occurrence M. Cette amplitude ne
se mesure pas en Tesla; en effet, il n'y a pas de charge électrique a mettre
en face de By. La maniére naturelle pour évaluer 'amplitude By est de se
donner un circuit fermé C et d’évaluer la taille que doit avoir ce circuit pour
qu’une phase de type Aharonov—Bohm prenne une valeur significative (~
7). Nous savons que cette phase v(C) est proportionnelle au flux de B a
travers une surface S s’appuyant sur ce contour :

72(7?:2//53-ud2r, (5.49)

et elle sera donc d’ordre 27 pour le circuit d’aire 2\¢ représenté sur la fi-
gure Nous verrons dans un chapitre ultérieur que le flux de B exprimé
en unité de h donne également le nombre de vortex quantiques qui sont
nucléés en régime stationnaire dans un superfluide en interaction, localisé
a l'intérieur du circuit C. Les grands champs magnétiques correspondront
donc a des petites valeurs de ¢, c’est-a-dire des forts gradients de désac-
cord.

En regle générale, les valeurs maximales accessibles pour ces champs

Cours 5
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v 192, ps = 21k)
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FIGURE 5.7. Déviation d’une trajectoire par la force de Lorentz due a la courbure
de Berry.

artificiels correspondent au cas ot ¢ et # varient tous deux significative-
ment & 'échelle de la longueur d’onde, ce qui conduit a un champ ma-
gnétique d’ordre hk?. Un autre critere pertinent est d’évaluer la pulsation
cyclotron. Quand le champ magnétique artificiel By devient de I'ordre de
hk2, on a

By  h*k*

Mo =30 Y M

~ E,. (5.50)

Courbure de Berry et force de Lorentz. Il est intéressant de retrouver
sur cet exemple un concept classique du magnétisme orbital, la force de
Lorentz. Prenons par exemple un atome se déplacant le long de l'axe y a
vitesse v = vou, (donc de trajectoire y(t) = wvot) en absence de champ
magnétique artificiel (figure[5.7). En présence de ce champ, qui est dirigé
selon z, la force de Lorentz va dévier la trajectoire de la particule dans le
plan zy. Plus précisément, 'atome va acquérir une impulsion le long de
I'axe = donnée par

+oo +o0
Ap, = / F, dt = / voB.(t) dt. (5.51)

— 00 — 00
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§4. La courbure de Berry B

Cette intégrale se calcule analytiquement pour la forme de B trouvée en
(5.47), si on suppose que la déviation de la trajectoire est faible :

“+o00 1
B dt
o 0/_00 [+ (y(0)/6)?]72
“+o0o 1
mot |
= 2Byl
= 2hk.

Ap r =

(5.52)

L’explication de la déviation par la force de Lorentz est donc tres simple
dans ce cas : I’atome entre dans le faisceau laser préparé dans I'état habillé
qui se raccorde a [g1) en y = —oo; il en ressort en étant passé adiabatique-
ment vers 1’état |g2), donc en ayant encaissé I'impulsion 22k communiquée
par la transition Raman.

Le (problématique) potentiel scalaire. Le potentiel scalaire se calcule lui
aussi simplement a partir des expressions générales données plus haut. En
utilisant (5.14), on trouve :

V(y) = % (ﬁ(y) + k21£2£2(y)> : (5.53)
Supposons que I'on cherche a atteindre des effets de type effet Hall quan-
tique, avec les atomes accumulés dans le niveau de Landau fondamental.
L’échelle d’énergie pertinente du probléme est alors fiw. qui, comme nous
l'avons vu ci-dessus, est typiquement d’ordre E,. Le potentiel scalaire a
une amplitude du méme ordre et son influence doit étre prise en compte
de maniere précise. Un exemple d’étude détaillée est donné par Julia-Diaz
et al. (2011); on y montre que les états fortement corrélés caractéristiques
de l’effet Hall quantique peuvent étre fortement affectés, voire détruits, par
ce potentiel scalaire.

3-3 Mise en évidence expérimentale

Dans la lignée de leur premiére expérience ayant mis en évidence le po-
tentiel vecteur associé a une transition Raman, le groupe du NIST a rendu

Cours 5

-80 0 80
X position after TOF (um)

FIGURE 5.8. Observation de vortex par Lin et al. dans une configuration
impliquant une paire de faisceaux Raman qui transferent de I'impulsion selon une
direction, et un gradient de la fréquence de résonance atomique selon une autre
direction.

ce potentiel vecteur « non trivial », en ajoutant un gradient de champ ma-
gnétique comme indiqué ci-dessus. Ce gradient est de l'ordre de quelques
gauss/cm, correspondant a £ de quelques dizaines de longueur d’onde op-
tique A (Lin et al. 2009b). Ceci leur a permis d’observer la formation de
vortex quantifiés qui sont, comme nous 'avons déja indiqué dans le cas
des rotations, la manifestation naturelle d"un magnétisme orbital pour un
superfluide. Un exemple de résultat obtenu par Lin et al. est donné
en figure

Les vortex observés par le groupe du NIST, s’ils constituent une preuve
incontestable de la présence d’une courbure de Berry non nulle, ne pré-
sentent pas 'ordre spatial attendu pour un réseau d’Abrikosov. Lin et al.
(2009b) attribuent cette absence d’ordre au chauffage lié aux processus
d’émission spontanée. Rappelons que pour les atomes alcalins, ces proces-
sus sont difficiles & éviter : les transitions Raman nécessaires a 1’apparition
d’un champ de jauge n’ont une amplitude importante que si les lasers qui
les induisent ne sont pas trop désaccordés par rapport a 1'écart de structure
fine de la raie de résonance, et ce faible désaccord entraine une émission
spontanée relativement importante.
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§4. Champs de jauge non abéliens

4 Champs de jauge non abéliens

Nous abordons maintenant une extension de la notion de potentiel de
jauge géométrique et cherchons dans quelles conditions on peut utiliser la
notion de suivi adiabatique dans le couplage atome-lumiere pour générer
un hamiltonien a une particule du type

H=>___ "7 4 (5.54)

ott A(r) n’est plus simplement un champ de vecteurs, mais un ensemble
de trois matrices A = (A,, Ay, A.) agissant également dans l'espace de
Hilbert interne de I'atome :

Au(r) = [AL ()], Ay(r) = [AT"D ()], As(r) = [A ()],
(5.55)
ol les indices m, n repérent une base de I'espace de Hilbert interne.

Le caractere non-abélien est lié au fait qu’en un point  donné, deux
composantes de cette matrice ne commutent généralement pas :

(A (r), Ay(r)] # 0. (5.56)

On comprend intuitivement que ce caractére non-abélien peut enrichir
les phénomenes susceptibles d’apparaitre dans une expérience de type
Aharonov-Bohm par exemple. Pour le cas abélien, la présence d’un champ
magnétique entraine que la particule acquiert une phase géométrique
quand elle parcoure une trajectoire fermée C. Dans le cas non abélien,
cette phase est remplacée par une matrice agissant dans 1’espace interne :
I'atome, méme s’il parcourt la boucle C a vitesse arbitrairement lente, ne se
retrouvera pas dans le méme état interne a la fin de cette boucle.

L’idée de générer des potentiels non abéliens de maniere géométrique
remonte a l'article de Wilczek & Zee (1984). Dans ce travail, les auteurs
s’intéressent a une généralisation du théoréme adiabatique au cas ot1 I'ha-
miltonien du systéme possede un groupe d’états propres qui restent, au
cours de I’évolution, dégénérés (ou quasi-dégénérés) et bien séparés des
autres états. Cette analyse a été suivie d’applications dans de nombreux
domaines allant de la physique moléculaire a la matiere condensée (Bohm
et al. 2003} Xiao et al. 2010) [voir également Goldman et al. (2013)].

Cours 5

4-1 La force de Lorentz dans le cas non-abélien

Pour bien discerner la classe de champs de jauge non-abéliens qu’il est
intéressant de générer, nous allons revenir sur la force de Lorentz qui agit
sur une particule en mouvement lorsque I’hamiltonien de cette particule
s’écrit

(- Am)

= VR (5.57)

et A est un opérateur agissant dans I'état interne de la particule. Nous
nous plagons pour cela en point de vue de Heisenberg et nous définissons
I'opérateur vitesse comme la dérivée par rapport au temps de I'opérateur
position :

dr i - D — A7)

v=—=—-[H, 7| = 5.58
= (558)
L'hamiltonien (5.57) peut donc s’écrire dans le cas bi-dimensionnel qui
nous intéresse ici :
H= M (52 442 5.59
=3 (vz + 0 ) . (5.59)
Notons que l'opérateur vitesse agit ici a la fois sur les degrés de liberté
externes de la particule, via p, et sur ses degrés de libertés internes, via la
matrice A.

Nous définissons ensuite 1'opérateur force agissant sur la particule
comme le produit de la masse par la dérivée de I'opérateur vitesse :
o dvo i

F=M—
dt h

[H, M#b). (5.60)
Un calcul simple utilisant la forme (5.59) donne :

F:%(AXB—Bxi;) (5.61)

ou 'opérateur champ magnétique est défini par

B-Bu., B=2 0%

i
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Ce résultat est une généralisation de la force de Lorentz; dans le cas abé-
lien, les composantes A, et A, commutent et le champ magnétique inter-
venant dans la force de Lorentz est simplement le rotationnel du po-
tentiel vecteur. Dans le cas non-abélien, une contribution supplémentaire
au champ magnétique apparait, proportionnelle au commutateur [A,, A, ].

Ce commutateur permet de générer des effets magnétiques intéres-
sants, liés a une force de Lorentz non nulle, méme quand le potentiel vec-
teur est uniforme. C’est précisément ce qui se produit dans le couplage
spin-orbite que nous allons rencontrer plus loin. Nous aurons alors :

A=n8 (5.63)

ou S est I'opérateur spin de la particule et  une constante. Le commu-
tateur générique pour un opérateur moment cinétique [S;,S,] = ihS,
conduira a un opérateur champ magnétique uniforme

B=1>5.u.. (5.64)

La particule ressentira un champ magnétique non nul et aligné selon 1’axe
z, dont I'amplitude n*mh dépend du nombre quantique m donnant la pro-
jection de son spin sur l'axe z.

4-2 Emergence de potentiels non abéliens

Pour montrer comment un hamiltonien du type peut apparaitre,
nous allons prendre une nouvelle fois une situation caractéristique de
l'optique quantique, avec un atome a N + 1 niveaux internes couplés
par un champ lumineux. En tout point r de 'espace, on suppose que
l'on peut écrire I’hamiltonien décrivant la dynamique interne de I'atome
sous la forme d’une matrice Hipterne(r) indépendante du temps, de taille
(N + 1) x (N + 1). Pour une position r donnée, on peut diagonaliser la
matrice Hipgerne(T) €t obtenir N + 1 états habillés indépendants, que nous
noterons |, (r)), avec leur énergie E,(r) (n = 1,..., N + 1). Notre hypo-
thése de départ sera que parmi ces N +1 états habillés, un nombre ¢ d’entre
eux (les g premiers par exemple) forme un sous-espace (presque) dégénéré
&, et que ces niveaux sont bien séparés des autres (figure[5.9).

Cours 5

couplage —
plag ———3
laser
niveaux niveaux
nus habillés

FIGURE 5.9. Quand un sous-espace £, dégénéré ou presque apparait dans le
spectre de I'atome habillé, la restriction de la dynamique a ce sous-espace peut
générer des potentiels non abéliens.

L'état quantique de l’atome incluant a la fois les degrés de liberté in-
ternes et son centre de masse peut s’écrire

N+1

U(r) =Y éulr) [tn(r) (5.65)

n=1

ol chaque ¢,, est la fonction d’onde décrivant le mouvement du centre
de masse pour l'atome dans I'état interne |1),,). Nous nous intéressons a
la dynamique de 1’atome quand il est initialement préparé dans le sous-
espace &,;. En négligeant les transitions en dehors de ce sous-espace, nous
pouvons projeter 1'équation de Schrodinger complete sur &, et arriver pour
le vecteur colonne

¢1(r)

O(r) = : (5.66)

q(r)
a une équation fermée qui prend la structure d’une équation de Schrodin-
ger

o[- A .o

ihoe = | HE@) + V()| 2, (5.67)
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ot1 E(r) est la matrice diagonale ¢ x ¢ formée a partir des énergies propres
E.(r)(n=1,...,q).

Cette équation rappelle fortement 'équation de Schrodinger trouvée
dans le cas scalaire Eq. . Néanmoins, la connexion de Berry A et le
potentiel additionnel V sont désormais des matrices ¢ x ¢ qui ont pour
éléments

y (n,m) .
A = 1h(n(r) |V (r), (5.68)
1R ) m)
Sm) L QD) o
v o D A AT (5.69)
l=q+1
avec n,m € (1,...,q). Dans le cas ol on se limite a un sous-espace &, a

une dimension, on vérifie que I'on retrouve le résultat obtenu pour le cas
abélien.

La courbure de Berry associée a .A est également une matrice ¢ x ¢ :

1 T
Bi = gein i, Fra = OpAr — O Ax — ﬁ[Ak; Al (5.70)
Comme mentionné plus haut, le champ magnétique artificiel B peut étre

non nul méme si le potentiel vecteur A est uniforme dans 1’espace.

4-3 Le schéma de niveau multipode

Une maniere générique pour obtenir un sous-espace dégénéré dans une
interaction atome-laser est de partir de la situation représentée sur la figure
oll un unique état excité |e) est couplé a N niveaux fondamentaux |g;)
(j = 1,...,N) [figure[5.10]. Chaque couplage |g;) <> |e) est assuré par un
faisceau laser de pulsation w; et de fréquence de Rabi complexe «;. Ce
schéma de niveau se produit par exemple quand on considére une transi-
tion atomique entre un niveau fondamental de moment cinétique J, = 1
et un niveau excité de moment cinétique J. = 0, correspondant a N = 3.
En considérant des transitions Raman entre états hyperfins, on peut égale-
ment construire explicitement des schémas permettant de réaliser N = 4
pour des atomes alcalins (Juzelifinas et al. 2010).

Nous supposerons ici que les couplages Raman entre les différents

Cours 5
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FIGURE 5.10. Configuration multipode : un état atomique excité |e) est couplé a
N états atomiques différents |g;) (j = 1, ..., N) par N champs lasers résonnants.
On peut réécrire ce couplage en introduisant un état brillant |B(r)) et un sous-
espace noir, de dimension N — 1.

sous-niveaux sont tous résonants, c’est-a-dire que
Ey, + hwj = E. + hA, (5.71)

ou A est indépendant de j. L’hamiltonien décrivant la dynamique interne
de l'atome s’écrit alors a I'approximation du champ tournant :

N
hrj(r)
Hinterne = —hA|e){e| + ; ( 32 le)(g;] + h.c.) . (5.72)
Cet hamiltonien peut étre réécrit :
hi(r
Hineene = —h8le)e] + "5 (1e)(B() +BEe) . 679
ol on a introduit I'état brillant
1 X
IB(r) = —> g, (5.74)
j=1

et défini la fréquence de Rabi totale « (réelle positive) par

N
K= |k (5.75)
j=1
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La diagonalisation de Hinterne(r) en un point r donné permet de dé-
terminer les états habillés |, ). L'expression de ces états se calcule simple-
ment :

— Le couplage entre I’état brillant et 1’état excité donne naissance a deux
états habillés, combinaisons linéaires de |e) et | B) avec des amplitudes
qui sont fonctions de A et x, comme pour un atome a deux niveaux.

- Le sous-espace du niveau fondamental de dimension N — 1 et ortho-
gonal a | B(r)) forme un sous-espace propre de Hipterne pour la valeur
propre 0.

On est donc bien dans la situation requise pour voir apparaitre un champ
de jauge non abélien. On a formé un sous-espace propre &, de dimension
g = N — 1. Puisque l'état brillant dépend du point r, le sous-espace ortho-
gonal &, dépend lui aussi de la position du centre de masse de 1’atome.

Nous n’allons pas développer ici le calcul général de la matrice .A don-
nant la connexion de Berry pour cette configuration multipode, mais nous
allons l'illustrer sur un cas simple correspondant au couplage spin-orbite.

5 Le couplage spin-orbite

5-1 Comment générer un couplage spin-orbite 2D

Reprenons la configuration atomique de la section précédente et
intéressons-nous plus particulierement au cas d"un tripode, qui peut étre
réalisé expérimentalement en couplant un niveau fondamental de moment
cinétique J, = 1 avec un état excité de moment cinétique J. = 0. Suppo-
sons par ailleurs que les trois faisceaux lasers qui induisent les trois cou-
plages |g;) <> |e), 7 = 1, 2,3 sont des ondes planesE]se propageant dans le
plan zy en formant des angles de 120°, de vecteur d’onde :

Ky = ku,, ko= —g (uz - \/§uy) ks — —g (uz + \/§uy) . (5.76)

4. On choisit les trois polarisations linéaires et orthogonales entre elles, formant un triedre
X,Y, Z. Les états |g;) sont alors les sous-niveaux |[mx = 0), |my = 0), |mz = 0) du niveau
|g ) g = 1>'

Cours 5
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FIGURE 5.11. Couplage d'un état fondamental de moment cinétique 1 a un état
excité de moment cinétique nul avec trois faisceaux lumineux (ondes planes) co-
planaires. Ce couplage donne naissance a un effet spin-orbite a deux dimensions.

Les trois fréquence de Rabi complexes sont donc

Kkj = —= eFi T (5.77)

L’état brillant s’écrit dans la base {|g1), |g92), |g3)} :

1 e*ikl-’l‘
|B(r)) = —= [ e7ik2m (5.78)
\/g e—ik‘,3~7‘

et on peut écrire explicitement une base orthogonale {|N1),|N2)} (parmi
une infinité d’autres) du sous-espace « noir », orthogonal a 1’état brillant :

e*ikl'r efilcl-r

|N1> _ e—i(k:g-'r'+27r/3) , |N2> — e—i(k2-7‘—27r/3) . (579)
e—i(k:3~r+47r/3) e—i(k3~r—47r/3)

On peut ensuite calculer la matrice donnant la connexion de Berry, compo-
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sante par composante. On trouve ainsi 5-2 La physique du couplage spin-orbite

RIS
A = N[V Le couplage spin-orbite est un phénomene bien connu en physique ato-

ke mique et en physique de la matiére condensée. Son origine est généra-
h iki-r i(ke-r+27/3) i(ks-r+4mw/3) k —i(k2-r427/3) S . 2 N oos 2
2 \& 7 e )€ | Ree lement relativiste : une particule chargée bouge a vitesse v dans une ré-

3 ke~ i(kardm/3) gion ol régne un champ électrique €. Dans le référentiel de la particule,
= ki+ko+ks un champ magnétique motionnel B « v& apparait. L'interaction entre ce
- 0, (5.80) champ magnétique et le moment magnétique de la particule, lui-méme
proportionnel au spin S, donne naissance au couplage spin-orbite.
ot - (2.1) . En physique atomique, le champ électrique £ auquel est soumis un élec-
A = ih(N2|V]Ny) tron est le champ colombien créé par le noyau et le couplage spin-orbite
ke ikrr peut s’écrire apres réarrangement comme o L - S, olt L = r X p est le mo-
= R (eikw" gilkar—2m/3) ei(kz-T*47T/3)) | kge—ilkzrt2m/3) ment cinétique orbital de 1’électron considéré. Dans les solides, le champ
3 kgei(ks-rtam/3) électrique apparait par exemple a l’interfaceﬂ entre deux matériaux, la out
— eyt KT/ egemin/3 un gaz d'élec.tror} bi—dimensionnel est réalisé [coupla}gg de Rashba, voir par
b exemple Galitski & Spielman (2013) pour plus de détails].
- 9 (ug +iuy) (5.81) Les applications du couplage spin-orbite en physique des matériaux
De méme, on trouve donnent lieu actuellement a des recherches intenses autour de la spintro-
nique, tirant parti du contrdle que I'on peut avoir entre le spin et I'impul-
AN _ %k (u, — iuy), A% _ 0, (5.82) sion des électrons de conduction grace a un champ électrique extérieur.

Sur le plan fondamental, le couplage spin-orbite peut également débou-

de sorte que la matrice connexion de Berry prend une forme simple en utili- . . .
d yP P cher sur de nombreux effets spectaculaires parmi lesquels on peut citer :

sant les matrices de Paulifl:
. hk . . hk . — Le couplage spin-orbite peut donner naissance a des matériaux ap-

A= 9 (Gatte + Gyuy) = o 7 (5.83) pelés isolants topologiques, qui sont des isolants dans le cceur, mais

conducteurs en surface (Hasan & Kane [2010). Les propriétés de
conduction en surface sont topologiquement robustes, d"une maniere
analogue (surtout pour le cas 2D) aux états de bord que nous avons
rencontrés pour l'effet Hall quantique. Toutefois, a la différence de

On trouve donc ici une situation simple ot1 la connexion de Berry est uni-
forme dans l'espace, mais correspond a une courbure non nulle. L'expres-
sion générale (5.70) donne dans ce cas particulier

B— LkQ P (5.84) I'effet Hall, il n’y pas ici de champ magnétique extérieur qui brise

2 ) I'invariance par renversement du temps. Par ailleurs, les conditions

c’est-a-dire un champ uniforme dans l'espace dont 'orientation dépend de de température nécessaires pour atteindre ces états d'isolants topolo-
’état interne de I’atome. giques sont moins contraignantes que celles requises pour l'effet Hall

quantique (Hasan & Kane 2010).

5. Rappelons leur définition :

. 0 1 . 0 —i . 1 0
92=\1 o) ¥T\i o) T \o -1/ 6. Un champ électrique peut également apparaitre dans le cceur du matériau si celui-cina
P que p & PP
pas la symétrie d’'inversion, le couplage spin-orbite étant alors de type Dresselhaus.
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— Pour une particule de spin S, ’hamiltonien spin-orbite

A\ 2
a L _ nS) 5.85

=5 (5.85)
possede un niveau fondamental infiniment dégénéré. En effet, tous les
états d’'impulsion p telle que |p| = 1S sont d’énergie nulle si on choisit
correctement l'orientation du spin. Pour des bosons, cette dégénéres-
cence infinie de I'état fondamental change radicalement la nature de
la transition de Bose-Einstein (Zhou & Cui[2013).

— Considérons une interaction de contact (onde s) pour un gaz de fer-
mions; on sait que si le gaz est polarisé, le résultat de cette interaction
est nul du fait du principe de Pauli. En présence de couplage spin-
orbite, une interaction effective apparait méme si le gaz est contraint
a occuper une seule bande dans le diagramme d’énergie. Ceci permet
d’envisager la formation de superfluides de type p,. +ip, a partir d’in-
teractions « traditionnelles » en onde s (Zhang et al.|[2008).

— Pour un gaz de Fermi en contact avec un supraconducteur, le couplage
spin-orbite peut donner naissance dans un échantillon a deux dimen-
sions a des états a topologie non triviale, avec des modes de Majorana
d’énergie nulle au sein d’un vortex (Sau et al. 2010). Ces modes de Ma-
jorana peuvent encore étre présents & une dimension (Oreg et al.|[2010;
Lutchyn et al. 2010) et 1’expérience récente de Mourik et al. (2012) a
donné des signatures de leur existence, méme si ces résultats restent
encore débattus.

5-3 La version 1D du couplage spin-orbite

Le couplage spin-orbite a deux dimensions que nous venons d’envi-
sager n'a pas encore été réalisé avec des atomes froids. En revanche, une
version simplifiée uni-dimensionnelle, initialement identifiée par Higbie &
Stamper-Kurn (2002), a été observée par plusieurs groupes, a commencer
par le groupe du NIST pour un gaz de bosons (Lin et al. 2011b), puis par
Cheuk et al. (2012)) et Wang et al. (2012) pour des fermions.

Cette version 1D est en fait implicite dans le traitement exact que
nous avons déja présenté de l'interaction atome-lumiére dans une onde
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plane (§2). L'origine du couplage entre degrés de libertés externes (I'im-
pulsion de l’atome) et internes (le niveau occupé) est simplement l'effet
Doppler. Notons tout de suite une différence majeure avec le cas multi-
dimensionnel : le couplage obtenu dans ce cas est abélien.

Nous pouvons reprendre telle quelle la forme de I'’hamiltonien corres-
pondant a la transition Raman |g;) <> |g2) considérée en début de chapitre

hHo/Q

. (p— hk)?/2M + hA /2
( 3 (p+ hk)?2/2M — hA/Q) - (586)

H(p) = Fikg /2

ot l’écriture est faite dans la base des « familles » :

F(p) = {lg1,p — hk), |g2,p + hk)}. (5.87)
Cet hamiltonien peut se réécrire en termes des matrices de Pauli :
~ 1 N\ 2 AA " hlio N i ~
H(p) = oM (P - A) + 5 0= + — 0o avec A =hks,. (5.88)

ce qui correspond, presque trivialement, a la forme recherchée! 1l est clair
que les trois composantes de A commutent entre elles. Comme A ne dé-
pend par ailleurs pas de la position, la courbure de Berry B définie en
est nulle dans ce cas particulier.

Malgré le passage a une dimension, certaines caractéristiques du cou-
plage spin-orbite restent pertinentes. Par exemple, pour A = 0 et une
amplitude assez faible du couplage Raman, on conserve la non-unicité de
I'état fondamental de I’hamiltonien a une particule. On a tracé sur la figure
b.12]1a variation du niveau d’énergie le plus bas de

E_(p) n3+4(f\5>2r/2.

2
P g (5.89)

= — EI‘_
2M+

On trouve que cette énergie est minimale en deux impulsions symétriques
non nulles p et —p tant que la pulsation de Rabi vérifie

hro < 4E.. (5.90)

Au dela de cette valeur, le minimum de E_(p) est situé en p = 0 et on se
retrouve approximativement dans la situation de I'approximation adiaba-
tique étudiée en section [2} Le cas intéressant du point de vue spin-orbite,
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E/E, .

+4 1

21 Tt hko/Ey = 0,1,4,6

FIGURE 5.12. Niveaux d’énergie de pour un désaccord A = 0 et pour des
valeurs croissantes de la fréquence de Rabi k.

hro < 4E,, est donc l'opposé du cas o1 'approximation adiabatique est
valide. Notons que chacun des minima est associé a un état interne pré-
pondérant, I'état |g2) pour le minimum en p < 0 et I'état |g;) pour le mini-
mum en p > 0. On a reporté sur la figure des résultats obtenus dans
le groupe du NIST qui ont pleinement confirmé cette image simple pour
des atomes de rubidium en isolant deux sous-niveaux Zeeman (mp = 0 et
mp = —1) duniveau F = 1.

Au niveau de la particule unique, 'obtention et la description du cou-
plage spin-orbite 1D est donc extrémement simple et releve davantage
d’une réinterprétation du diagramme habituel en énergie d'un atome ha-
billé que d’une nouvelle configuration. En revanche, dés qu’on cherche a
prendre en compte les interactions entre particules, le couplage spin-orbite
enrichit considérablement le probléme ; de multiples questions sont encore
ouvertes sur les phases susceptibles d’apparaitre aussi bien dans les gaz
de Bose (voir par exemple Li et al. (2012)) que pour des fermions, avec
la possibilité déja mentionnée de générer des particules de Majorana aux
extrémités d'une chaine atomique dans un état supra-conducteur topolo-
gique (Oreg et al. 2010; Lutchyn et al.[2010).
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FIGURE 5.13. Résultats tirés de Lin et al. (2011b) montrant I'évolution de la
positions des minima de E_(p) avec la pulsation de Rabi ko. La couleur code les
populations relatives des deux sous-niveaux Zeeman en jeu mp = 0 et mp = —1.
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