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Deux théorèmes du point fixe

Frédéric Chevy – chevy@lkb.ens.fr

1 Théorème du point fixe de Brouwer en dimension 2

1. Lire l’article ci-joint.

2. Soient deux domaines D et D′ convexes, fermés et bornés de R2. Construire un homéo-
morphisme (application bijective, continue et de réciproque continue) de D sur D′ (Une
construction géométrique suffira).

3. En déduire que si l’on montre le théorème du point fixe pour le disque unité, on le montre
pour tout domaine convexe.

4. On rappelle qu’un lacet est une application f : [0,1] → R2 telle que f(0) = f(1). On
dit que deux lacets f1 et f2 sont homotopes si l’on peut passer continument de l’un à
l’autre, autrement dit s’il existe u : [0,1] × [0,1] → R2 continue et vérifiant pour tout
(x,t) ∈ [0,1]× [0,1]





u(x,0) = u(x,1),
u(0,t) = f1(t),
u(1,t) = f2(t).

Un domaine D ⊂ R2 est simplement connexe si tous les lacets de D sont homotopes à un
point.

(a) Discuter sans démonstration la simple connexité des domaines suivants : le plan, le
plan privé d’un point, le disque unité, le cercle unité.

(b) Soit D le disque et C le cercle unités. On suppose qu’il existe f : D → D continue
et sans point fixe. À tout point x de D on fait correspondre φ(x), intersection de C
et de la demi-droite d’extrémité f(x) passant par x (Fig. 1). Montrer que φ est ainsi
bien définie et que pour tout x ∈ C, (φ(x) = x).

(c) On considère C comme un lacet de D. Montrer que C est homotope à un point. On
note alors u : [0,1]× [0,1] → D la transformation d’homotopie correspondante.

(d) En considérant l’application φou, montrer que C est homotope à un point dans C.
Conclusion.

5. Question subsidiaire : Proposer une démonstration du théorème “écologique” de la fin de
l’article.
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2 Théorème du point fixe de Banach

2.1 Rappel sur les espaces vectoriels normés

1. Soit un espace vectoriel E . ‖.‖ définit une norme sur E si elle satisfait les deux axiomes
suivants :

(a) ∀x ∈ E , ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 ;

(b) ∀(x,y) ∈ E2, ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
2. Soit u une suite d’éléments de E . u est une suite de Cauchy si elle satisfait la condition

suivante :

∀ε > 0,∃N > 0 tq ∀(p,q) ∈ N2, p > N ⇒ ‖up,up+q‖ < ε.

3. E est dit complet si toutes les suites de Cauchy sont convergentes (on dit aussi que E est
un espace de Banach).

2.2 Théorème du point fixe de Banach

Soit E un espace de Banach. On dit que l’application f : E → E est k-contractante s’il existe
k ∈]0,1[ tel que pour tout couple (x,y) d’éléments de E on a :

‖f(x)− f(y)‖ ≤ k‖x− y‖.
On désire montrer dans ce préliminaire que toute application f k-contractante admet un

unique point fixe x0 vérifiant f(x0) = x0.

1. Montrer que si x0 existe, alors il est unique.

2. On considère la suite u d’éléments de E définie par

{
u0 = a

un+1 = f(un) n ≥ 1,

où a est un élément quelconque de E .

(a) Montrer que f est continue. En déduire que si u converge alors sa limite est un point
fixe de f .

2



(b) Montrer que pour tout entier n, ‖un − un+1‖ < kn‖u0 − u1‖. En déduire que pour
tout couple (p,q) d’entiers strictement positifs, on a

‖up − up+q‖ ≤ ‖u0 − u1‖ kp

1− k

puis que u est une suite convergente.

3. Déduire des questions précédentes qu’une application k-contractante possède un unique
point fixe.

2.3 Application aux équations différentielles

1. Question préliminaire. Soit E un espace de Banach et I = [a,b] un intervalle de R. On
considère F = C0(I,E), l’ensemble des fonctions continues sur I à valeurs dans E . On dote
F de la norme ‖.‖∞ définie par

‖f‖∞ = supt∈I‖f(t)‖
et l’on souhaite montrer que pour cette norme, F est un espace de Banach.

(a) Soit fn une suite de Cauchy d’éléments de F . Montrer que pour tout t ∈ I, fn(t)
est de Cauchy. En déduire que la suite de fonction fn converge simplement vers une
fonction f .

(b) En passant à la limite dans le critère de Cauchy, montrer que ∀ε > 0, il existe N ∈ N
tel que pour tout n > N et pour tout t ∈ I, ‖fn(t)− f(t)‖ < ε.

(c) En déduire que f est continue et que fn converge dans F . Conclure.

2. Application au théorème de Cauchy. Soit J = [−α,α]. On considère F : E × J → E pour
laquelle il existe λ > 0 tel que ∀(x,y,t) ∈ E × E × J ,

‖F (y,t)− F (x,t)‖ < λ‖x− y‖.
Soit τ < α un réel positif, on définit Iτ = [−τ,τ ] et on note Fτ = C0(Iτ ,E). On définit
alors H : Fτ → Fτ par :

∀(g,t) ∈ Fτ × Iτ , H(g)(t) =

∫ t

0

F (g(t′),t′)dt′.

(a) Montrer que si τ est suffisamment petit, alors H est contractante. En déduire que
H possède un point fixe g0.

(b) Montrer que g0 est solution d’une équation différentielle que l’on précisera. Conclure.
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