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DEUX THEOREMES DU POINT FIXE

Frédéric Chevy — chevy@lkb.ens.fr

Théoreme du point fixe de Brouwer en dimension 2

1. Lire I'article ci-joint.

2. Soient deux domaines D et D’ convexes, fermés et bornés de R2. Construire un homéo-
morphisme (application bijective, continue et de réciproque continue) de D sur D’ (Une
construction géométrique suffira).

3. En déduire que si I’on montre le théoreme du point fixe pour le disque unité, on le montre
pour tout domaine convexe.

4. On rappelle qu'un lacet est une application f : [0,1] — R? telle que f(0) = f(1). On
dit que deux lacets f; et fy sont homotopes si I'on peut passer continument de I'un a

l'autre, autrement dit s’il existe u : [0,1] x [0,1] — R? continue et vérifiant pour tout
() € [0,1] % [0,1]

u(z,0) = u(zx,1),
u( 7t> = fl(t)a
u(lt) = fo(t)

Un domaine D C R? est simplement connexe si tous les lacets de D sont homotopes & un
point.

(a) Discuter sans démonstration la simple connexité des domaines suivants: le plan, le
plan privé d'un point, le disque unité, le cercle unité.

(b) Soit D le disque et C le cercle unités. On suppose qu’il existe f : D — D continue
et sans point fixe. A tout point = de D on fait correspondre ¢(x), intersection de C
et de la demi-droite d’extrémité f(x) passant par x (Fig. 1). Montrer que ¢ est ainsi
bien définie et que pour tout x € C, (¢p(x) = x).

(¢) On considere C comme un lacet de D. Montrer que C est homotope & un point. On
note alors u :[0,1] x [0,1] — D la transformation d’homotopie correspondante.

(d) En considérant I'application ¢ou, montrer que C est homotope a un point dans C.
Conclusion.

5. Question subsidiaire: Proposer une démonstration du théoreme “écologique” de la fin de
I’article.
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2 Théoreme du point fixe de Banach

2.1 Rappel sur les espaces vectoriels normés

1. Soit un espace vectoriel £. ||.|| définit une norme sur € si elle satisfait les deux axiomes
suivants:

(a) Ve e &, |z]|=0<2=0;
(b) V() € €% llz+yl < [lzl + Iyl
2. Soit u une suite d’éléments de £. u est une suite de Cauchy si elle satisfait la condition

suivante :

Ve > 0,3IN > 0tq ¥(p,q) € N, p> N = |lup,upyl < e

3. & est dit complet si toutes les suites de Cauchy sont convergentes (on dit aussi que & est
un espace de Banach).

2.2 Théoreme du point fixe de Banach

Soit £ un espace de Banach. On dit que 'application f : & — &£ est k-contractante s’il existe
k €]0,1] tel que pour tout couple (z,y) d’éléments de £ on a:

1f () = F)l < Fllz =yl

On désire montrer dans ce préliminaire que toute application f k-contractante admet un
unique point fixe xy vérifiant f(xg) = xo.

1. Montrer que si x( existe, alors il est unique.
2. On considere la suite u d’éléments de £ définie par

Uo = a
Up+1 = f(un) TLE]_,

ol a est un élément quelconque de €.

(a) Montrer que f est continue. En déduire que si u converge alors sa limite est un point
fixe de f.
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(b) Montrer que pour tout entier n, ||u, — tn41|| < k"||ug — w1]|. En déduire que pour
tout couple (p,q) d’entiers strictement positifs, on a
kP
1—k

[tp = tpql < lluo — wal]
puis que u est une suite convergente.

Déduire des questions précédentes qu’'une application k-contractante possede un unique
point fixe.

Application aux équations différentielles

Question préliminaire. Soit € un espace de Banach et I = [a,b] un intervalle de R. On
considere F = C°(I,£), 'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs dans €. On dote
F de la norme ||.||» définie par

[flloe = supse [ f (@)

et I'on souhaite montrer que pour cette norme, F est un espace de Banach.

(a) Soit f, une suite de Cauchy d’éléments de F. Montrer que pour tout t € I, f,(t)
est de Cauchy. En déduire que la suite de fonction f, converge simplement vers une
fonction f.

(b) En passant a la limite dans le criteére de Cauchy, montrer que Ve > 0, il existe N € N
tel que pour tout n > N et pour tout ¢t € I, ||f.(t) — f(1)] < e.

(¢) En déduire que f est continue et que f, converge dans F. Conclure.

Application au théoréme de Cauchy. Soit J = [—a,al. On considere F' : £ x J — & pour
laquelle il existe A > 0 tel que V(z,y,t) € £ x €& X J,
I1F(y.t) — F(zt)]l < Allz — yl|.

Soit 7 < « un réel positif, on définit I, = [—7,7] et on note F, = C°(I,,£). On définit
alors H : F, — F, par:

V(gt) € Fo x I, H(g)(t) = /0 F(g(t)4)dt.

(a) Montrer que si 7 est suffisamment petit, alors H est contractante. En déduire que
H possede un point fixe gq.

(b) Montrer que g est solution d’une équation différentielle que I'on précisera. Conclure.



Le théeoreme
des indeboulonnables

JEANMN MAWHIN

Les variantes d'un méme théoréme, le théoréme du point fixe, expliguent
l"'immobilité de certains points, pourquoi les équations de la physique ont des
solutions, et pourquoi le prix Nobel d'économie a été décerné a John Nash en 1994,

e mathématicien, c’est bien connu, transforme le cafié

en théoréme. Lorsqu'il tourne consciencieusement sa

cuillére dans sa tasse de café, il sait qu'on a démontr

un théoréme de topologie assurant, qu'a la fin de
l'opération un paint (au moins) du café aura repris la place
{]U"il occupait au -:In.ipa rt. Bien entendu, le café n'est pas en
cause : le méme résultat vaut pour un pot de colle ou de
peinture. Le méme théoréme affirme que si vous frojssez
une fedille de papier et I'écrasez telle quelle sur une autre
feuille mise & plat, I'un des points de la feville froissée se super-
poseaumeéme point dela feuille plat. Ce point n'a pas bougé
au terme du froissage. Dans les deux cas - le café et les fewilles
de papier -, 'immobilité d"au moins un point est systéma-
ticque. Chue vous lourniez la cuillére a café durant des heures
etque vous pliez la feuille en 1000 n'y changera rien, un point
résistera toujours a volre acharnement,

Le théoréme qui garantit existence de ce point immo-
bile est le théoreme du point fixe. Son pére officiel est le
mathématicien hollandais Luitzen Brouwer (1881-1964],
mais plusieurs noms devraient en réalité figurer sur son
certificat de naissance. Il a été en effet énoncé et démon-
tré plusieurs fois sous des formes variées, et a différents
morments entre la fin du Xix° sicele et la moitié du Xx* siécle
La raison de ces multiples renaissances est — hormis le
fait que la culture d'un mathématicien ne peut embrasser
l'intégralité des travaux de ses confrires — que son intérét
dépasse de loin le cadre purement E.,QGI'L‘II:tL‘ILlLU:’ Grice au
théoréme du point fixe, on démontre qu'il est pertinent
de dénombrer les dimensions de ['espare, que les équa-
tions de la physique ont des solutions, que nous pouvons
coopérer pour le bien de tous... Le théoréme du point
fixe a aujourd 'hui prés de 10 ans, mais il ne fait pas son
dge: que vous etudiez les fractales, les cours de la bourse,
ou viérifiez un compteur électrique, vous rencontrerez par-
tout des points fixes sur votre chemin,

La dimension du probléme
Vers 1910, Brouwer cherchait & résoudre un probléme

tondamental di 3 Georg Cantor, en 1878, qui était parvenu
& construire une bijection (une transformation possédant

un inverse) entre un plan et une droite. Cette bijection
consiste (en tenant compte de quelgues précautions
pour les suites infinies de 9) 4 représenter un
point du plan de coordonnées 1,8652147
et 1,54622157, par le point
1,85647652221547, oi les déci-
males des coordonnées du
point du E'.']‘!n somt interca-
lées pour donner une
seule coordonnée sur
une droite. Le passage
de la droite au plan
estaussi possible et
cete relation entre
ces deux ensem-
bles de points
remettait  en e
question  la b R
notion méme
de dimension
d'L'ﬁPa.ﬁf:Puur-
quod considé-
rer comme dif- -
ferents denx
Dbiulﬁ mathé-
matiquessil'on
peut transformer
I"um en I'autre?

On réalisa bou-
tefois que la bijec-
Lion de Cantor n'est

avac

N b

1. LA TRANSFORMATION pas-
sant de 'image générale a celle
phus petite sur une boucle dorellle
ast une contraction. Ce type de trans-
formation posséde U unigue point fixe. -
Aprés un nombre infini d'itérations de |a .
contraction, |'ensemble des points de lNimage e
géométrique se superposent & ce point fixe (situé
dans la boucle d’oreille de droite réduite & un polnt dési-
gna par une flache rouge).
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2. TROIS TRANSFORMATIONS qui possédent des points fixes.
Toutes transforment le volume interne d'une sphére en un autre
inclus dans le précédent. La premiére (a) est une symétrie par
rapport & un plan &quatorial de la sphire [en bleu). Cette appli-
cation transterme un disque {en vert clair) en un autre disque. Tous

pas continue, ¢'est-a-dire que la transformation disperse
les points : 'image de points accolés sur la droite
est un ensemble de points éparpillés dans le
o plan. Or les transformations qu'affec-
) tionnent les mathématiciens sont
continues, car la plupart des lois
de la nature le sont, ensuite
parce que les transforma-
tions non continues sont
des objets matheéma-
tiques inconsistants
dont il est difficile de
trouver des pro-
priétés génerales.
\ Le caractére
I".I non continu de la
bijection de Can-
| torrassuradone
les mathémati-
ciens sur le
bien-fondé de
la distinction
entre espaces
de dimensions
différentes, La
question deme-
rail pourtant : la
bijection de Can-
tor n'est pas conti-
nue, mais peut-étre
en existe-t-il une
autre, comtinue celle-ci,
entre une droite et un
plan, ou, plus générale-
ment, entre deux espaces
enclidiens de dimensions dit-
férentes? Pour prouver quiune telle
possibilité n'existe pas, Browwer intro-
-~ dusit des technigues nouvelles qui allaient
- bouleverser la topologie, notamment, ala fin de
son article, un théoréme de point five.

%

Jui rit
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jes points du plan de symétrie sont des points fixes, La deuxidme
tranaformation (b) est une rotation dont I'axe est un diamétre de
Ia sphire. Les points de "axe de rotation constituent des paints
fixes. Enfin, la symitrie centrale par rapport au centre la sphara
posséde un unlque point fixe : le centre lTui-méme.

Un point immobile par une application

Un point fixe d'une transformation est un point qui teste
inchangé lors de la transformation, un point dont 'image
eoincide avee lui-méme. Pour nous familiariser avec ce
concept, imaginons un ensemble de points de l'espace
constituant une boule, et décrivons les points fixes de
quelques applications simples qui transforment la boule
en elle-méme (woir la figure 2), les transformations qui, a
chaque point de la boule, associent le symétrique par
rapport a une section équatoriale, une rotation autourd'un
axp passant par le centre de la boule, et la symétrie par
rapport au centre.

Toutes les applications de la boule dans elle-méme n'ont
bien entendu pas nécessairement de point fixe. Reprenons
la symétrie par rapport au centre de l'exemple précédent,
mais modifions-la de facon i envoyer le centre de la
boule ailleurs que sur lui-méme : la transformation perd
son unique point fixe. Cependant, cette transtormation
n'est pas continue au voisinage du centre de la boule. La
notion de continuité trace une frontiére entre les transfor-
mations qui ont toujoirs des points fixes et celles quin‘en
ont pas toujours : le théoreme du point fixe de Brouwer
affirme que toute application continue d'une boule dans
la méme boule possede au moins un point fixe. 5i nous
déplagons tous les points d'une boule sans en sortir, de
telle sorte que des points voisins restent voisins aprés le
déplacement, un point au moins n'est pas déplacé,

A Iénoncé du théoreme du point fixe, la question des
dimensions de 'espace soulevée par Cantor parait loin-
taine. Pour Brouwer, le lien entre la résolution du pro-
bleme de la dimension et son théoréme de point fixe
Stait ténu, et pourtant ce lien direct existait bel et bien.
Ainsi Wladyslaw Kulpa et Marian Turzansky ont prouvé
avec le théoreme de Brouwer, en 1988, 'invariance de la
dimension pour une transformation conlinue.

Le théoréme du point fixe affirme qu'il existe au
moins un point fixe, mais combien y en a-t-il exactement?
Dans quel casn'y en a-t-il par exemple qu’un seul? Depuis
longtemps, les mathématiciens ont cherché, consciemment
ou non, quelles propriétés de la transformation el de




—

—_—

I'ensemble sur lequel on applique la transformation
assurent I'unicité d'un point fixe.

Le point fixe des lavages

L'un de leurs plus anciens résultats concerne les contrac-
tions d'un ensemble dans lequel on sait mesurer |a dis-
tance entre deux points (un espace métriquel). Une
contraction d'un ensemble en lui-méme est une transfor-
mation qui, pour tous les couples de points, réduit la dis-
tance quiles sépare d'un méme facteur (en fait «<au moinss
d’un méme facteur, car les contractions ne sont pPas néces-
sairement des homothéties). Si I'on en croit les publicités
telévisées, un lavage en machine 4 laver avec une poudre
ordinaire est une contraction : un T-shirt rétrécit dans toutes
les dimensions, comme si on Je transformait en une taille
plus petite. Dans le cas ol cette poudre sévit de la sorte 3
chaque lavage, le T-shirt ne cesse de rétrécir. En superpo-
sant les résultats des lavages successifs, on voit gu'ils se
rapprochent indéfiniment d'un point, le point fixe de la
contraction induite par le lavage. Similairement I'appli-
cation itérée transformant I'étiquette de la Vache gui rit en
une de ses boucles doreille donne un point fixe,

Cetexemple illustre une régle tout fait générale : toute
contraction d’un espace métrique sur lui-méme a un unigue
paint fixe. Pour I'obtenir, on procéde comme lors d'un
lavage : on part d'un point quelcongue de I"ensemble
tun point du T-shirt), et 'on calcule les valeurs de ses jka-
rations par la contraction, La suite de points oblenue se
rapproche indéfiniment du point fixe : on en calcule
ainsi une approximation aussi précise que 1'on veut. En
réalité, pour que le succas soit garanti, il faut encore que
espace métrique sait complet, mais ceci est le cas pour
bon nombre d'entre eux. Un espace est complet lorsque
toute suite dont les éléments se rapprochent infiniment
les uns des autres CONVErge vers un point appartenant 3
I'ensemble. L'ensemble des rationnels en est urn contre-
exemple:la suite formée des approximations rationnelles
et successives de N2(1;1,4=7/5:141 = 141100 ; ...y ne
converge pas vers un rationnel,

L'opération d'itération est illustrée sur une caleulatrice
par la fonction cosinus. La fonction cosinus n'est pas ung
contraction, mais, comme les contractions, elle posséde un
unique point fixe, Elle transforme I'ensemble des réels en
lensemble des réels compris entre —1 et +1. Sur une caleu-
lalrice, en pressant de maniére repétée la touche cos a par-
tir d'une valeur numérique quelconque a, on obtient une
serie de valeurs (cos(a), cos(eos(a)), coseos(cos(a), ...), qui se
rapprochent de 0,739085133. Ce nombre ext I"approxima-
tion & dix décimales du point fixe de [a transformation
cosintus, solution de "équation x = cos x, pour laquelle il serait
vain de chercher une formule explicite,

Le fait que les itérations successives d'un point quel-
conque par la contraction convergent vers 'unique point
fixe de la contraction porte le nom de théoreme d point
fixe de Banach, en I'honneur du mathématicien polonais
Stefan Banach qui en a donné une premigre version abs-
traite en 1922, Stefan Banach marchait sur les traces du
mathématicien francais Emile Picard, qui, & la fin du
XIX® siécle, avait utilisé la méthode des approximations
successives pour résoudre de nombreux problémes s'ex-
primant en termes d"équat—jons différentielles, intégrales,
Ou aux dérivées partielles. La plupart des modéles mathe.

matiques de phénomenes naturels ou méme humaing
conduisent i de telles équations. Le théoréme de Banach
s'est plus récemment réviélé étre un outil fondamental dans
I'étude des ensembles fractals, qui s'obtiennent en itérant
indéfiniment des constructions geométriques simples. En
effet, grice au théoréme du point fixe de Banach, Hut-
chinson a démontré en 1981 que certaines courbes fractales
correspondent a des contractions. Prenons par exemple
Vensemble fractal de Cantor, obtenu en divisant en trois
parties égales un segment, puis en retirant le bout du milieu,
en réitérant 'opération sur les deux bouts restants et
ainsi de suite indéfiniment :

Considérons la transformation qui associe 3 toute union
de segments disjoints, I'union du tiers de gauche et du tiers
de droite de chacun d’entre eux, C'est une contraction dans
Un espace metrique approprié. Le point fixe u nigue de cette
transformation sur Je segmenl unité constitue |"ensemble
de Cantor. Le théoréme de Hutchinson a éclairé d"un jour
nouveau certaines fractales connues et a permis d’en
construire de nouvelles,

Le théoréme du point fixe de Banach sapplique & des
contractions d'ensembles trig generaux {iln‘y a pasde res-
triction sur leur forme), mais la condition de contraction
est restrictive, Elle n'est satisfaite parexemple pour aucune
des transformations de la boule considérées en débutd’ar-
ticle, puisque ces transformations conservent los d istances,
Elle ne I'est pas non plus dans la rotation d'un disque ou
d'un anneau autour de son centre, qui a un point fixe
dans le premier cas et n'ena pas dans le second. Pour obte-
nir un théoréme de point fixe pour des transformations
plus générales que les contractions, on est obligé d'impo-
ser des hypothéses plus restrictives sur I'ensemble tra ns-
tormé, des conditions lopologiques qui, par exemple,
distinguent un disque d'un anneau. En fait, c'est la pré-
sence d'un trou dans 'anneau qui peut faire obstacle &
Pexistence d'un point fixe,

Une idée de la preuve en dimension un

En dimension un, on peut représenter par un graphe toute
transformation continue P d'une ficolle delongueur ABvers
la méme longueur replice (voir fa figure 3). Ce graphe est
constitué des poinks du plan de coordonnees (M, PIMY). Puis-
qu'ils sont les solutions de Féquation PIM) = M, les points
fixes correspondent a Iintersection d graphe et de la pre-
miére bissectrice passant par l'origine du repére cartésien
et inclinée 4 45 degrés par rapport  Phorizontale., Comme
Porigine du graphe est au-dessus du point correspondant
de la diagonale, et que son extrémité est en dessous, on pres-
sent que la courbe doit croiser au moins une fois cette droite,

En termes bucoliques, on ne passe pas, sans sauter, d'une
berge al'autre d'une riviere sans se mouiller les pieds. Rigou-
reusement, il s'agit d'une conséquence évidente du théo-
rémedes valeurs intermédiaires, démontré pourla premigre
fois, dans le premier quart du xix® sigcle, par le Tchéque
Bernard Bolzano et le Francais Augustin Cauchy. Ce théo-
reme affirme qu'une fonction continue d "‘une variable
réelle qui prend des signes opposés en deux valeurs g of b,
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t, s'annule au moins une fois entre a et b,

at, & une dimension, le correspondant

¥ dimensions.

S S

démonstrabion directe du

du théorame

LI "'-il:l 5525 une
theoréeme de Brouwer endimension un en orientant le seg-

ment AB de la gauche vers la droite, en le divisant en

IO LIS, et en I'I'|.-':E.'.II'|.'II'I|. que O8S SCE

| 3, DEMONSTRATION IMAGEE DU THEOREME DU POINT FIXE o' une
contraction continue envoyant une ficelle de longueur AF {an orange)

| sur la méme ficelle repliée (en rouge), c'est-a-dire le segment AF

sur lulkméme (&), On décompose (b) le segment AF en petits seg-

ments de plus petite longueur, et on imagine que pour passer d'un

Y petit segment & un autre; [ faille franchir une porte. La porte st

ouverte sl image d'un point 5 trouve a sa deoite, et ferimée si F'|r|'|:3gE

g5t a sa ga“{.hc, On parcourt ensuite par la pensée o couloir & par
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ments représentent des pi

si le point est envoyé vers la gauche ¢

décor planté, avangons dans le couloir & partir du point A

est dong

semblable 3 une enfilade de salles lraversées par un long
couloir. La porte de ces pieces est ouverte ou fermde
selon I'image de l'extrémité gauche des segments : ouverte

si la transformation envoie le point vers la droite, fermde

e I re 3), Le

PRI G T L

tir du point A. L'enfilade de portes ouvertes méne nécessairement
& une pldce close (au plus tard, la piéce closs est celle en F). On
divise alors & nouveau cette plece close en plusieurs pigces et I'on
reprend le chemin amenant 4 une porte close. En réitérant ces opé
rations, on converge vers un point particuller de la piéce close : un
des points fixes de la transformation (sphére jaune). En tracant le
graphe de la transformation (¢, en rouge), on identifie le point fixe
P* & I'intersectlon de la courbe avec la droite ¥ = & (en vert).



|
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Nous pénétrons dans une série de salles ouvertes, puis
rencontrons la premiére porte fermée. Cette porte close
matérialise le fait qu'en cet endroit la transformation
renvoie le ]'u,::int vers le Fluint A, Cest-a-dire qu'elle nous
fait revenir sur nos pas. De gquelle distance? Nous igne-
rons. Aussi nous n'allons pas rebrousser chemin, mais res-
tons sur le pas de la derniére porte ouverte en attendant
ce que deviendra le couloir 4 la prochaine itdration de la
transformation. Divisons a nouveau les salles en salles
plus petites. Leur porte s’ouvre ou se ferme selon la méme
rerle que précédemment. Un certain nombre de portes
s'ouvrent maintenant i nous que nous franchissons, jus-
qu'h devoir nous arréter face 3 une porte close. En pro-
cédant ainsi indéfiniment, nous nous rapprochons de plus
en plus d'une porte fermée. En terme geométrique, nous
avangons i la rencontre d'un point qui se dirige vers nous.
Un résultat élémentaire danalyse (le théoréme de Bol-
zano-Weierstrass précisément) nous assure alors qu'a la
fois la porte fermée et nous, nous dirigeons de fagon
comune vers un point spécifique de AB. Par suite de la
continuité de P, ce point vérifie 1'égalité P* = P{P*), et est
done un point fixe de P.

La preuve du théoréme de Brouwer en dimension supé-
rieure ou égzale & deux est plus difficile qu'en dimension un,
mais elle peat se construine d'une maniére analogue. Elle
consiste & considérer le cas d'une transformation continue
d’un triangle équilatéral de sommets A, B, C en lui-méme
(notons, pour la généralité de la démonstration qu'un kel
triangle est transformable en un disque par une application
univocue et continue). On divise ensuite chacun des cibés
du triangle en plusicurs segments de méme taille, et on
relie entre ewx ces segments (oorr Fencadrd page 68), ce qui a
pour effet de paver le triangle originel d'une mosaique de
petits triangles. Comme dans le cas & une dimension, la
démonstration consiste 3 encadrer le point fixe avec des tri-
angles de plus en plus petits. Cette preuve utilise un célébre
theoreme combinatoire démontre par Sperner qui affirme
que st 'on colore les sommets des petits triangles de trois
couleurs différentes, un de ces triangles est nécessairement
tricolore, ¢'est-h-dire que ses trois sommets sont de cou-
leurs distinctes {vor Vencadré page 68),

[l existe de nombreuses autres preuves (une vingtaine
au moins) du théoréme de Brouwer. Elles font appel aux
techniques les plus variées des mathématiques : I'ana-
lyse, I'algébre, la topologie algébrigue (1'étude par I"algebre
de propriétés des figures géométriques, invariantes par
deéformations continues), la topologie différentielle (idem,
mais au moven de "analyse}, la géométrie ':1];..-'1.5.|:|riquu
{Vétude des variétés définies par des équations algébriques),
la combinatoire... Une telle richesse peut étre interpretée
comme une mesure de la profondeur mathématique du
résultat. Une autre mesure est fournie par 'incrovable
diversité des formes équivalentes sous lesquelles le théo-
réme peut s'exprimer. Certaines d'enfre elles furent
méme découvertes, comme nous allons le voir, avant la
publication de Particle de Brouwer!

Des ancétres cachés

En 1883, le mathemahaen frangais Henn Poincaré s'atta-
chait & la question encore ouverte de la stabilité du sys-
teme solaire et il cherchail si trois corps célestes s'attirant
par gravité parcourent éventuellement des orbites pério-
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digues, [ avait besoin d'une généralisation du théoreme
des valeurs intermédiaires mentionné plus haut. Il prouva
a cette occasion le résultat suivant, que nous énongons, pour
simplifier, dans le cas particulier de deux équations a
deux incomnues fix, y) =0et g (x, y} =105 'on rouve un
carré ABCT tel que f prend des signes opposés sur les
ciités opposés AB et CD, et ¢ prend des signes opposés sur
les cotés opposés BC et DA, le systéme d'équations ci-des-
sus posséde au moins une solution situde dans le carrd
(voir la figrere 4), Poincard démontra en fait ce théoréme dans
le cas général d'un systeme d'équations comportant un
nombre quelconque d'inconnues, Le théoréme de Brouwer
est un cas particulier du théoréme de Poincaré.

Malheureusement, le résultat de Poincaré tomba dans
Voubli, et fut méme redécouvert plusieurs fois entre 1853
et 1941, en particulier par le mathématicien italien Silvio
Cinquini, La démonstration peu convaincante de S. Cin-
quini conduisit son compatriote Carlo Miranda a prou-
ver, en 1941, I"équivalence du résultat de Cinquini avec le
théordme de Brouwer. Pour cette raison, le théoréme de
Poincaré est souvent appelé théoréme de Miranda, Pour
les théorémes comme pour les vins, il n'y a pas que des
appellations contrilées.

Autre apparition du théoréme sous une forme distincte :
en 1904, un mathématicien letton, Piers Bohl, publia un
long article sur le comportement des solutions des équa-
tions différentielles de la mécanique. A cette occasion, i
étudia les propriétés de certaines transtormations conti-
ries d'un cube ou d'une boule centrés a origine d'un
espace euclidien de dimension quelcongue. [l montra en
particulier que si I'on déforme continiiment un tel cube

4. POINCARE A GEMERALISE le théaréme des valeurs intermé-
diaires pour un nombre de varlables supérleur 8 un. Une fonction F
qui prend des valeurs opposées sur les cbtés AB et CD d'un carmé
ABCD, coupe mécessairement en un point du caré (la crolx rouge)
une fonction g, dont les valeurs sont opposées sur bes cotés AD et
BC. Ce théoréme engendre le théoréme du point fine.




l- ‘interprétation des langages de programmation est quel-
quefois définie de fagon imprécise. Lin méme programme
peul, selon les compilateurs - les logiciels qui traduisent
les programmes en données assimilables par la machine—,
donner des résultats différents. Pour lever ces ambigui-
tés, Dana Scott et Christopher Strachey congurent, en 1969,
des meéthodes fondées sur les points fixes. Depuis, I"usage
des points fixes s'est étendu aux domaines de lintelligence
artificielle et du génie logiciel (bases de données, pro-
grammation, vérification des programmes...).
Commengons ce tour d’horizon des applications du
point fixe en informatique par l'interprétation des lan-
gages de programmation. On a souvent recours dans la
conceplion de programme a des boucles d'itération. Par
exemple, le calcul d'un nombre 1 3 la puissance g consiste
a ibérer i fois la multiplication par s s sf= ({1 %) x 1) .2 n).
Chacune des parenthéses représente une étape d'une boucle
d'itération. Pour compter le nombre d'élapes effectuces,
on associe 4 la boucle une variable incrémentée 4 chagque
realisation d'une étape. 1l peut se faire que cette variable
interfere avec d’autres variables internes a la boucle. Mlus-
trons cette idée avec 'exemple d'une boucle chargée
dafficher a 'écran deux valeurs, I'une 4 la suite de autre -
3, puis 6. Pour montrer les problémes d'interprétation
des compilateurs, nous avons donné le méme nom, Ioala
variable compteur et a la variable interne  la boucle ;

{i=0

fori=1te2do (i est ici une variable comptetir)
== (¢ comme variable interne 4 la boucle)
print i ;

end do)

Pour exéculer cette boucle, certains compilateurs
interpréteront le i compteur et le i interne a la boucle
comme deux variables distinctes. Les compilateurs qui
fonctionneront ainsi afficheront les bonnes valeurs :
3, puis 6. D'autres compilateurs, en revanche, assimile-
ront les deux variables i une seule donnée, ne réalise-
ront la boucle qu'une seule fois, et n‘afficheront que le
premier des deux chiffres, 3. Pour cette raison, ce type
de boucle est 3 éviter. Néanmoins, des informaticiens
ont cherché a élaborer des langages, tel Ade, dont les
compilateurs ne seraient pas confrontés a ces dilemmes.
La solution retenue fut de définir de facon univoque
les boucles a I'aide de points fixes.

Reprenons I'exemple du calcul de la puissance i, A
ce caleul, faisons corresponidre un point fixe d'une cer-
taine transformation T. Ce point fixe n’est pas un nombre,
mais une fonction (dans la suite, nous verrons qu'en infor-
matique, les points fixes peuvent aussi Stre des ensembles).
La transformation T associe & une fonction fin, ) des
variables n et g, la fonction qui vaut 1 si g est nul, et
1 fin, g-1) sinon, La fonction 19 est bier un point fixe de
la transformation T : T{n?) est égal 4 1 si g=0anxntl,
soit n, sinon, ce qui correspond bien aux valeurs de nf
quelle que soit la valeur que prend g

Le résultat nf est done bien un peint fixe ; pour rempla-
cer la boucle, nous allons examiner comment Vatteindre.
Appliquons la transformation T un certain nombre de fois
g + 1 fois pour &tre exact) a la fonction vide @

Les points fixe

Tif1n qi= J'TSErj=u'

nxfing—1)
T1Rl(n.q)= [ 154 =0
T (@i, q=]15i7=0 ! oy
i {JJXTFEIHH,:}--?Jsirmn l[nx"I-‘““I:T
1sig=0 2 sinon
=] nsin=1
. Eisinon

Thdlfei_llfh‘.l’ﬂ= IF‘%IIF:D =i

1 ST

Nous voyons, a travers 'exemple de cette fonction i,
que les points fixes définissent des fonctions par une
boucle qui ne présente pas d ambiguité sur Futilisation des
indices. Les points fixes donnent un «sens mathématique
aux boucles. Précisons que le programmeur ne change pas
ses habitudes de programmation ; il continue i écrire ses
boucles comme précédemment ; 'utilisation de point fixe
ne concerne que le programmeur en charge du compila-
teur qui transforme les boucles en points fixes.

Les points fixes de bases

Les points fixes facilitent la comstruction et I'utilisation de
bases de données de taille variable. Par exemple, afin de
répondre aux demandes de leurs clients désirant se rendre
dune ville i une autre, les compagnies aériennes ont déter-
ming, pour chacune des villes qu'elles desservent, les liai-
sons possibles avec les autres villes. Pour stocker cette
information dans des fichiers, il Faudraitconstruire ces fichiers
en prenant une par une les villes desservies et en vérifiant
s'il existe um vol les connectant avec chacune des autres villes,
par autant d'intermediaires que nécessaires. Cette méthode
présente l'inconvénient de devoir recommencer I'intégralite
de la procédure chaque fois que la compagnie aérienne ajoute
une ville a sa liste de destinations,

Cet inconvénient disparait avec les méthodes de points
fixes. Prenons le cas d'une compagnie aérienne qui dessert
quatre adroports, Paris, Nantes, Nice et Bordeaux, et pro-
pose les liaisons aériennes (Nantes, Paris), {Paris, Nice), et
(Paris, Bordeausx)

Draprescetle liste, le trajet Nantes - Mice est, parmi d’autres,
possible via Paris. Notre objectif est de disposer de 'en-
semble des trajets, y compris ceux avec correspondance.
Ici, les objets mathématiques auxquels sont appliquées les
transformations sont des ensembles. Comme nous le ver-
rons, la transformation T transforme une liste en la réunion
de la liste des vols directs et de |a liste obtenue par compo-
sition des vols directs et de cette liste,

Par composition, on entend la mise en relation des
villes jointes par une ville intermédiaire : la composition
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informatique

- notée o-du couple de villes (X, Y) avec le couple (Y, Z)
est le couple (X, £} :

LB &

Le point fixe de T est la liste ol figurent tous les vols pos-
sibles. Il est obtenu en un nombre d'itérations inférieur au
nombre de villes, Selon la définition de T, nous écrivons

T(")*u("oﬁ)=

Nous appliquons la transformation T au premier résultat
pour aboutir aun point fixe :

T

En calculant 'image de cette liste par la transformation, on
trouverait qu'elle est égale & elle-méme, ce qui nous prouve
qu'elle représente bien le point fixe de T, Ici deux itérations
suffizent : le point fixe obtenu comporte bien toutes les liai-
sons adtiennes possibles,

Les opérations que nous venons d'effectuer sut une
liste & trois couples de villes ne dépendent pas du nombre
total de villes, Pour un nombre supérieur a trois couples,
le principe resterait le méme, le seul changement étant
le nombre d'itérations de la transformation pour atleindre
le point fixe. Avec cette méthode, le programmeur qui
met a jour la base de données en incorporant une nou-
telle destination se contente d'ajouter la ville corres-
pondante a la liste originelle ainsi que les villes qui lui
=ont relides par un vol direct. Nul besoin d'implémen-
ter le logiciel de réservation pour qu’il tienne compte
d'une nouvelle ville, ni de calculer ou stocker toutes les
wvilles qui lui sont relides. Lorsqu'un client demandera a
aller d'une ville & une autre, le logiciel calenlera les divers
trajets possibles en utilisant la base de données enrichie
et la transformation T.

Les points fixes vérificateurs

Le but de la vérification est de spécifier, puis vérifier les
propriétés des programmes. Imaginons un ensemble de
supermarchés d"une méme chaine qui chaque soir met-
tent a jour leur stock local, puis passent leur commande
a l'entrepot central. Pour passer commande, le super-
marché doit établir une liaison, téléphonique ou infor-
matique, aves sa centrale. Il peut v avoir plusieurs échecs
avant d'obtenir la connexion. Pour vérifier e bon fone-
tionnement du systéme, comme on ignore le nombre
d'échecs, il faut envisager les cas de figures od la liaison

s'é¢tablit apres un, deux, trois, ... essais. 11 est irréaliste
d'éludier l'infinité des cas, Les méthodes de point fixe per-
mettent de surmonter cette difficulté. Elles reviennent 4
considérer chaque nouvel essai comme un rapprochement
abstrait vers un point fixe. La transformation considérée
ici est la tentative de connexion, et I'objet mathématique
auquel on applique cette transformation est I"état de 'or-
dinateur, connecté ou non, En procédant ainsi, on éli-
mine le probleme posé par le nombre inconnu et
arbitrairement grand d'échecs de connexion : ce nombre
est représenté par le point fixe lui-méme.

Par ailleurs, tel Prométhée qui fut condamné & voir
éternellement son fole mangé par "aigle le jour, puis régé-
néré la nuit, le supermarché répéte l'opération sconnexion,
puis commandes tous les soirs. Un autre point fixe repré-
sentera cette répétition perpétuelle. D'une certaine
maniére, les points fixes permettent d’éliminer la réfé-
rence explicite au temps, car ils synthétisent I'évolution
dans le temps de tous les calculs qui convergent vers le
point fixe, Ce type de méthode est utile pour la verifi-
cation de sysbémes complexes synchronisés. Par exemnple,
sous la direction de André Arncld, de I'Université de
Bordeaux, des logiciels de compteurs électriques a téle-
reléve (relevés a distance) ont &b vérifies et améliorés.

Le Banach des informaticiens

Ces exemples nous ont montré comment tirer parti des
propriétés du point fixe, mais nous avons omis de dire
dans quel cas une transformation admet un point fixe.
Le résultat fondamental est le théoréme du point fixe
de Knaster-Tarski, démontré en 1942 par Tarski
(1902 - 1983), et publié en 1955, Le théoréme de Tarski
est1'équivalent, pour les informaticiens, du théoreme de
Banach des mathématiciens. Esquissons ce théoréme. Les
objets naturels en informatique sont ordonnés ; par
exemple, les ensembles sont ordonnés par inclusion, un
ensemble est plus grand qu'un autre s'il le contient, Le
théoréme de Tarski assure que, sous certaines conditions,
si une transformation T préserve l'ordre, T'a un plus petit
point fixe et un plus grand point fixe, Ainsi, 'exemple
du supermarché met en jeu deux points fixes : un plus
petit point fixe (qui réalise la connexion) imbriqué dans
un plus grand point fixe (qui réalise la répétition per-
pétuelle du protocole «connexion + commandes). En
général, un plus petit point fixe représente un événement
qui finira par arriver un jour, et un plus grand point
fixe représente un événement qui s¢ répéte sans fin,
Des combinaisons arbitraires de plus grands et plus petits
points fixes peuvent étre utiles en vérification. Comment
identifier la meilleure combinaison et la calculer effica-
cement? C'est I'un des principaux themes de recherche
actuels en vérification.

[réne GUESSARIAN,

Professeur a I'Université Paris 6,

chercheur au Laboratoire d'informatique algorithmique :
fonderments et applications [LIAFA).
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PROBABILITES DES SITLATIONS

GAING ESPERANCE DE GAM DURSULE
ADGERA ROGER
URSULE -
r T—r
4
i 0
r T=r
0 1
1-u

6. JEU NON CODPERATIF A DEUX JOUEURS ol apparait un équilibre
de Mash. Roger cache une main defrére son dos, et Ursule doft devi-
ner si elle est ouverte ou fermée. Pour déterminer son choix, cha-
cun tire au hasard selon certaines probabilités : Roger a la probabilité
rde fermer sa main, et Ursule la probabilité v d’annoncer qu'elle est
fermée. Tous les deux peuvent choisir les valeurs des probabilités.
Le tableau de gauche risume les probabilités des différentes situa-
tions qui peuvent se présenter. Par exemple, la situation smain de
Roger ouverte - annonce d'Ursule main ouverte: a pour probabilité
le produit (1 — {1 — u). Les gains remportés par Ursule selon les
situations sont indigués dans le tableau du centre. Alnsl, sl Roger

par une transformation qui laisse fixes les faces du cube,
alors le cube original est contenu dans le cube déformeé
(aucun point ne sort du cube). Dans la version en dimen-
siom deux, toute déformation, sans déchirure, d’une mem-
brane élastique solidement fixée au cadre formé par les
cités d'un carré, recouvre enbierement ce carré. Ce résul-
tal est aussi une conséquence facile du théoréme de Poin-
caré, mais Bohl ne connaissait pas le ravail du mathématicien
francais, En 1931, sans avoir connaissance de Farticle de
Bohl, le mathematicien polonais Karel Borsuk retrouva un
résultat semblable pour la boule, en prouvant que, dans
un espace euclidien de dimension finie, il est impossible de
déformer continiiment une boule en sa frontiére, en lais-
sant fixes les points de la fronbére. En d'autres termes, méme
en la supposant parfaitement élastique, il estimpossible de
repousser complétement la peau d'un tambour, sans la
trouer, sur le cadre qui la maintient,

Equilibres de Nash
et points fixes en théorie des jeux

En 1994, le prix Nobel d'économie était attribué 3 John Har-
sanyi, John Nash et Reinhard Selten pour la définition du
concept d'équilibre dans la théorie des jeux non coopéra-
tifs. Le deuxiéme lauréat a eu une carriére des plus singu-
lieres puisqu'il dut abandonner un poste de professeur 2
IInstitut de technologie du Massachusetts en raison de
troubles mentaux graves et diagnostiqués irréversibles.
Aprés plusieurs internements, une rémission inespérée
lui a permis de reprendre une vie normale et d aller rece-
voir la prestigicuse récompense. Le résultat qui lui a valu
ce prix Nobel - 1a théorie de I'équilibre d’un jeu non-coopé-
ratif -, datait de plus de 40 ans en 1994, el était fondé sur
le théoréme du point fixe.

La vie de John Nash est évoquée dans le film «Un
fommime d'exceptions et la pigce de théitre «La prewves ; ces

ouvre la main et si Ursule devine juste, celui-ci remporte 1 euro.
L'espoir de gain attendu par Ursule de cette sluatlon vaut done 1 euro
multiplié par {1 - r){1 ~ w). Au total I'espoir de gain d'Ursule
- somme du gain des guatre sltuations possibles - est de
4ri + (1= r){1 - u}, ce qui est auss| I'espérance de perte de Roger.
La surface & droite représents 'espoir total de gain d'Ursule. 1l y a
équilibre de Nash quand la représentation graphique de I'espoir de
gain d'un des joueurs a la forme d'une selle de cheval. Le ehoix opti-
mal, oi les deux joueurs s'estiment avoir joud le meilleur coup a la
fois selon leur intérét et par rapport au jeu de I'autre, est ke point
d'inflexion principal de la surface (la eroix jauna).

excellentes ceuvres nous font entrevoir comment pense
un mathématicien d'exception sans entrer dans le détail
de ses travaux. La seule remarque péjorative est que
I'on y associe, comme si cela était naturel, activité
mathématique intense et folie. Revenons aux travaux de
lIohn Nash, En économie, le terme de «jeus estemployé au
sens large et désigne toute situation on des individus ont
une décision & prendre. Les jeux non cooperatifs, telles les
Elections, correspondent aux cas i les individus ne 5"échan-
gent pas d'informations. Dans I'étude de ces jeux, la ques-
tion est de savoir quel intérét les individus ont-ils 3 prendre
telle ou telle décision? Peuvent-ils prévoir quel choix adop-
teront les autres participants et jouer en conséquence? ], Nash
a cherché des cas de figure ol les anticipations desp‘:ueurq
s'accordent entre elles, c'est-a-dire des situations ot chaque
[oueLLr estime avoir joue au mieux selon ses propres critéres
el aussi par rapport aux choix des autres.

lllustrons ces notions par un exemple simple ne
comportant que deux joueurs, Roger et Ursule, adapté
d'un probleme posé, il y a presque trois siecles, par
Eémond de Montmort I{Iﬁ?ﬁ - 1719}, un célébre spécia-
liste des jeux et de leur théorie. Roger cache une main
derri¢re son dos, la tient ouverte ou fermée et demande
a Ursule d’en deviner la nature. 5i Ursule se trompe, il
ne lui donne rien. En revanche, si Ursule répond juste, il
lui donme quatre euros ou un euro selon que la main est
fermée ou ouverte. De prime abord, Roger a tout intérét
a ouvrir la main : Ursule gagnera au mieux un euro, Il
peut toutefois se dire que Ursule fera ce raisonnement
et déduira que la main est ouverte. Mieux vaut alors pour
lui en fait de fermer la main pour contrecarrer le raison-
nement d'Ursule. Cependant, Ursule peut prolonger
encore sa logique et determiner le nouveau choix de Roger.
On le voit, ce raisonnement peut se prolonger indéfini-
ment, sans que l'on puisse trancher, pour n'importe
quel des deux camps, quelle option choisir,
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La situation différe dans le cas ol Roger se fixe une
probabilité r de fermer sa main (et donc 1 - r de I'ouvrir)
et tire au sort sa décision selon cette probabilité, Suppo-
sons gu'Ursule fasse de méme pour son choix, avec une
probabilité 1 de dire que la main de Roger est fermée.
Evaluons ce qu‘Ursule peut espérer gagner en fonction
des probabilités r et 1, La probabilité que la main de Roger
soit fermée et qu'Ursule dise qu'elle est fermée est égale
au produit ru. La probabilité que la main soit ouverte et
qu'Ursule dise qu'elle est ouverte vaut (1 — r){1 — u).
Puisque dans les cas o la premiére possibilité se pre-
sente, Ursule gagne quatre euros, ce cas de figure lui fait
espérer en movenne (si Roger et Ursule réitérent de nom-
breuses fois le jeu) quatre euros multipliés par ru. De
méme, le second cas de ligure lui laisse espérer un euro
multiplié par (1 —#)(1 — u). Au total, 'espoir de gain, h,
d'Ursule est (voir In figure 502 h{r, w) = 4ru + (1= r)(1 —u}
= 5ru - r -1 + 1, Comme Roger perd ce que Ursule
gagne, I'espoir de gain de Roger, f, vaut -

Lorsqu'un joueur choisit sa probabilité, il ne raisonne
pas isolément, mais prend en compte le point de vue de son
adversaire : il cherche & maximiser son espoir de gain tout
en ayant a 'esprit que l'autre joueur fait de méme, Lingé-
niosité de MNash a été de traduire cette recherche de compro-
mis entre espoirs de gain en langage mathématique. Au terme
de leur raisonnement, les deux joueurs choisiront les proba-
bilités r* et w* —si elles existent — telles que f soit en ce point
un maximum local pour w et un minimum local pour r{comme
fvaut=h, un maximum de f correspond & un minimum
de ). Cette situation se présente dans le cas ol le graphe de
I au voisinage du point (*, 1*) a la forme d"une selle de che-
val ou d'un col en montagne (voir Ia figure 5). Ce couple de
probabilités s"appelle aujourd hui un équilibre de Nash. Les
hypothéses de Pexistence de I'équilibre de MNash sont done
la concavilé de f par rapport & r et sa convexité par rapport
a . Les foncHons de gain possédent souvent cette propriété,

Mash généralisa ces notions aux cas de trois joueurs
et remarqua que les conditions de I'équilibre se résu-
ment alors & 'existence d'un point fixe, Considérons
trois joueurs et leur fonction de gain respectif I, fet g,
qui dépendent des trois variables r, u el 5. Supposons
que, pour chaque u et s fixés, la foncton h atteint un
maximum unique en un point M (1, 5), pour chaque r et s
tixé, la fonction g atteint un maximum unigue en un
point Q (r,5), et pour chaque r et u fixés, la fonction fatteint
un maximum unique en un point N (r, u). La transfor-
mation T définie par T (r, u, 5) = (M (1, 5), Q {r, 5), N {r, u))
applique contindment en lui-méme I'espace formé parles
trois variables, Cet espace est fermé, borné et convexe
{un ensemble convexe contient le segment joignant deux
quelconques de ses points), et donc homéomorphe a une
boule. Le théoréme du point fixe de Brouwer assure 'exis-
tence d'un point fixe P* = (r*, n*, s*) de T. On a done
r* =M (u*, 8%, 0t = Qr", 5), 5" = N {r*, 1*), ce qui traduit
le fait que {r*, u*, 5*) est un équilibre de Nash.

En 1941, le mathématicien americain d’origine japo-
naise Shizuo Kakutani a étendu le théoréme de Brouwer
# des multi-applications, c’est-a-dire a des transforma-
tions associant, @ un point d'un espace euclidien, non
un autre point, mais un ensemble de points, fermé,
borné et convexe de cet espace. Selon Gérard Debreu, prix
Nobel d'économie en 1983 : «Pour la théorie des jeux et
"économie, le théoréme de Kakutani a été pour plus de
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trois décades 1'outil principal pour démontrer I'existence
dun équilibre économique.»

Un volume sans point fixe

Les applications des théorémes du point fixe de Banach et
de Brouwer et de leurs généralisations sont nombreuses
et variées. Elles ne se limitent pas a la mécanique céleste,
a l'"économie ou a la théorie des jeux. Presque tous les
théorémes d'existence d"une solution aux types les plus
variés d'équations y font appel, et il est difficile de trouver
un fascicule d'un journal mathématique consacré aux équa-
tions différentielles, intégrales ou aux dérivées partielles
sans article fondé sur un théoréme du point fixe, Comme
la plupart des modélisations mathématiques de phéno-
ménes naturels et de problémes technologiques conduisent
a de telles équations, on imagine sans peine le nombre de
travaux qui font appel a la théorie des points fixes.

On se contentera de signaler une question dactualité
dans I'étude de 'évolution de populations d'étres vivants
en interaction. Si deux populations coexistent sur un ter-
ritoire donné, elles peuvent coopérer, étre en compeétition
(pour une nourriture commune par exemple), ou méme se
dévorer. L'évolution temporelle de ces populations se modé-
lise par un systéme de dewx équations différentielles non
linéaires, impossible a résoudre explicitement, Pour main-
tenir la diversité, il est intéressant de trouver des condi-
tions sous lesquelles les deux populations survivront,
c'est-a-dire sous lesquelles leurs tailles resteront supé-
rieures 4 une quantité strictement positive. On peut alors
se demander si un tel systéme admettra un équilibre
dans lequel les deux populations gardent une taille
constante, L'existence de I'équilibre est une conséquence
du théaréme de Brouwer, et le résultat s"étend & un nombre
quelcongue de populations,

La littérature mathématique regorge de nombreux pro-
blémes ouverts au sujet du théoréme du point fixe. Ainsi,
on dit qu'un espace topologique E a la propriété de point
fixe si toute application continue de E en lui-méme a au
moins un point fixe. La boule dans un espace euclidien
de dimension finie a cette propriété. Le cercle ou I'an-
neau dans le plan, la sphére ou le tore dans 'espace ne 'ont
pas, ce qui s'explique par leur structure «trouées. Cepen-
dant, en 1953, le mathématicien japonais Kinoshita a
construit dans 'espace usuel un ensemble compact et
contractible (continliment déformable en un point) qui n'a
pas la propriété de point fixe! Nous sommes loin davoir
pleinement caractérisé I'ensemble des espaces topologiques
ayant la proprié¢te de point fixe,
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