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Bien qu’ayant prouvé toute sa puissance dans l’analyse du signal, la transformée de Fourier
s’avère peu adaptée à l’étude de signaux non périodiques. C’est pour pallier ses faiblesses
qu’à été développée au cours des années 80 la transformée en ondelette, aussi appelée analyse
multiéchelle1.

1. Principe de la transformée en ondelette. Soient deux fonctions s(t) et ψ(t) appar-
tenant toutes deux à L2(R). On nommera s le signal et ψ l’ondelette analysatrice. Dans
la suite, on note ψλ,a(t) = ψ(λ(t− a)) et on définit la transformée en ondelette de s par :

s̃λ,a = λ

∫

R
dt s(t)ψλ,a(t).

(a) Comparer qualitativement les fonctions ψ et ψλ,a. Donner une interprétation “géométrique”
de s̃ et justifier le terme d’analyse multi-échelle donnée à la transformée en ondelette.

(b) Transformée inverse. On souhaite montré que l’on peut reconstruire s à partir de la
donnée de s̃ et que l’on a une relation de transformée en ondelette inverse

s(t) =
1

Cψ

∫

R
da

∫

R+

dλs̃(λ, a)ψλ,a(t),

où Cψ est une constante dépendant de l’ondelette analysatrice choisie et dont on
donnera l’expression plus loin.

i. On note f̂ la transformé de Fourier de f définie par

f̂(ω) =

∫

R
dt√
2π

e−iωtf(t).

Montrer que

ˆ̃s(λ, ω) =
√

2πŝ(ω)ψ̂(−ω/λ),

où la transformée de Fourier se fait sur la variable a.

1Voir en fin d’énoncé les extraits de Ondes et ondelettes, Barbara Burke Hubbard, Pour la Science, Collection
Science d’avenir, diffusion Belin, 1995.
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ii. On considère F (t) définie par

F (t) =

∫

R+

dλ

∫

R
da s̃(λ, a)ψλ,a(t).

En utilisant la question précédente, montrer que

F̂ (ω) = Cψ(ω)ŝ(ω),

avec

Cψ =
√

2π

∫

R+

dλ

∫

R
dt′ ψ̂(−ω/λ)ψ(λt′)e−iωt′ ,

et où l’on supposera l’intégrale convergente pour le moment.

iii. Montrer que Cψ(ω) est indépendant de ω et en déduire que

Cψ = 2π

∫

R+

du

u
|ψ̂(u)|2.

iv. Condition d’admissibilité. Montrer qu’une condition suffisante pour que Cψ soit
défini est d’avoir

∫

R
dt ψ(t) = 0.

Justifier le nom d’ondelette donné à ψ.

2. Ondelette de Harr et familles d’ondelettes orthogonales. La relation d’inversion de
la transformée en ondelette est redondante puisqu’elle nécessite une double intégrale pour
calculer s. Nous allons montrer qu’en choisissant une famille d’ondelettes orthogonales, il
est possible de reconstruire s à partir d’une somme discrète de termes.

Dans la suite, et pour simplifier, on se limite à s ∈ L2([0, 1]) doté du produit scalaire

〈s′|s〉 =

∫

[0,1]

s′(t)s∗(t) dt,

et on note ‖s‖2
2 = 〈s|s〉 la norme associée.

Soit χI la fonction caractéristique de l’intervalle I. On définit l’ondelette de Harr par

ψ(t) = χ[0,1/2](t)− χ[1/2,1](t).

(a) Montrer que ψ satisfait à la condition d’admissibilité énoncée à la question 1(b)iv).

(b) Pour (j, k) ∈ N2 et k ≤ 2j−1, on pose ψj,k(t) = 2j/2ψ(2jt−k). Tracer qualitativement
ψj,k. En déduire que

〈ψj,k|ψj′,k′〉 = δj,j′δk,k′ .

Dans la suite, on souhaite montrer que tout élément de L2([0, 1]) peut s’écrire (à une
constante près) comme une somme sur les ψj,k.
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(c) On introduit φ = χ[0,1] et φj,k = 2j/2φ(2jt− k). Tracer les φj,k.

(d) On pose Vj = Vec(φj,k)k=0..2j−1.

i. Représenter graphiquement un élément quelconque de Vj.

ii. Montrer que les φj,k forment une base orthonormée de Vj.

iii. Montrer que l’on a la relation d’inclusion

V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ ... ⊂ Vj ⊂ ... ⊂ L2(R).

(e) On pose Wj = Vec(ψj,k)k=0..2j−1.

i. Montrer que Wj ⊂ Vj+1.

ii. Montrer que 〈φj,k|ψj,k′〉 = 0.

iii. En comparant les dimensions de Vj, Wj et Vj+1, montrer que

Vj+1 = Vj ⊕Wj.

En déduire que

Vj = V0 ⊕W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wj−1.

(f) Déduire des questions précédentes que la famille constituée de φ et des ψj,k forment
une famille orthonormée dense dans L2([0, 1]). En déduire que pour tout f ∈ L2([0, 1]),
on a

f(x) = 〈f |φ〉+
∑

j,k

〈f |ψj,k〉ψj,k.

Pour cela, on admet les résultats suivants :

• Soit Ej([0, 1]) l’ensemble des fonctions g étagées sur [0, 1] de la forme

g =
2j−1∑

k=0

ckχ[k/2j ,(k+1)/2j ].

Soit f ∈ L2([0, 1]). On admet que ∀ε > 0 il existe j ∈ N et g ∈ Ej([0, 1]) tel que
‖f − g‖2 < ε.

• SoitH un espace hermitien. On suppose qu’il existe une famille orthogonale xα∈A d’éléments
de H dense dans H et paramétrée par un ensemble A. Alors on dit que les xα forment
une base hilbertienne de H et pour tout x ∈ H, on a

x =
∑
α∈A

〈x|xα〉xα.
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