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On considère la sphère S de centre O et de rayon unité que l’on dote d’un système de
coordonnées sphériques (θ,φ). Soit A et B deux points de S. Un trajet différentiable reliant A
à B est décrit par un couple d’applications C1 (θ(t),φ(t)), avec t ∈ [0,1].

On nomme géodésique de la sphère le chemin le plus court sur S reliant A à B.

1. Montrer que la longueur L d’un chemin liant A à B s’écrit

L =

∫ 1

0

(
φ̇2 sin2 θ + θ̇2

)1/2

dt.

2. Montrer que si t est une abscisse curviligne, une géodésique satisfait les équations d’Euler-
Lagrange

θ̈ = sin(θ) cos(θ)φ̇2

d

dt

(
φ̇ sin2(θ)

)
= 0

3. Montrer que l’on peut toujours choisir les axes de coordonnées de façon à ce que A occupe
le pôle Nord θ = 0 et que B soit dans le plan φ = 0. En déduire l’équation (θ(t),φ(t)) de
la géodésique

4. À l’aide des questions précédentes, expliquer les observations d’Anselme Lanturlu.
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