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Dans cet énoncé, on cherche à étendre le théorème de la limite centrale aux distributions larges,
c’est-à-dire sans valeur moyenne définie (cf. article ci-joint), un problème qui a pour la première
fois été abordé par le mathématicien Paul Lévy et qui trouve des applications notamment en
mathématiques financières.

1. On considère une densité de probabilité f(x) dont le comportement asymptotique peut
s’écrire f(x) ∼ B±/|x|1+µ pour x→ ±∞, avec µ ∈]0, 1[. Montrer que f est bien intégrable
sur R mais ne possède pas de valeur moyenne.

2. Soit X1..N N variables aléatoires indépendantes de même densité de probabilité f . On sou-
haite montrer que pour σN bien choisi, la variable aléatoire YN = (

∑N
i=1Xi)/σN converge

en loi.

(a) Expliquer qualitativement pourquoi on s’attend à ce que σN croisse avec N ? Que
vaut σN dans le cas d’une distribution étroite possédant une valeur moyenne et une
variance ?

(b) On note ϕZ(k) la fonction caractéristique d’une variable aléatoire Z. Montrer que
ϕYN

(k) = (ϕX(k/σN))N .

(c) On admet pour le moment que pour k proche de 0, ϕX(k) = 1 + α|k|β, où α et β
sont deux réels dont on montrera l’existence plus loin. Donner l’expression de σN
pour laquelle ϕYN

converge en loi.

3. On cherche à présent à préciser le comportement de ϕX pour k petit.

(a) Montrer que ϕX(0) = 1.

(b) Soit ε > 0, montrer qu’il existe A± tel que pour |x| ≥ A±,∣∣∣∣f(x)− B±
|x|1+µ

∣∣∣∣ ≤ ε
B±
|x1+µ|

.

(c) En déduire que∣∣∣∣∫ ∞
A+

(
eikx − 1

)(
f(x)− B+

x1+µ

)
dx

∣∣∣∣ ≤ |k|µεB+

∫ ∞
0

∣∣∣∣eiu − 1

u1+µ

∣∣∣∣ du.
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(d) En utilisant la formule de Taylor avec reste de Lagrange, montrer que pour tout u,
|eiu − 1| ≤ |u|, puis que pour tout k∣∣∣∣∫ A+

0

(
eikx − 1

)(
f(x)− B+

x1+µ

)
dx

∣∣∣∣ ≤ |k|∫ A+

0

∣∣∣∣x(f(x)− B+

x1+µ

)∣∣∣∣ dx.
(e) Montrer que |k| = o(|k|µ). Quantifier cette propriété et en déduire que pour k suffi-

samment petit, on a∣∣∣∣∫ A+

0

(
eikx − 1

)(
f(x)− B+

x1+µ

)
dx

∣∣∣∣ ≤ |k|µεB+

∫ ∞
0

∣∣∣∣eiu − 1

u1+µ

∣∣∣∣ du.
(f) Généraliser le calcul précédent aux intégrales sur les x négatifs et en déduire qu’au

voisinage de 0,

ϕX(k) = 1 + |k|µ ((B+ +B−)Re(Iµ) + sg(k)(B+ −B−)Im(Iµ)) + o(|k|µ),

où sg(k) désigne le signe de k et Iµ est l’intégrale définie par

Iµ =

∫ ∞
0

(
eiu − 1

u1+µ

)
du.

(g) Soit F∞ la distribution de probabilité asymptotique de YN . Donner son expression
sous forme d’une intégrale. Pourquoi a-t-on Re(Iµ) < 0 ? Que dire de la parité de
F∞ quand B+ = B−.

4. Questions subsidiaires

(a) Étendre l’analyse au cas où µ ∈]1, 2[ (existence d’une valeur moyenne, mais pas de
variance).

(b) Pour µ ≥ 2, retrouver le théorème de la limite centrale.

(c) On rappelle que la fonction Γ est définie pour Re(z) > 0 par

Γ(z) =

∫ ∞
0

tz−1e−tdt,

et peut être étendue aux Re(z) ≤ 0 par prolongement analytique en utilisant la
relation Γ(z+ 1) = zΓ(z). En utilisant le théorème des résidus, montrer que Iµ peut
s’exprimer à l’aide de Γ(−µ).
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