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Autrefois, quand on inventait une fonction nou-
velle, c’était en vue de quelque but pratique ; au-
jourd’hui on les invente tout exprès pour mettre
en défaut les raisonnements de nos pères et on
n’en tirera jamais que cela. Henri Poincaré.

Au long du XXème, les mathématiciens ont mis à jours des ensembles pathologiques dont la
structure défie l’intuition que l’on peut se faire de la notion de dimension (cf. article ci-joint).
Un paramètre permettant de caractériser la complexité de ces objets est la dimension fractale,
qui généralise le concept de dimension à des valeurs non entières. Ces objets ce sont révélés
par la suite d’une grande utilité en physique, puisqu’on a pu montrer au cours des années 80
qu’ils permettaient de décrire des phénomène complexes tels que la turbulence ou la formation
d’agrégats.

1 Activités d’éveil : la dimension de bôıte

N.B. : Dans les questions (1) et (2), on pourra se contenter de raisonnements “avec les mains”.
Soit un ensemble S de R2. On cherche ici à calculer le nombre N(ε) de carré de côté ε nécessaire
pour recouvrir S.

1. Justifier brièvement que l’on attend N(ε) ∝ ε−D avec D = 0, 1, 2 si S est un point, une
courbe ou une surface.

2. Tester “expérimentalement” le résultat précédent sur la sinusöıde fournie en annexe en
traçant lnN en fonction de ln ε.

3. Même question dans le cas de la longueur de la côte de Grande-Bretagne (̂ıles et Irlande
comprises). Qu’observe-t-on ? Expliquer ce phénomène.

L’étude des deux exemples précédents amène à définir une nouvelle dimension Db, dite dimen-
sion de bôıte, telle que :
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Db = lim
ε→0

∣∣∣∣ ln(N(ε))

ln(ε)

∣∣∣∣ .
Cette dimension Db mesure alors le degré de complexité de S : plus S sera “torturé”, plus
Db sera grande. On dit qu’un ensemble est fractal si sa dimension de bôıte est strictement
supérieure à sa dimension topologique.
Chercher dans la littérature ou sur internet d’autres exemples d’objets fractals et donner leur
dimension de bôıte.

2 Un exemple d’objet fractal : l’ensemble de Cantor

Un exemple classique d’ensemble fractal est l’ensemble de Cantor que l’on construit itérativement
de la façon suivante (cf. article ci-joint et figure ci-dessous) :

• On part du segment [0,1] que l’on coupe en trois segments fermés de même longueur et on
élimine le segment central.
• On coupe ensuite chaque segment restant en trois segments de longueur égale et on rejette à
chaque fois le segment central.
• On itère ensuite indéfiniment ce processus. Les points non éliminés après une infinité d’étapes
forment l’ensemble de Cantor K3.

1. Montrer que K3 est formé des réels x de la forme :

x =
∞∑
n=1

an3−n,

avec an ∈ {0, 2} (On pourra raisonner en base 3).

En déduire que K3 est indénombrable (c’est-à-dire qu’on ne peut pas le mettre en bijection
avec N).

Indication : on pourra raisonner en base 2 et montrer que tout élément de [0, 1] peut
s’écrire x =

∑∞
n=1 bn2−n avec bn ∈ {0, 1}, puis mettre en bijection les suites an et bn.

2. Montrer que K3 est un ensemble mesurable et calculer sa mesure.

3. Calculer la dimension de bôıte de K3.

4. Questions subsidiaires

(a) Montrer que Q est dénombrable.
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(b) Montrer que R est indénombrable.

(c) Montrer qu’il n’existe pas d’homéomorphisme (bijection continue et d’inverse conti-
nue) entre le segment [0, 1] et le carré [0, 1]× [0, 1].

(d) Calculer la dimension de bôıte de la courbe de Peano (cf. article)

3 Ensembles fractals et théorème du point fixe

On considère l’espace affine F des fonctions continues f de I = [0, 1] dans R telles que f(0) = 0
et f(1) = 1. On dote F de la norme ‖ · ‖∞ définie par ‖f‖∞ = supt∈I |f(t)| pour laquelle F est
complet. Pour tout f ∈ F on définit T (f) ∈ F par :

T (f)(x) =


2f(3x)/3, x ∈ [0, 1/3]
2/3− f(3x− 1)/3, x ∈ [1/3, 2/3]
1/3 + 2f(3x− 2)/3, x ∈ [2/3, 1]

1. Montrer que T (f) ainsi définie appartient bien à F .

2. Montrer que T est k-Lipshitzienne, pour un k que l’on précisera.

3. Déduire de la question précédente l’existence d’une fonction f (dite fonction de Bolzano)
telle que T (f) = f . On admettra le théorème du point fixe de Banach qui énoncé que
toute application k-Lipschitzienne de F dans F avec k < 1 admet un point fixe dans F .

4. Tracer l’allure de cette fonction (on pourra la construire récursivement comme limite de
fn = T n(f0), avec f0(x) = x). Que pensez-vous de sa dérivabilité ?

5. Calculer la dimension fractale de la fonction de Bolzano.
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