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Autrefois, quand on inventait une fonction nou-
velle, c’était en vue de quelque but pratique ; au-
jourd’hui on les invente tout expres pour mettre
en défaut les raisonnements de nos peres et on
n’en tirera jamais que cela. Henri Poincaré.

Au long du XX®"¢ les mathématiciens ont mis & jours des ensembles pathologiques dont la
structure défie 'intuition que 1'on peut se faire de la notion de dimension (cf. article ci-joint).
Un parametre permettant de caractériser la complexité de ces objets est la dimension fractale,
qui généralise le concept de dimension a des valeurs non entieres. Ces objets ce sont révélés
par la suite d'une grande utilité en physique, puisqu’on a pu montrer au cours des années 80
qu’ils permettaient de décrire des phénomene complexes tels que la turbulence ou la formation
d’agrégats.

1 Activités d’éveil : la dimension de boite

N.B. : Dans les questions (1) et (2), on pourra se contenter de raisonnements “avec les mains”.
Soit un ensemble S de R?. On cherche ici & calculer le nombre N (¢) de carré de coté € nécessaire
pour recouvrir S.

D

1. Justifier brievement que 1'on attend N(e) o< e avec D = 0,1,2 si S est un point, une

courbe ou une surface.

2. Tester “expérimentalement” le résultat précédent sur la sinusoide fournie en annexe en
tracant In N en fonction de Ine.

3. Méme question dans le cas de la longueur de la cote de Grande-Bretagne (iles et Irlande
comprises). Qu’observe-t-on 7 Expliquer ce phénomene.

L’étude des deux exemples précédents amene a définir une nouvelle dimension Dy, dite dimen-
sion de boite, telle que :



Db = lim

e—0

In(N(e))
In(c) ‘

Cette dimension D, mesure alors le degré de complexité de S : plus S sera “torturé”, plus

Dy, sera grande. On dit qu’un ensemble est fractal si sa dimension de boite est strictement

supérieure a sa dimension topologique.

Chercher dans la littérature ou sur internet d’autres exemples d’objets fractals et donner leur

dimension de boite.

2 Un exemple d’objet fractal : I’ensemble de Cantor

Un exemple classique d’ensemble fractal est ’ensemble de Cantor que 1’on construit itérativement
de la fagon suivante (cf. article ci-joint et figure ci-dessous) :

e On part du segment [0,1] que I'on coupe en trois segments fermés de méme longueur et on
¢élimine le segment central.

e On coupe ensuite chaque segment restant en trois segments de longueur égale et on rejette a
chaque fois le segment central.

e On itere ensuite indéfiniment ce processus. Les points non éliminés apres une infinité d’étapes
forment ’ensemble de Cantor Ks.

¢tape 0

étape 1
étape 2 - — —

étape 3 - == - -

1. Montrer que I3 est formé des réels x de la forme :

o0

x = Z a3 ",

n=1
avec a,, € {0,2} (On pourra raisonner en base 3).

En déduire que I3 est indénombrable (c¢’est-a-dire qu’on ne peut pas le mettre en bijection
avec N).

Indication : on pourra raisonner en base 2 et montrer que tout élément de [0, 1] peut
s’écrire x = > 7 b,27" avec b, € {0, 1}, puis mettre en bijection les suites a,, et by,.

2. Montrer que K3 est un ensemble mesurable et calculer sa mesure.
3. Calculer la dimension de boite de Ks.

4. Questions subsidiaires

(a) Montrer que Q est dénombrable.



(b) Montrer que R est indénombrable.

(¢) Montrer qu’il n’existe pas d’homéomorphisme (bijection continue et d’inverse conti-
nue) entre le segment [0, 1] et le carré [0,1] x [0, 1].

(d) Calculer la dimension de boite de la courbe de Peano (cf. article)

3 Ensembles fractals et théoreme du point fixe

On considere I'espace affine F des fonctions continues f de I = [0, 1] dans R telles que f(0) =0
et f(1) = 1. On dote F de la norme || - || définie par || f|jcc = sup,e; | f(¢)| pour laquelle F est
complet. Pour tout f € F on définit 7'(f) € F par :

2f(3z)/3, z € [0,1/3]
T(f)(@) =1 2/3-f(Bx—-1)/3, x€[1/3,2/3]
1/3+2f(3x —2)/3, x € [2/3,1]
1. Montrer que T(f) ainsi définie appartient bien a F.
2. Montrer que T est k-Lipshitzienne, pour un k& que 1’on précisera.

3. Déduire de la question précédente I’existence d’une fonction f (dite fonction de Bolzano)
telle que T(f) = f. On admettra le théoréme du point fixe de Banach qui énoncé que
toute application k-Lipschitzienne de F dans F avec k < 1 admet un point fixe dans F.

4. Tracer l'allure de cette fonction (on pourra la construire récursivement comme limite de
fo=T"(fo), avec fo(x) = x). Que pensez-vous de sa dérivabilité ?

5. Calculer la dimension fractale de la fonction de Bolzano.



Dimension fractale d’une sinusoide
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Dimension fractale de la cote de Grande-Bretagne
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Logique
et

Labyrinthes de longueur infinie

On sait depuis plus d'un siécle que certaines courbes recouvrent une surface
en n'oubliant aucun point, mais il en existe de plusieurs types, plus ou moins réguliéres.
On utilise aujourd’hui ces courbes en informatique.

ans la cathédrale de Chartres, une étrange
courbe estgravée surle dallage de piermre,
En suivant son tracé, vous ferez une pro-
menade da 252 métres qui, du point de
départ situé sur le bord d'un disque d'un
diamétre de 13 métres, vous ménera au
centra sans quitter le disque, sans jamals
revenir au méme paint et en passant partout dans le
disque ; & l'nverse de la lumigre qui emprunte le plus court
chemin pour relier deus points, l'artiste a choisi de joindre
le bard et be centre en empruntant 'itinéraire le plus contourng
possibla, Ces labyrinthes ou « lisues = exislentdans d'aulres
cathédrales francaises : & Amiens le disque est devenu un
octogone, & Saint-Omer le méandre décrit un carré, &
Reims |2 chemin - effacé an 1779 - explorait une figure en
forme de chateau fort.

Ces tracds, suivis & genoux parles pénitents du Moyen
.ﬁge, symbaolisaient la longue et tortueuse route vers
Jérusalem. Au centre du dessin de |a cathédrale de Chartras,
une plagque de cuivre représentait le combat de Thésée
et du Minotaure. Malgre leur nom et |a référence au
mythe antique, ces figures ne sont pas vraiment des
labyrinthes, car il est impossible de s’y perdre : une fois
entra, en se laissant guider par le dessin, 'arrivée au but
est certaine. Ces parcours sont an fait des esquisses de
ce que les mathématiciens appellent aujourd'hui des
courbes « remplissant I'espace » ou courbes de Peano.
Leur importance dans I'histoire des mathématiques est
grande, car elles ont précisé la notion de dimension 1 nous
ont obliges a mieux cerner la nature du continu,

Comme bien souvent, ces recherches menges par des
théariciens avec l'unique souci d’approfondir leur compre-
hension de I'univers mathématique ont é1¢ utiles ailleurs.
Aujourd’hui ces cheminements agités sont utilisés en phy-
sigue — par exemple pour concevoir des anfennes —, et
dans diverses branches de linformatique ol leurs errances
dlambiquées & 'extréme sont des guides pour visiter dans
un trajet unique et ininterrompu tous les paints d'un aspace
multidimensionnel. Mais revenons a 'histoire de leur
decouverte mathématique.

Le 20 juin 1877, George Cantor écrit & Richard Dade-
kind gue, bien « qu'opposé a lopinion genéralement répan-
due », il sait « depuis des annges » qu'on peut meattra en
bijection une ligne et un morceau de suriace. Plus précisé-
ment, Cantor affirme gu'il existe une fonction M qui fait cor-
respondre élément par élément (Mast bijactive) les nombres
réels du segment [0,1] {les x compris antre D et 1) et les points
du carreé C=[0,1] = [0,1].

Uintuition malmenée

Lidée est quil existe une fonction M qui associe a chague
nombre réel tcompris entre O et 1 &cnit sous forme décimale
0.8, & &,... &,..., deux nombres réels xt) at y{t) en rete-
nant les chifires d'indice pair dans xit) = 0.8, 8, 8,... 8;,...,
et ceux dindice impairdans vyt = 0.4, 8, 8.... &, .-.

Ces deux nombres réels définissent un point M{t) de coor-
dannées (x(T), ¥t qui appartient au cameé C. Tout paint du
camé C estl'image par Md'un tau mains : la fonction M est
w surjective » de I sur C. A vrai dire, comme Dedekind le fait
remarquer a Cantor dans sa réponse, la fonction surective M
n'est pas toul & fait bijective, car il existe des paires de valeurs
différentes de ¢ qui donnent Ie méme paint M, Cela est di
aux développements décimaux sa terminant par une infi-
nité de 9. Par exemple : 0.409090904. .. et 0.5 donnent tous
les deux le méme point M = (0,5 ; 0) car 0,409020309...
donne M= (0,49999. . ; 0,00000...) = (0.5 ; 0) el évidem-
ment, 0.500000... dorne M =05, 0).

Aappelons gue 0,49999... = 0,5 car si I'on pose
¥=048999  onvoitque 10 x-x=4.55999, - 049999=45
gt donc 9 x =45 ; c'est-a-dire x=0,5.

Heureusement lapplication surjective de fsur Cpeut par
une opération (assez compliquée) &tre modifidée de maniére
& ce qu'elle devienne bijective. De toutes les fagons, un théo-
reme, nommé théorémea de Cantor-Bernstein, indique qu'il
existe bien une bijection entre intervalle (et le camé C.

C'est troublant, car 'intuition des mathématiciens leur
souffle que Iinfini dune ligne n'est pas de méme nature que
linfini d'une surface. Que fon sache les mettre en bijection
astinattendu, voire déconcertant. La solution de cet apparant
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Jean-Paul Delahaye

1. Les labyrinthes historiques. Labyrinthe sur la statére d ar-
gent crétais de 450 av. 1. C [médaillon du Faut]. Labyrinthe du pour-
point du gentithemme peint par Bartalomes Venetd au ¥ sibcle [en
haut drgouche]. Dans plusieurs cathédrales frangaises, comme & Chartres,
un labyrinthe est dessing au sol [en haut ddrafte]. La mosaigus ramaine

= maue: Lt soece - Logigque & calcul

du 17 sigcle représente le combat de Thesée et du Minotare dans |e
Iabyrinthe construit par Dédale [en bosd gauche ). Ces courbes quid'un
paint du pourtour aboutiseent &u centre 5aNs [amais 5 INterrampre ni
5= croiser sont des esquissas de ce que les mathématiciens dénam-
ment aujourdTui des courhes de Peano [en bas o droite]
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2. Les courbes de type Peano résultent d'une transformation
qui fait passer d'un segment | 4 une surface, généralement un carré.
Toutes ces courbes sont surjectives [tous les points du carré corres-
pordent & au moins un peint du segment). La courbe de Osgood est
bijective, mais ne recouvre quune partie du carré, Toutes ces courbes
sont continues, La position d'un point sur e segment est repérée par
Ia valeur du nombre réel t et ces courbes ne possadent en général de
tangents pour aucune valeur de ¢ du segrment. La courbe de Lebesgue
posséde, elle, des tangentes pour presque toute valeur de t.

paradoxa viendra de la continuité : ni la fonction surjectiva
de la letire de Cantor ni celle bijective tirde du théoréme de
Cantor-Barnstein ne sont continues (deux points proches
de { ne sont pas foujours proches dans M).

Des 1879, le mathématicien allemand Eugan Netio (1848-
1919} rassure la communauté troublée des mathématiciens en
démaontrant le résullat suivant : i mexiste pas de fanclion conti-
nue-et biactive da lNintervalie =0, 1]dans lecamé C=[0,1]=[0.1].
Lintuition est sauve : Minfini d'une ligne n'est pas l'infini d'une
surface ! Si Ton peut metire en bijection un segment et Lne sur-
face, cetle bijection est discontinue, ce qui signifie guelle ne
préserve pas la nature topologigue du segment, conformement
aceque nous soufflait notra infuition. Cependant la bolte de Pan-
dore était ouverte et bien des surprises surgiront des fonctions
ervayant un mtervalle sur une surface,

La premigre question soulevée est ; Existe-t-il une fone-
fion continue et suective de lintervale | sur le carmé C 7

Une telle fonction continue définit une courbe assimilable
au mouvement d'un point : pendant un intervalle de lemps
d'une unité, un point M) se déplace sans jamais faire de sauts

|
I
I
|
|

3. Différentes étapes vers 'ensemble de Cantorabtenu
&n Erélwanl e tiers de chague segment, jusqu'a 'infini, Lensemble
de Cantor est 13 poussiére qui subsiste

brusques, partant de M{0) pour arriver 4 A1), Si la fonction
est surective, le point M passe partout dans le camé. Qu'una
courba (continue) couvra completement une surface sem-
blait déraisonnable et on pensait donc demontrer qu'il
n'existe aucune fonction continue surjective de | sur C.
Orles courbes continuas recouvrant un bout de plan exis-
tent bel et bian. La pramiére du genre ful proposée par Giu-
seppe Peanc (1858-1932), un mathématicien italien a gui l'on
doitl'utiisation du symbole £ et dont le nom reste attaché aux
axiomes de l'arithmétique... bien qu'en réalitd, ils aient &té
formuiés par Dedekind ke correspondant de Cantor.

Agitation infinie dans un carré

Dans son article de 1890 (publie &n francais et jolimant infitulé
Sur une courbe qui remplif toute Line aive plane), la courbe de
Peano est définie de maniére purement analytique par un
procéde analogue a celui de Cantor, mais utilisant la base de
numeration trois. Elle laisse sur sa faim le géométre qui aime-
rait visualiser comment un point peul. en un temps fini, passer
contindment partout dans un carré, et méme plusieurs fois
par certaing points [puisque la courbe n'est pas byective).

On comprand géométnguemeant cette transformation en
la voyarit comme |a limite des courbes, chacune un peu plus
alambiquee que les précadentes. La courbe continue de
Peano, P, est définie comme la imite de courbes P, F,, P, ete.
{voir fa figure 4). Le dessin de la courbe P, est obtenu en
divisant la carre Cen 9 carmés égaux de coté 1/3, el en déci-
dant d'un ordre de parcours de ces 9 carrés. La courbe P,
se deduit de la courbe P, en divisant chacun des 9 carrés
utilises pour dessiner P, en neuf carmés plus pefits (ce quien
fait donc 81) et en parcourant & chague fois les neuf carés
selon le méme ardre que celui utilfisé pour P, Etc,

Chacune des courbes P, est continue. Mais attention, la
lrmite d'une suite de courbes continues n'est pas nécessaire-
ment continue © fe grand mathématicien Augustin Cauchy
Etait fombé dans ce piége. La démaonstration gue |a eourbe
lirnite: est encare continue se fonde sur ce que la daformation
gu'on opére pour passer de la courbe n 4 la courbe n +1 ne
demande que d'étirer localement e tracé en déplagant les points
dune distance petite. La distance enfre e point Pt de la courbe
P.etlepaint P ()delacourbe P, est inférieure & 2/3" car
ces deux points sont dans le méme camé de cité 1/3".

Plusieurs questions se posent 4 propos de ceffe courbe
limita, car méme si son existence mathématique et sa pro-
prieté d'étre continue ne font pas de doute, alle malméne
foujours notre Sens geometrigue.

Question 1. Comment est-on certain que la courbe passe
par fous les points ou carré 7

On sait que la courbe passe partout dans e camé, car si
an se fixe un point quelcongque N du carré en repérant sur la
courbe P le point N, le plus proche de N, il et clair que la
limite des points N, sera N (les courbes P suivent des tra-
cés de plus en plus serrés n'oubliant aucune zone du cameé),
et donc la limite des points § de [0,1] tels que P.{1.) = N,
sera un nombre ftel que P{f} = N. Dit simplement, les
courbes F_ s'agitent de pius en plus sans oublier le moindre
espace et cela a pour conséquence que la courbe limite
recouyre vraimeant tout point du carrs,
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4, La courbe de Peano. Giuseppe Pean propose en 1890 une
courbe qul passe partousles pents du carmé. Une telle courbe est impos-

sible 2 dessiner, carelle estinfiniment repliée surelle-miéme. En revanche,
on imagine b2 trajet d'un point P décrivant cette courbe en considérant

Ce qui choque lintuition est peut-étre gue chague
courbe P_aune aire nulle (aucune n'a d'épaisseur) alors que
la courbe limite, soudainement, & une épaisseur. Mémae si
c'est étonnant, ¢'est possible, et la preuve en est que...
c'est justement ce que Fon constate ici | Parfois 'intuition
est dans l'erreur el doit étre reconstruite pour se confarmer
a la réalte démontrée ; la courbe de Peano est 'exemple
méme d'un de ces ajustements inévitables que la réalité
mathematique impose.

Question 2. Quels sonties points ol 8 courbe passe plu-
steurs fois 7 De fels points existent necessairement daprés
g theoréme de Netto.

Les points du carre visités plusieurs fois par la courbe P
sont des sommels des canmés quon dessine Slape apds &tape
(% carras, puis 81, etc.) guand on construit P, c'est-a-dire des
points dont les coprdonnées sont dela forme (237 ; &3 avec
a &t b entiers. Cerlaing de ces points sont visités deux fois,
d'autres le zont qualtre fois.

Les paints ol la courbe passe plusieurs fois sonten quan-
ité infinie, mais constituent un ensemile infiniment minca,
car ils sont dénombrables (il v en a autant que de nombres
entiers) alors que les autres points du carré (visités une
saule fois) consfituent un ensemble beaucoup plus gros
{non danombrable). En un sens, la courbe de Peano est
donc = presgue » une bijaction entre Jet C.

Question 3. Quelie est la longuewr de la courbe mite 7

Infinie | Ce n'est guere surprenant - elle ne pourrait pas
passer partout si efle avait une longueur finie ! La longueur
de chacune des courbes P, Py, P . augmente indéfiniment
et tend vers linfini quand m augmente. Précisément, la lon-
gueur de P, st (32— 13 ; la longueur de P, est (3% = 1)/,

M, M
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des courbes approchées P, P, P, P ete, et dont la longueur tend
vers infini, La courbe de Peana ne pnaaede de tangente en auCun point.
Clest aussi un labyrinthe, car e chemin constitee par la courbs méne
du eoin en haut & droite au coin en bas & gauche.

... la longueur de P_est (3" = 1)/3". Una propriété curieuse
de la courbe Pest la suivante :non seulemeant 2 longueur tatalke
de |a courbe est infinie. mais 51 vous choisissez deux points
du carré Pril et Pt), méme si tet {'sont frés proches, la lon-
gueur du morceau de courbe joignam PiT A P(t) est infinie :
tous kes points sont deux & deux & distance nfinie pour celul
qui suit [a courbe |

Question 4. Una particule de notre monde physique
pourrait-elle suive le mouvement décnt par la cowrbe 7

Man. car la courbe de Peano ne possade nulle part de
tangente, ¢'est-a-dire de vitesse. Peano, dans son arlicle de
1880, écrivait que les fonctions continues donnant 'abscisse
et lordonnée du point P« manquent toujours de dérivée =, Des
démaonstrations rigoureuses de ce fait ne vinrent gue plus tard
&t la plus simple, due & Hans Sagan, a éié publiée au début
des annaes 1990, Une particule suivant la courbe de Peano
change de direction infiniment souvent dans nlimporte quel
intervalle de temps. aussi petit soit-il ; pour la dinger, il faudrait
done lui appliguer en permanence une force infinie. Aucun
espoir de rencontrer cela dans la nature,

Hilbert, Moore et les autres

Pour &tre certain d'un résultat mathématique, la meilleure
méthode n'est pas toujours da refaire la démonstration pro-
posée par celui qui a découvert le résultat, car on risque
d'étre aveuglé par ses erreurs, 5'il y en a, el da 5e laisser
convaincre & tort. | est plus efficace de redémantrer par uns
voie différente le résultat incertain,

C'est ce que firent David Hilbert (1862-1943) en 1891 at
Eliakim Moore (1862-1932) en 1800. La courbe de Hilbert est
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5. La courbe de Moare dont les premigres étapes de construction sont ici présentéas estune variante da la courbe de Hilbert. Ces courbes
sont des courbes de type Peano fondées non pas surun découpage du carré en 9, mais en quatre carres.
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plus simple qua celle de Peano, car elle ast fondés surun décou-
page du carré en 4 carrés et non 9. De plus, elle se géndra-
lise facilement & l'espace de dmension 3 produisant une courbe
qui remplit un cube et s'adapte sans mal aux dimensions plus
grandes (voir le site de Gary Teachout, Fractal Space Filling
Curves, 2002 : hitpwww seanet comi~garyteachoutfill. Mml).

Lacourbe de Moore est une légére variante de la courbe
cle Hilbert, mais possede fa propriété inféressante de revenir
& son point de départ : avec elle, vous parcourrez tout la
carré et regagnerez vofre point de départ a lissue de la pro-
menade (vair la figure 5). Lhistoire ne s'arréle pas |4 car,
malgre ces nouvelles courbes remplissant 'espace, plu-
Sieurs questions restent en suspens.

Question 5. Line courbe continue recouvrant un carrd
peut-elle étre diffdrentiable, ¢'est-a-dire possdder des lan-
genies, au moins en certains points 7

Cette interragation a é1é résolue par le mathématicien
frangais Henri Lebesgue (1875-1941), |4 encore d'une
raniére glonnante | la courbe de Lebesgue, comme la courbe
de Peano, est continue, surjective de | sur C et. de plus,
presque partout différentiable. Prasque partout signifie gu'en
chague point fde 'intervalle |, sauf pour un ensemble sans
epaisseur, la courbe posséde un vecteur tangent en M(1),
at done une vitesse.

Lastuce qui permet cette merveille ast | ensemble triadique
de Cantor. Cet ansembie est ke résullat de la construction suk-
vante jon part de |, on en enléve le tiers médian |1/3, 23] {les
crochets toumeés vers 'extérieur signifient que 1/3 et 2/3 sont
excius) ; on enbéve alors le tiers médian des deux intervalles
restants 119, 2/9( est enlevd & [0,1/3], [7/9, 8/9] est enleve
4[2/3,1] ; on poursuit en enlevant le tiers madian des quatre
intervalles laisses par l'opération précédente, ete. Ca qui
reste & la fin est l'ensemble triadigue de Cantor,

Cet ensemiie non dénombrable est de mesure nulle (on
peut 'entermer en totalité dans des intervalles dant la lon-
gueur totala est 1/10, 1/100, 1/1000, etc., c'est-4-dire
aussi petits que 'on veut) ; la courbe de Lebesque est par-
tout différentiable sauf lorsque fest dans cet ensemble de
Cantor. En pratique, le point Mse déplace a vitesse constante
suUr une droite pendant un tiers du temps (quand { est dans
e fiers median J1/3, 2/3(}. De méme, & point se déplace 4
vilesse constante guand fest dans chacun des tiers médians
enlevas lors de la deuxiame éfape de construction de l'en-
sembla de Cantor (179, 2/9[ et J7/9, 8/9[). Etc. La vitesse
st done définie partout sauf lorsque ¢ appartient & l'en-
samble triadique de Cantor. C'est assez étrange & nouveau,
mais il ne faut pas croire que le mouvement d'un point A
correspondant 4 la courbe de Lebesgue pourra &tre observe
dans notre monde matériel, car la ditficultsé, méme sielle a
&ta repoussée dans un ensemble sans épaisseur, per-
siste. Il faudrait appliquer une force infinie au point M a
chague fois gu'il passe dans I'ansemble de Cantor pour gu'il
suive le tracé de la courbe de Lebesgue, ce qui bien sir
n'a physiquement pas de sens.

Guestion 6. Peut-on recouvnr un morceaw du plan o aire
Aot nulle par une courbe continue et infachive, c'ast-a-dire ne
passant famais deux fois par le méme point 7

Cela est impossible, on le sait, pour le carre, mais il existe
d'autres parfies du plan d'aire non nulle ! La réponse posi-
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6.La courbe de Lebesgue posside des tangentes pour presque
toute valeur de £ paramétrant la position sur le segrment | de longueur
unité, Sesversions d'ordre fini, contrairement aux courbes précédentes,
Me 50nt pas parcourues A vitesse uniforme, mais de fagon que e
point mobile atteigne A 3 'instant £ = 1/3 et B 4 l'instant £ = 2/3 et
guientre A et B le point posséde une vitesse constante, De méme, sur
les traits en rouge, le parcours se fait 3 vitesse constante [entre les
instants ¢ = 1/9 et t=2/0, et entre les instants £ = 7/9 et ¢ = B/9, ete.).
Ces intervalles ol la vitesse est imposée sont les intervalles qu'on
enléve lors de la construction de ensemble de Cantar, Lensemble de
Cantor qui r'a pas d'épaisseur concentre en |ui tous les points ol |a
courde de Lebesgue change de direction : en conséquence, la courhe
de Lebesgue posside une tangente sauf lorsque € appartient & un
ensemble sans dpaisseur. Elle est donc différentizble pour presque
tout f du segment | - tout en étant, bien s0r, continue et surjective,

live donnée & cette guestion montre que la géométrie des
courbes continues est résolument subtile.

On ne peut recouvric le carmé par une courbe continue
ne passant pas deux fois par le méme peint, indigue le
théoreme de Metto ; pourtant la courbe découverte par le
mathématicien américain William Osgood (1864-1943) en
1834 est conlinue, ne repasse pas deux fois par le méme
point, et recouvra un ensemble {contenu dans le carré C)
dont Maire vaut 1/2. En modifiant la construction, aire de la
surtace recouverte peut étre nimporte quel nombre stricte-
ment inférieur & 1

Lastuce est la suivanta : on reprend la construction de
la eourbe de Peano, mals avec des rétrécissements détaillés
sur la figure 7. Les rétrécissements sont faits de tella fagon
que 'espace total oublié (celui entre les carrés retenus)
possede une surface égale & 1/4 + 118 + 116 + _._ somme
infinie qui vaut 1/2. La courbe limite recouvre dong un ensemble
ayant pour aire 5=1-1/2=1/2,

Question 7. Qu'en est-il des espaces de dimension
infinfe ? Quels sont las sous-ensembies du plan ou de les-
pace gui pauven! étre exactement PArCOUrUS par une courbs
comme l'est le carrg ?

Le type de constructions menées pour le carré s'adapte
4 toute figure d'un seul 1enant el pas trop découpée (un
rectangle, un disque, une ellipss pleine, etc.), car il suffit de
déformer contindment la courbe de Peano pour |'ajuster &
la surface en question, On réussit méme & dafinir des courbes
de Peano dans le cas d'espaces de dimension infinie, Dans
les annees 1820 en procédant en plusiours étapes, on éla-
bora une caractérisation topologigue précise des ensembles
qui peuvent étre recouverts exactement par des courbes
continues. C'est le théorame de Hahn-Mazurkiewicz qui
enonce donc la condition nécessaire et suffisante pour gu'une
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7. La courbe de Osgood est continus et ne passe jamais deux
fois par un méme point contrairement aux courbes pren:e:lenrbeﬁ Elle
recouvre un sous-ensemble du plan d'aire 1/2 [pas tout un caré car,
gic'était le cas, elle contredirait le théoréme de Netto | Cette courbe réa-
lise Mmpossible : une bijection cantinue entre une ligne et une partie
du plan d'aire non nulle, Sa construction reprend Ndée de a courbe de
Peano en modifiant k3 taille des carrés utilisés & chague étape. On
rétrécit les neuf carrés de |a premigére étape de manidne 3 ce qu'its ne
se touchent plus et que 'espace entre les carres ait pour aire 1/4, Ala
SECONDE ET@pE, ON rﬂtre:rt encore les carrés décougant ces neuf car-
rés en lakssant un espace supplémentaire entre les carrés d aire totale
178, ete. Les rétrécissements permettent 3 la courbe limite de n'avoir
aucun paint double etils sont faits de talls fagon que fespace total oublié
[eelui entre bes carmés retenus] posséde une aire égale a - 172 = 1/4 +
1/8 + 1716 + ... Lains omise étant 1/2, laire couverte est aussi 172,

T
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partie E (d’un espace topologique) posseds une courbe de
Peano. Cette condition — que noeus indiquons ici pour le
plaigir das inities et dont le charme ésolérique réjouira les
autres lecteurs - est que £ doit éfre « compact, connexe et
Iocalement connexe »

Lheure est venue da la mise en ceuvre dans d'autres
disciplines des outils créeés par les mathématiciens. Cer-
taines utilisations de ces courbas ont été propasées pour
la conception d'antennes ol il semble que grace & elles,
an abtient sous un volume réduit des proprietés qui
autrement auraient conduit 4 des formes trop volumineuses.
C'est cependant dans llinfarmatique que les courbes de
Peano se sont imposées.

Utilisation en informatique

La propriété fondamentale des courbes de Peano et des
courbas finies qui les approchent est gu'elles sont resser-
rées el pas trop agitées en regard des zones balayées :elles
fournissent des parcours complets d'espaces multidiman-
sionnels en énumeérant de maniére groupée les points
d'une méme zone, cas parcours atant souvent a ka fois exhaus-
tifs &l dconomigues.

Imaginons, par exemple, que NOUS Ayons & memaoriser
des données associées a des points d'un espace de
dimension 2. C'estle cas quand on veut mémaoriser une image
qui n'est que |'association d'une couleur & chague pixel
d'un tableau de points repérés par leurs deux coordaon-
néas, mais ¢'est le cas dans bien d'aufres situations et en
particulier dans la gestion des bases de données. Les sup-
ports de la mémoire informatigue sont souvent des struc-
tures de dimension 1, correspondant par exempla & une
bande magn&tique, a une piste de disque, ou a une posi-
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tion dans un ensembla d'unités numérotées linéairement par
des entiers croissants.

Lidée la plus simple consiste & ranger dans Fordre fous
les éléments de la premiére ligne du tableay, sulvis de lous
les &léments de fa seconde ligne, etc. Un tel rangement
lindaire sera trés commode lorsgque 'on voudra lire une
suite de données prises dans une méme ligne : on posi-
tionnera la téte de lecture sur le premier point & lire e les
autres viendront les uns aprés les autres en se sulvant. En
revanche, si on doit lire une série de données comaspondant
a des points appartenant 8 ung méme colonne, le systame
de lecture devra dérouler une grande partie de la bande ou
parcourra en grande partie le rangement lingaire piquant de-
ci de-la une donnée pertinente. Cela se traduira par un long
temps de lecture, ce qui pourra étre génant st l'opération
doit &tre fréquemment répatas.

Sion doitlire les données autour d'un point, par exempla
dang une petite boule centréa sur un point de coordon-
nées [ ; ¥]. la structure de stockage ligne par ligne & nou-
vEau se montré assez mauvaise, Le stockage colonne par
colonne n'est bien s0r pas meilleur, &t aucun stockage linaire
ne sera parfaitemnent adapte & toute commande de lacture
multipla. On comprend cependant gu'un stockage suivant
le parcours emprunté par une courbe de Peano aura des
avantages : il trouvera (assaz souveni) proches les uns des
autres dans son rangement lingaire les points qui sont
proches géométriquement, c’est-a-dire dont les coordan-
nées multidimensionnelles s'écartent pau les unes des
autres, 'etude et 'axpeérience confirment cette idée e les
courbes da Peano ont dong été soigneusement exami-
nees el compargas de maniéra a identifier, selon les pro-
blemes, lesquelles sont les misux adapiées el minimiseront
les temps d'accés aux données. La courbe de Lebesgue
(appelé alors Z-curve) est souvent intérassante, mais d'autres
ont récemment été introduites approfondissant, plus d'un
siécle aprés leur découverte, la compréhension des laby-
rinthes mathématiques de Cantor @1 Peana.

Une fois encore, Iidée que de belles mathématiques, long-
temps restées sans application, peuvent soudainement se
révelar impartanies s'estmonirée exacte. Linformatique semble
d'allleurs une grande consommatrice de mathématigues et
sa soif de résultals abstraits ot difficiles montre que contrai-
rement & ce que 'on a parfois dit, Mordinateur ne dispense
pas de faire des mathématiques, il les rend indispensables.

Jean-Paul DELAHAYE est professeur dinfarmatique 2 I'Université
de Lille.

. TEACHOUT, Fractal Space Filling Curves, 2002 - http-/fwwa. sea-
net comfgarpteachout/fill. htmi

M. MOKEEL, W, ARIEF 01 | KAMEL, Performance of Mufti¥mensionol Spoce
Filling Curves, G502, arM, November 8 EIE[IIJE MeLean, Virginia,
W5e,

T.mn.umm,r.ﬁms.ihmml’.WIJHHER.SpmeHM‘n Curves
and Thair e in the Oesing of Geometric Dota Structures, in ti-
col Computer Science, 105, 161(1]-3, 3-15, 1997,

H. Sa5aM, Spoce Filfing Curves, Springeryerdag, 1994,

Programmes de dessing de courbes de Peano :
bt pe P, o5 urtewas. edu/users/viohy misc/sfoDindes. btml




