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Théorème du point fixe et équations différentielles
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1 Point fixe de Banach

1.1 Rappel sur les espaces vectoriels normés

1. Soit un espace vectoriel E . ‖.‖ définit une norme sur E si elle satisfait les deux axiomes
suivants :

(a) ∀x ∈ E , ‖x‖ = 0⇔ x = 0 ;

(b) ∀(x, y) ∈ E2, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

2. Soit u une suite d’éléments de E . u est une suite de Cauchy si elle satisfait la condition
suivante :

∀ε > 0, ∃N > 0 tq ∀(p, q) ∈ N2, p > N ⇒ ‖up − up+q‖ < ε.

3. E est dit complet si toutes les suites de Cauchy sont convergentes (on dit aussi que E est
un espace de Banach).

1.2 Théorème du point fixe de Banach

Soit E un espace de Banach. On dit que l’application f : E → E est k-contractante s’il existe
k ∈]0, 1[ tel que pour tout couple (x, y) d’éléments de E on a :

‖f(x)− f(y)‖ ≤ k‖x− y‖.

On désire montrer dans ce préliminaire que toute application f k-contractante admet un unique
point fixe x0 vérifiant f(x0) = x0.

1. Montrer que si x0 existe, alors il est unique.

2. On considère la suite u d’éléments de E définie par{
u0 = a
un+1 = f(un) n ≥ 1,

où a est un élément quelconque de E .
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(a) Montrer que f est continue. En déduire que si u converge alors sa limite est un point
fixe de f .

(b) Montrer que pour tout entier n, ‖un − un+1‖ < kn‖u0 − u1‖. En déduire que pour
tout couple (p, q) d’entiers strictement positifs, on a

‖up − up+q‖ ≤ ‖u0 − u1‖
kp

1− k
puis que u est une suite convergente.

3. Déduire des questions précédentes qu’une application k-contractante possède un unique
point fixe.

2 Application aux espaces fonctionnels et aux équations

différentielles

1. Convergence simple, convergence uniforme. Soit I = [a, b] un intervalle et E un espace de
Banach. On dit qu’une suite de fonction fn de fonctions de I dans E converge simplement
vers f si, pour tout t ∈ I, fn(t) tend vers f(t).

(a) On suppose que pour tout n, fn est continue sur I. Montrer par un contre exemple
que f n’est pas nécessairement continue.

(b) Convergence uniforme. On dit que la suite fn converge uniformément vers f si et
seulement si :

∀ε ≥ 0,∃N ∈ N/∀x ∈ I, n > N ⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε.

i. Préciser en langage simple la différence entre convergence simple et convergence
uniforme.

ii. On souhaite montrer que si pour tout n, fn est continue, alors la limite f l’est
aussi. Montrer que pour tout (x, y) ∈ I2 et pour tout n, on a

‖f(x)− f(y)‖ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖+ ‖fn(x)− fn(y)‖+ ‖fn(y)− f(y)‖.

iii. En déduire que pour ε > 0 et x ∈ I donnés, on peut trouver η tel que |x− y| ≤
η ⇒ ‖f(x)− f(y)‖ ≤ ε. Conclure.

2. Espace fonctionnelle C0. Soit E un espace de Banach et I = [a, b] un intervalle de R. On
considère F = C0(I, E), l’ensemble des fonctions continues sur I à valeurs dans E . On
dote F de la norme ‖.‖∞ définie par

‖f‖∞ = supt∈I‖f(t)‖

et l’on souhaite montrer que pour cette norme, F est un espace de Banach.

(a) Soit fn une suite de Cauchy d’éléments de F . Montrer que pour tout t ∈ I, fn(t)
est de Cauchy. En déduire que la suite de fonction fn converge simplement vers une
fonction f .
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(b) En passant à la limite dans le critère de Cauchy, montrer que fn converge uni-
formément vers f .

(c) En déduire que f ∈ F et conclure.

3. Application au théorème de Cauchy. Soit J = [−α, α]. On considère F : E × J → E pour
laquelle il existe λ > 0 tel que ∀(x, y, t) ∈ E × E × J ,

‖F (y, t)− F (x, t)‖ ≤ λ‖x− y‖.

Soit τ < α un réel positif, on définit Iτ = [−τ, τ ] et on note Fτ = C0(Iτ , E). On définit
alors H : Fτ → Fτ par :

∀(g, t) ∈ Fτ × Iτ , H(g)(t) =

∫ t

0

F (g(t′), t′)dt′.

(a) Montrer que si τ est suffisamment petit, alors H est contractante. En déduire que
H possède un point fixe g0.

(b) Montrer que g0 est solution d’une équation différentielle que l’on précisera. Conclure.

4. Existence d’une solution globale pour les équations linéaires. On suppose que x→ F (x, t)
est une application linéaire que l’on met sous la forme F (x, t) = M(t) · x, où M(t) est
une fonction continue de I dans l’ensemble des applications linéaires et continues sur E .

(a) Montrer que F satisfait les conditions du théorème de Cauchy. En déduire l’existence
d’une solution locale d’une équation différentielle linéaire ẋ = M(t)·x(t) (on rappelle
que l’on peut définir une norme matricielle ‖M‖ telle que ‖M · x‖ ≤ ‖M‖‖x‖).

(b) On souhaite montrer que la solution est définie sur tout J . Pour x0 ∈ E , on pose

x̃(t) =
∞∑
n=0

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2...

∫ tn−1

0

dtnM(t1) ·M(t2)...M(tn) · x0.

Montrer que la série est normalement convergente sur J .

(c) Montrer que x̃ est solution d’une équation différentielle dont on précisera la condition
initiale. En déduire l’existence d’une solution sur tout J .

5. Singularités en temps fini pour les équations non linéaires. On considère à présent l’équation
différentielle ẋ = x2 avec x(0) = 0. Résoudre cette équation et montrer que x diverge en
un temps fini t1.

3






















