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1 Notion de fonction elliptique.

Les fonctions elliptiques jouent un role important dans plusieurs domaines des mathématiques.
Elles ont été introduites pour la premiere dans le calcul d’intégrales (et plus particulierement le
calcul du périmetre d’une ellipse, d’ou leur nom), mais on s’est vite apergu que leurs propriétés
pouvaient étre appliquées en théorie des nombres : on les utilise ainsi dans certains protocoles
cryptographiques, et c’est leurs propriétés qui sont a 'origine de la démonstration du théoreme
de Fermat par A. Wiles. Les fonctions elliptiques sont aussi appelées fonctions doublement
périodiques. En effet, soient w; et wy deux nombres complexes linéairement indépendants. On
note ) = w1Z + woZ le sous-groupe additif de C engendré par les w;, et on s’intéresse aux
fonctions méromorphes possédant €2 comme groupe des périodes. On dit qu'une fonction f est
elliptique si elle est méromorphe sur C, sans singularité essentielle et admet €2 comme groupe de
période. Pour en savoir plus, on trouvera en ligne le traité de Appell sur les fonctions elliptiques
a I’adresse

http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k995607 .notice

1. Rappeler le théoreme de Liouville. Montrer que si f ne possede pas de pole, alors f est
constante.

2. On appelle parallélogramme de période un parallélogramme de cotés paralleles a wy et ws.
Calculer §7 f, ot~ est un parallélogramme de période. En déduire la somme des résidus de
f. Montrer en particulier qu'une fonction elliptique possédant un unique pole par période
ne peut exister si ce dernier est d’ordre 1.

3. Relier les poles de f'/f aux poles et zéros de f. Calculer § f'/f sur un parallélogramme
des périodes et en déduire une relation entre le nombre de poles et de zéros d'une fonction
elliptique.

4. (a) On considere un lacet fermé () avec v(0) = v(1). Que peut-on dire de
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lorsque 1'on integre sur le lacet v. Comment se nomme cette quantité ?



(b) Soit (t) un chemin tel que v(1) —v(0) = w;. Que dire du chemin f(v(¢)), lorsque f
est une fonction elliptique. En déduire que si I est un coté du parallélogramme des

périodes,
1 (1)
2i7r/1 f(z) dz

(c) A Tlaide des questions précédentes, montrer que sur un parallélogramme des périodes

RNE
2im f(2)

est entier.

dz = niwy + NoWwa,

avec (ny,ng) € Z2.

(d) En déduire que sur le parallélogramme de période centré sur I’origine, les barycentres
des poles et des zéros de f sont confondus.

Fonction ( et p de Weierstrass. Décomposition des
fonctions elliptiques en éléments simples.

. Question préliminaire. Soit 2 le sous-groupe additif de C engendré par w; et wy. Montrer
que la série

1
2 P

weN*

est convergente.

Indication : on considérera I'ensemble des w = t1w +taws avec (t1,t2) € Z* et sup |t;| = n
et on sommera sur n.

. Déduire de la question précédente que la série

@1 (bed)

weN*

est normalement convergente sur tout compact de C
Q). Préciser la parité de (.

. On pose p(z) = —('(z). Ecrire p et p’ sous forme d’une série. En déduire que p’ possede
) comme groupe de période.

. Intégrer la condition de périodicité de p’ et en déduire que pour tout w € € il existe un
nombre complexe ¢, tel que pour tout z € C, p(z +w) = p(2) + ¢,

. En considérant le cas particulier z = —w/2, montrer que p est périodique.

. Montrer que p*) est une fonction elliptique et qu'en z = 0, p¥)(2) = (—l)k(:jfl)! + O(1).

7. Pseudo-périodicité de la fonction . On pose n; = ((w;/2) et on suppose que la base

{w1,ws} est directe.



(a) En vous inspirant des questions précédentes, montrer que pour w € €, ((z + w;) =
((2) 4 2n; (on dit que ( est pseudo-périodique).

(b) Montrer que fv ((2)dz = 2mwy—2mwy, lorsque 7 est la frontiere d’un parallélogramme
des périodes parcourues dans le sens direct.

(c) En déduire la relation de Legendre

Mws — MWy = IT.

(d) Soit A;—1.n et 2zi=1., 2n nombres complexes tels que > . A, = 0. Montrer que
> AiC(2 — %) est une fonction elliptique.

8. Décomposition d’une fonction elliptique en éléments simples. Soit f une fonction elliptique
possédant des poles d’ordre k;i—y ., en z;—1 ,. Montrer que ’'on peut écrire f sous la forme

f(z)= Z ZZ: AP (2 — z).

=1 p=1

Indication : on pourra utiliser le théoreme de Liouville.

3 Fonctions elliptiques et équations algébriques
Dans cette partie, on cherche a montrer que la fonction p permet de paramétrer une courbe
elliptique (cf. article).

1. Développer p’ en série de Laurent au voisinage de zéro et montrer que

4
n_2 802 16a4 + o(1),

26 22

avec

Ao = 32%

w#0

a, = 52%

w#0
2. Montrer de méme que

1 3a2
3 _
p —E+?+3a4+0(1).

3. A partir des questions précédentes, montrer que

p’? — 4p® 4 20a,p + 28a4 = o(1).



4. En déduire une paramétrisation de la courbe elliptique définie par ’équation
y* = 42® — 20a,2 — 28ay, (1)
et déduire une méthode de calcul de 'intégrale

dx
VAx3 = 20asx — 28a4

5. Soient deux points P; et P, de la courbe algébrique C d’équation (1) définis par P, =
(@i, y:) = (p(u;), p(u})). On cherche & montrer que la droite passant par les P; d’équation
y = ax+b coupe une troisieme fois la courbe C (cf. article ci-joint). Pour cela, on consideére
la fonction ® définie par

®(2) = p'(2) — (ap(2) +b).

Montrer que ® est elliptique. Quels sont ses poles 7 En déduire le nombre de zéros de .
Calculer le barycentre des poles de @ et en déduire que C coupe la droite (P, P,) au point
Q(Py, Py) de coordonnées (p(z1 + 22), —p' (21 + 22)).

6. Déduire des questions précédentes le théoreme d’addition

p'(21) — P’(Zz))
p(z1) —p(z) )

En déduire que si P, et P; sont a coordonnées rationnelles, () 1'est aussi.

1

B+ 2) = —p(en) —plea) +



Fermat enfin démontreé

YVES HELLEGOUARCH

La démonstration du théoreme de Fermat par Andrew Wiles
s’appuie sur un faisceau de méthodes mathématiques qui bouleverse
le paysage de la théorie des nombres.

ers lafin de sa vie, Pierre de Fer-

mat (1601-1665), écrivait, dans

ses Défis aux mathématiciens : «<On

sait qu’Archimede n’a pas dédai-
gné de travailler sur des propositions
de Conon, qui étaient vraies, mais non
prouvées, et qu’il a su les munir de
démonstrations d’une haute subtilité.
Pourquoi n’espérerais-je pas un sem-
blable secours de vos éminents cor-
respondants, pourquoi, Conon francais,
ne trouverais-je pas des Archiméde
anglais?»

Le 23 juin 1993, plus de 300 ans
apres la note marginale de Fermat,
Andrew Wiles, professeur a Prince-
ton (Etats-Unis), mais fils d’un pro-
fesseur de théologie anglais, pensait
pouvoir annoncer alI’Institut Newton,
a Cambridge (Grande-Bretagne)
gu’une des propositions que Fermat
nous avait léguées — peut-étre invo-
lontairement, car on peut se demander
si laremarque qu’il avait faite en marge
d’un exemplaire des Arithmétiques de
Diophante était destinée a étre publiée —
était désormais munie d’'une démons-
tration d’une haute subtilité et d’une
éblouissante beauté. Il semblait que
Fermat avait trouvé son Archimede
anglais.

Pourtant, un des artifices d’Andrew
Wiles était encore en porte-a-faux, et
cen’estque le 19 septembre 1994, al'is-
sue d’un labeur intense et grace au ren-
fort de son collegue Richard Taylor
de I'Université de Cambridge, que la
magnifique cathédrale édifiée par
A. Wiles était enfin libérée de tout écha-
faudage et s’élevait triomphante dans
le ciel mathématique, symbole d’un
labeur de trois siécles (ce qui n’est
pas exceptionnellement long pour une
cathédrale). Cette derniére hésitation
du destin illustre bien les mystéres et
les surprises recelées par le «dernier
théoréme de Fermat».

Position du probléme

L’article de Christian Houzel du mois
dernier nous a rappelé I’'Histoire de
larecherche des triplets pythagoriciens,
lesentiersx, y et z, solutions en nombres
entiers de I'équation x? +y2=z2(1). Ces
triplets pythagoriciens sont en cor-
respondance avec les points du cercle
centré sur I'origine, de rayon unité et
d’équation u? + v2 = 1, points dont les
deux coordonnées sont rationnelles,
c’est-a-dire de laforme a/b ouaetbsont
entiers. Il suffit, pour s’en convaincre,
dediviser les deux membres de I’équa-
tion (1) par 2.

Larésolution de cette équation (1),
dite diophantienne, estconnue depuis
fort longtemps. Pour les exposants
supérieurs a2, les équations de laforme
x"+y"=2z" lasolution est radicalement
différente. L’assertion de Fermat est
que, pour les valeurs de I'exposant n
supérieures a 2, les seules solutions
entiéres sont «triviales» : I’'un des
trois nombres entiers est nul (par
exemple, x =0 ety =2z), ce que I'on
exprime en notant que le produit xyz
est alors égal a zéro.

Revenons a I'interprétation géo-
métrique : les courbes représentant
I’équation u" + v" = 1 appartiennent a
deux familles : une premiére famille
ou I'exposant est pair (n est égal a 2p),
et la seconde ou I’exposant est impair
(nestégala2p+1).Lecasnégalasda
été résolu par Fermat lui-méme. Le cas
ou n est égal a 2p avec p impair résulte
du cas ou n est impair. En effet, en
posant u’ = u? et v’ = v2 et en rempla-
cant dans I’équation, on voit qu’il ne
reste plus qu’a traiter le cas impair.

On peut méme se limiter au cas
ou n est premier (et évidemment dif-
férent de 2), bien que la spécification
que le nombre p doive étre premier
semble tres restrictive. En fait cette limi-

tation de la portée du théoréme est
trompeuse : si I’équation de Fermat
pour le nombre p premier n’a pas de
solution, alors comme (x)¥" est égal &
(x¥)P la solution n’existe pour aucun
multiple de p.

Dans le cas ou p est premier impair,
lacourbe uP +vP =1 posséde trois points
rationnels triviaux, le point (u,v) = (1,0),
le point (u,v) = (0,1), et le point a I'in-
fini de la courbe, lequel correspond a
la solution (x,y,z) = (1,-1,0) de I’équa-
tion diophantienne xP + yP = zP. L’as-
sertion de Fermat revient a dire que si
p est premier et différent de 2, lacourbe
uP + vP = 1 n’admet pas d’autre point
rationnel : il faut démontrer qu’il n’y a
que trois points rationnels sur la courbe.

Les derniers
résultats classiques

Lorsgu’ils sont bloqués dans leurs
recherches, les mathématiciens ont une
stratégie particuliere : ils étudient des
variations du probléme qu’ils présen-
tent sous des formes différentes. Le
grand mathématicien Niels Henrik
Abel écrivait que I’on devait donner a
un probléme d’impossibilité «une
forme telle gu’il soit toujours possible
de le résoudre, ce que I'on peut tou-
jours faire... Au lieu de demander
une relation dont on ne sait pas si elle
existe ou non, il faut (se) demander si
unetelle relation esten effet possible».
On en déduit alors les limites de pos-
sibilité du probléme original.

C’est ainsi que les algébristes ita-
liens du Xxvi® siécle ont introduits les
nombres «imaginaires» pour étudier
les solutions réelles des équations algé-
briques. Pragmatique, Newton écri-
vait : «il faut bien que dans les équa-
tions, il y ait des racines impossibles
(entendez «imaginaires») sans quoi,
dans les problémes (physiques), cer-
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tains cas impossibles se trouveraient
possibles».

En théorie des nombres, les mathé-
maticiens varient la structure : au lieu
d’examiner les solutions entiéres des
équations, ils examinent les solutions
modulo k. Ils regroupent dans une
méme classe les nombres qui ont le
méme reste apres division par k. Ainsi
la classe des nombres pairs est consti-
tuée par les nombres égaux a zéro
modulo 2.

Lesentiersmodulok ont une struc-
ture d’anneau, c’est-a-dire qu’ils sont
munis d’une addition et d’une multi-
plication reflétant I’addition et la mul-
tiplication ordinaires. Lorsque k est égal
a2lesrestessontOetl, etl’'ona:

+|0|1 x (0|1
0|01 0o|0|O
1({1]0 1({0|1
ADDITION MULTIPLICATION

En utilisant la loi de réciprocité qua-
dratique due a Euler, Legendre et
Gauss, le mathématicien Gérard Ter-
janian asu faire resplendir, en 1977, les
méthodes traditionnelles d’un éclat
particulier.

Il a démontré que, si n est égal a
2p, ou p est un nombre premier impair,
alors I’'un des trois nombresx, y, z véri-
fiant I’équation de Fermat pour I'ex-
posant 2p, est égal a zéro modulo 2p,
c’est-a-dire est divisible par n. C’était
la premieére fois qu’un résultat aussi
général était obtenu pour ce qu’il est
convenu d’appeler le «premier cas du
théoréme de Fermat».

Dans les méthodes classiques, mais
pas dans la méthode de A. Wiles, la
démonstration de Fermat comporte
toujours deux étapes. La premiére, que
I’on appelle le «premier cas» est la plus
facile; elle consiste a démontrer, lorsque
I’exposant est un nombre premier p,
que p divise I'un des trois nombres
X, Y, z vérifiant I’équation de Fermat.

Donnons un exemple d’une telle
démonstration. Par exemple, si p est
égal a 3, on examine les solutions
modulo 9 de I’équation x3 + y3 = z3;
on voit alors facilement que 3 divise
X,y ou Z.

En présentant les choses négative-
ment (raisonnement par I’absurde), on
prouverait le premier cas de Fermaten
disant que si p ne divise pas xyz, alors
I’équation xP + yP = zP est impossible.
Comme zéro est divisible par tous les
nombres, y compris p, les solutions tri-
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viales sont éliminées d’emblée. Cet
avantage se retrouvera dans laméthode
de Andrew Wiles.

Dans le second cas, beaucoup plus
difficile, il sagit de démontrer que, non
seulement p divise xyz, mais que toutes
les puissances de p divisent xyz, ce
qui implique que xyz est égal a 0 (un
nombre non nul n’étant pas indéfini-
ment divisible).

Fermat avait trouvé une «route tout
a fait singuliere» pour résoudre le
second cas et d’autres problemes de
cette nature : la «descente infinie» (voir
De Diophante a Fermat, par Christian
Houzel, Pour la Science, janvier 1996).

La descente infinie est un ingrédient
essentiel de toutes les preuves clas-
siques du «second cas» du théoreme
de Fermat, alors qu’elle est inutile pour
le «premier cas», comme nous I’avons
vu. Ici une véritable mutation va se pro-
duire : la méthode de A. Wiles trai-
tera d’un seul coup de baguette
magique les premier et deuxiéme cas,
et ceci pour tous les exposants a la fois.

Finalement, en 1985,au momentou
I’Histoire semblait hésiter entre tradi-
tion et idées a venir, trois hardis mous-
quetaires, Adleman, Fouvry et
Heath-Brown essayérent de régler défi-
nitivement le sort du premier cas.
S’ils échouérent, du moins échouérent-
ils avec panache : ils démontrerent le
premier cas pour une infinité d’expo-
sants premiers. Ce résultat fit beau-
coup de bruit, mais les mathématiciens
savaient qu’il s’agissait d’un combat

d’arriere-garde et que les batailles
futures allaient se livrer sur d’autres
fronts.

Le groupe de Galois absolu

A I’époque de Kummer déja, les
nombres algébriques avaient fait leur
apparition dans I’étude du théoreme
de Fermat. Nous allons définir ces
nombres mystérieux qui vontjouer un
role essentiel.

Un titre plus romantique pour ce
sujet pourrait étre «le corps des
nombres algébriques et les représen-
tations de son ame». En effet, la phi-
losophie qui sous-tend ce type de
question a d’abord été révée par Eva-
riste Galois a la prison de Sainte-Péla-
gie (en 1831) avant de trouver sa
consécration officielle dans le pro-
gramme d’Erlangen de Félix Klein
(en 1872). Cette philosophie consiste
a attacher, a tout objet mathématique
muni d’une structure, le groupe des
transformations de cet objet qui res-
pectent cette structure. On appelle ce
groupe, le groupe des automorphismes
de I'objet.

Si I’objet est I’ensemble des trois
sommets d’un triangle isocéle (et non
équilatéral) et sa structure la distance

Desargues
(1591-1661)

1. LES GENERALISATIONS & des dimensions supérieures sont des moyens puissants de
démonstration. Ainsi des propriétés de figures planes ne sont que les ombres de propriétés
de figures dans I’espace. Si SAA’, SBB’, SCC’ sont alignés, alors a, b, c le sont aussi. Ce
théoréme, d0 & Desargues, est démontré facilement en donnant du relief & la figure : celle-
ci est considérée comme la projection plane de deux triangles en perspective dans I'es-
pace, les triangles ABC et A'B’C’, situés dans deux plans distincts, P et P’. Alors les points
a,b,c sur la droite d’intersection D des plans P et P’, sont alignés.



2. LES CINQ POINTS SUR LE CERCLE représentent les points de
5-division du groupe T. Les fleches envoient ces cing points sur une
droite dont les points sont repérés par les entiers modulo 5. Au pro-
duit de Z2 par Z* sur le cercle, donnant le point , correspond I’addi-
tion de 2x & 4x, soit 6x modulo 5, ou encore x. Pour démontrer le
théoreme de Fermat d’exposant p (ici 5), on utilise les points de
p-division d’une courbe elliptique liée a une solution hypothétique

de I’équation de Fermat.

entre ses sommets, les transformations
qui conservent I’objet et sa structure,
les automorphismes, sont I'identité et
la symétrie évidente.

Ainsi, lorsque I'objet est un anneau,
la structure est formée par I’addition
et la multiplication ; les automor-
phismes de I’anneau sont les trans-
formations qui font correspondreaun
élément de I'anneau un autre élément
de I’'anneau, en respectant ces deux lois.

Les nombres algébriques sont les
nombres complexes qui sont solutions
d’une équation polynomiale a coeffi-
cients fractionnaires : I’équation 3x? — 4
a pour solutions 2v3/3 et — 2V3/3 ; ces
nombres sont algébriques. Il est patent
gue les nombres rationnels sont algé-
briques. Le nombre 1in’est solution d’au-
cune équation polynomiale a coefficients
fractionnaires non nuls, il n’est donc pas
algébrique ; onditqu’il est transcendant.

Les mathématiciens ont démontré
que les nombres algébriques consti-
tuent un corps (la somme et le pro-
duitde deux nombres algébriques sont
des nombres algébriques).

Prenons par exemple un nombre
complexe z que I’on obtient par des
additions, soustractions, multiplica-
tions et divisions des nombres ration-
nels et du nombre complexe = e,
Le nombre z est algébrique parce que
le nombre ¢, lui-méme est algébrique.
En effet, (. vérifie I’équation polyno-
miale a coefficients rationnels : x* + x3
+ x2 + X + 1=0. Cette équation ne peut
étre décomposée en produits de poly-
ndmes a coefficients rationnels.

3. A PARTIR DE DEUX POINTS 1 ET 2 de coordonnées rationnelles sur
une courbe elliptique, on détermine un point 3, intersection de la
droite passant par 1 et 2 avec la courbe, dont les coordonnées sont
également rationnelles. Le point 3’, symétrique du point 3, est le com-
posé des points 1 et 2, et cette regle de composition définit une
structure de groupe. La composition d’un point, 3 par exemple, avec
le point a I’infini revient a prendre le point symétrique de 3’ par rap-

port a I’axe de symétrie de la courbe : on retrouve le point 3 lui-méme.

L’ensemble des nombres obtenus
de la méme maniére que z forme le
corps cyclotomique d’ordre 5 (ou corps
de la division du cercle en cing par-
ties égales). C’est un sous-corps du
corps de tous les nombres algébriques.

Dans notre théorie, ce corps pos-
sede un groupe d’automorphismes,
le groupe des transformations de ce
corps en lui-méme, qui respectent I’'ad-
dition et la multiplication. Ce groupe
estappelé le groupe de Galois de notre
corps cyclotomique.

Les automorphismes du corps des
rationnels se réduisent a I'identité : ils
ne sont pas tres intéressants. Par chance,
(; appartient a la famille des quatre
fréres jumeaux 25 gdinvs g6in/5 g8in/s
qui vérifient I’équation précédente.
Le groupe de Galois de notre corps
cyclotomique a donc quatre éléments.

La méthode utilisée par Kummer
pour étudier I’équation de Fermat de
degré 5 est déja un magnifique exemple
de l'utilisation de certains nombres
cyclotomiques.

Le groupe des automorphismes de
I’énorme corps de tous les nombres algé-
briques est appelé le groupe de Galois
absolu. Malheureusement on ne connait
guére de caractéristiques de ce groupe
de Galois absolu. C’est un objet aussi
fondamental que mystérieux, mais il
n’en sert pas moins de leitmotiv a la
grande symphonie orchestrée par A. Wi-
les. Je vous entends vous exclamer : si
le groupe de Galois absolu reste une
notion métaphysique, commenten dire
des choses positives, falsifiables? En

reprenant I’exemple ci-dessus, on voit
gue tout automorphisme appartenant
au groupe de Galois absolu se refléte
dans le groupe de Galois du corps cyclo-
tomique béti a partir du nombre .

En réalité, ce que I'on fait avec le
nombre 5 peut étre fait avec tout entier
positif n. Les points ¢, ont leur image
sur le cercle unité du plan complexe
et ce cercle est muni naturellement
d’une loi de groupe commutatif par
la multiplication d’un nombre com-
plexe. Ce groupe des nombres com-
plexes de module 1 est désigné par T.

Le point {; est un élément de T tel
que {3 = 1: on dit que c’est un point
de 5-division de T. L’ensemble des
éléments ¢ qui vérifient cette condi-
tion forme un sous-groupe cyclique
d’ordre5de T. Ce que I'on a étudié plus
haut était I’action du groupe de Galois
absolu sur ce sous-groupe. Ce sous-
groupe étant isomorphe a une droite
(voir la figure 2) sur le corps a cing élé-
ments F, on aainsi effectué une repreé-
sentation linéaire du groupe de Galois
absolu sur une droite.

Les représentations du groupe de
Galois absolu ont toujours fasciné
J.-P.Serre ; dans lesannées 1970, il s’in-
téressait a un type analogue de repré-
sentations: celles du groupe de Galois
absolu agissant sur le groupe des points
de p-division d’une courbe elliptique
dont les coefficients de I’équation sont
rationnels. Nous examinerons plus loin
ces courbes elliptiques.

Les points du cercle T sont para-
métrés par une variable réelle modulo
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21t (un angle), les points d’une courbe
elliptique sont paramétrés par une
variable complexe modulo deux
périodes. Il en résulte que les points de
p-division ne sont plus sur une droite
mais dans un plan. Mais abordons,
comme nous l’avions promis, les
courbes elliptiques.

L’introduction
des courbes elliptiques

Prenons une courbe elliptique repré-
sentée par la cubique d’équation :
y2=x3+ a,x?+ a,x + a,. La courbe est
definie sur les rationnels si a,, a, et a,
sont rationnels. De plus il ne faut pas
gue le second membre de I’équation ait
une racine double ; dans le cas contraire,
la cubique possede un point multiple
et n’est pas une courbe elliptique.

Comme les points de la courbe sont
paramétrés par une variable complexe
modulo deux périodes, ces points
forment un groupe commutatif dont
I’élément nul est le point de paramétre
0. Habituellement on choisit le para-
métrage pour que I’élément nul du
groupe soit le point a I'infini de la
courbe. Les points rationnels de la
courbe elliptique sont ceux dont les
coordonnées sont rationnelles. Un théo-
reme d’Abel explique comment
construire le composé de deux points,
et les points rationnels forment un
groupe pour cette loi de composition
(voir la figure 3).

Pour lesamateurs de courbes ellip-
tiques, un des thémes d’étude des
années 1960 était une conjecture de
Beppo Levi. Cette conjecture affirme,
entre autres, que pour toutes les
courbes elliptiques définies sur les
rationnels, il existe un majorant de
I’ordre des points rationnels. L'ordre
d’un point P étant le plus petit entier
n non nul tel que P composé avec lui-
méme n fois soit nul.

Les points rationnels d’ordre 2p?
doivent étre particulierement fasci-
nants puisque B.A. Demjanenko et
moi-méme avons étudié ces points
entre 1965 et 1970. A notre grand éton-
nement I’existence de ces points
entrainait celle d’une solution non tri-
viale de I’équation de Fermat d’ex-
posant p.

En 1969, j’ai pensé a renverser I’ap-
proche : j’ai essayé de démontrer que,
si I’équation de Fermat avait un triplet
solution a,h,c, tous non nuls, alors la
courbe elliptique dont I’équation est
Y2 = X(X —aP)(X + bP) aurait des points
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d’ordre p intéressants. Si le nombre ¢
n’apparait pas dans cette équation c’est
gu’il se déduit des deux autres par
I’équation de Fermat aP + b? = cP. La
courbe sera désignée dans la suite par
E(AB,C),avecA=aP,B=hPetC=—P:
certains auteurs la désignent sous le
nom de «Courbe de Frey». Remarquons
que I’'on ne peut donner d’exemple de
courbe E(A,B,C) correspondant a une
solution non triviale de I’équation de
Fermat puisqu’il n’en existe pas. On
peut toutefois en donner pour des équa-
tions voisines comme xP + yP = 2zP,
Nous sommes ainsi passés du pro-
bléme de Fermat de degré p a un pro-
bléme sur les points d’ordre p de la
courbe elliptique E(A,B,C). La encore,
les mathématiciens ont élargi le pro-
bleme : au point (a,b,c) ils ont fait cor-

respondre une courbe elliptique
E(A,B,C), et I'on est passé ainsi d’un
objet algébrique, un point (u,v)= (a/c,
b/c) de la courbe uP + vP = 1 a un objet
«transcendant», la courbe E(A,B,C).

Le passage a une dimension supé-
rieure pour démontrer un théoreme
avait été utilisé avec profit par Desargues
(voir la figure 1). Cette démonstration
fameuse par sa simplicité illustre I'in-
térét de changer de «point de vue». Tou-
tefois, une théorie plus générale que la
théorie précédente n’est intéressante
que si elle donne des résultats impré-
vus : dans le cas contraire, elle est sté-
rile et sans portée.

Les courbes elliptiques éliminent
de facon particuliérement élégante
les solutions triviales de I’équation
de Fermat : en effet, lacourbe E(A,B,C)

LES FORMES MODULAIRES

La fonction théta définie pour |q| < 1 par :

o) = > g

a été étudiée par Euler et Jacobi.

Sil'on pose q(z) = e T2, avec z = x + iy, y > 0, on obtient les équations fonctionnelles :
@ 8(a(2)) = 6(a(z + 2))

) 8(q(-1/2)) = (/)2 8(q(2))

La série de Dirichlet qui est associée a 6 n'est autre que la célébre fonction dzéta

de Riemann :

S

_ 1
=2 &

n>

pour Re(s) > 1

Euler a établi que cette fonction possede un "produit eulérien", c'est-a-dire un
produit ne portant que sur les nombres premiers :

UAs)= D

n=1

L=T]a-p9?
p

L'équation fonctionnelle de la fonction théta conduit a celle de ¢, et le produit
eulérien de ¢ conduit & de nouvelles propriétés de 6!
Le 24 avril 1828, Jacobi découvrit l'identité :

( z qnz )4 =1+8 z A(m)z™, ou A(m) = z d, d divisant m et % 0 mod 4

qui lui permit de donner instantanément le nornbre de représentations d'un entier

positif comme somme de quatre carrés !

L'équation (2) entraine I'équation fonctionnelle :

I (sl2)
i s/2

publiée par B. Riemann en 1859.

{(s) = M {(1-5)

@92

La célebre "hypothése de Riemann" affirme que les zéros de {(s), qui ne sont pas
-2, -4, -6, etc., se trouvent sur l'axe de symétrie de cette équation (la droite
correspondant a la partie réelle de s égale a 1/2) : c'est une des grandes conjec-
tures que notre époque legue au prochain siecle.



FORMES MODULAIRES
ET COURBES ELLIPTIQUES

La théorie d' Eichler-Shimura associe a la forme modulaire f :
f=q [ @-a) @-qtn)’
la courbe elliptique y2 - y = x3 - x2,
Ceci signifie qu'en écrivant :
f=q-292-q3+2g% +q°+2q9°- 29" - 29° - 2910 + g1 - 2¢12 + .. = 2 a q",

le nombre des points modulo p de cette courbe (y compris le "point a l'infini") est
égalap+1- a, (a condition que p ne divise pas 11).

Pour | premier, différent de 11, 'opérateur de Hecke T, est défini par :

T (2a,g" = 2a,q" + | Za,q"

On vérifie que
T, () =af,

ce qui signifie que f est un vecteur propre de l'opérateur T,.
La propriété de f qui lui vaut le qualificatif de "modulaire" est I'équation fonc-
tionnelle suivante :

f [exp (at + b/ct + d)] = (ct + d)? f [exp ()],

ol exp (1) = e @™ 1 est un nombre complexe dont la partie imaginaire est posi-
tive, (a,b ; c,d) est une matrice de quatre entiers, telle que 11 divise c et ad - bc =1

(elle n'est pas évidente !).

admet un pointdouble si et seulement
si le polynéme X(X — A)(X + B) admet
une racine double, c’est-a-dire si et seu-
lement si ABC = (abc)? = 0.

Le reste du programme consistait
a voir ce que I’on pouvait savoir des
pointd’ordre p de la courbe E(A,B,C).
J'ai constaté, en 1969, que leurs coor-
données engendraient un corps algé-
brique qui ressemblait beaucoup au
corps cyclotomique engendré par Zp.
Les courbes E(A,B,C) ainsi associées
aux solutions hypothétiques non tri-
viales de I’équation de Fermat fourni-
raient, a I’aide de leurs points de
p-division, des représentations du
groupe de Galois absolu qui sont trop
belles pour exister.

Dés leur naissance, on soupgonnait
que les courbes E(A,B,C) étaient des
juments de Roland (dans Roland
Furieux, la jument de Roland pos-
sede toute les qualités sauf I'existence).
Mais comment le prouver?

C’est alors que Gerhard Frey est
intervenu en 1985 : dans un manus-
critnon publié intitulé «Modular Ellip-
tic Curves and Fermat’s Conjecture»,
il conjecturait que les courbes E(A,B,C)
ne pouvaient pas satisfaire la conjec-
ture de Taniyama Weil : décidément
I’Histoire aime les marges!

Les formes modulaires

Onm’arapporté une boutade du grand
mathématicien M. Eichler : il aurait dit
qgu’il n’y avait que cing opérations fon-
damentales en arithmétique : I’'addi-
tion, la soustraction, lamultiplication,
la division et... les formes modulaires.

Les formes modulaires sont des
fonctions de la variable complexe véri-
fiant des équations fonctionnelles (voir
I’encadré de la page 95). On en trouve
des vestiges fragmentaires dans I’Ars
Conjectandi de Jacques Bernoulli (1713),
puis quelques beaux spécimens, dont
la fonction 6 dans Euler (1748), dans
I’Introductio in Analysis Infinitorum,
ou apparaissent également des séries
de Dirichletetou I’on trouve aussi I'ex-
pression sous forme de produit eulé-
rien de la fonction { de Riemann. On
reste pantois devant la boite de Pan-
dore ouverte par Euler. Son Algebre
fourmille aussi d’équations diophan-
tiennes, de courbes et d’intégrales ellip-
tiques.

Peut-étre est-ce dans Euler que le
mathématicien allemand E. Hecke a
faitses achats. Il arelié I’équation fonc-
tionnelle et le développement en pro-
duit de la fonction { de Riemann, a
d’étranges propriétés de la fonction 6.

Ses études joueront un réle crucial dans
la démonstration du théoréme de Fer-
mat-Wiles.

Les formes modulaires se com-
portent comme des organismes, leurs
propriétés étant liées de maniére stricte
et harmonieuse par I’action d’un
groupe. Celles qui nous intéressent
ici sont vecteurs propres d’opéra-
teurs trés importantsici, les opérateurs
de Hecke (voir I’encadré ci-contre).

La conjecture
de Taniyama-Weil

Depuis les années 1950, on savait asso-
cier a une courbe elliptique une série
de Dirichlet, que I'on appelait la fonc-
tion L de cette courbe elliptique et qui
recelait de nombreuses informations
sur les points rationnels de cette courbe.
Hecke avait montré, par ailleurs, com-
ment associer a certaines séries de Diri-
chlet des formes modulaires de telle
sorte que si les premiéres possédentun
produit eulérien (un produit sur les
nombres premiers), les secondes sont
vecteurs propres des opérateurs de
Hecke. Toutefois les informations sur
les fonctions L étaient trop fragmen-
taires pour démontrer dans le cas géné-
ral I’existence de la forme modulaire.

En 1955, la voix de Taniyama s’éleva
dans le désert pour annoncer que toute
courbe elliptique devait provenir d’une
forme modulaire. Cette prophétie, pré-
maturée et vague, ne suscita guére d’in-
térét a I’époque...

Il est bon de s’arréter ici pour évo-
quer des questions de style. Un des
thémes récurrents de notre histoire est
que lacontribution des mathématiciens
francais est marquée de positivisme.
Le philosophe Auguste Comte, pape
du positivisme au XIx® siécle, voyait
dans le développement historique de
la science trois stades successifs : le
stade théologique, le stade métaphy-
sique, et le stade positif. Dans ce der-
nier stade seulement la théorie est
vérifiable, on dirait aujourd’hui falsi-
fiable selon Popper. La théorie doit étre
suffisamment précise pour étre mise
en défaut si elle est imparfaite.

C’est en ce sens qu’André Weil a
apporté une contribution essentielle
a la conjecture de Taniyama. En s’ap-
puyant sur la théorie d’Eichler Shi-
mura, il a su préciser comment on
devait chercher la forme modulaire
associée a une courbe elliptique.

Lascene était dressée pour le spec-
tacle, mais le temps semblait avoir sus-
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pendu son vol. On ne savait que faire
des courbes elliptiques E(A,B,C) que
I’on pouvait associer a une hypothé-
tique solution non triviale de I’équa-
tion de Fermat.

L’explosion de 1986
et le théoreme de Wiles

On a dit que le coup de baguette
magique futdonné en 1985 par G. Frey,
alors professeur a I'Université de Sar-
rebruck. G. Frey conjecturait que nos
courbes E(A,B,C) devaient contredire
la conjecture de Taniyama, et, merveille
des merveilles, lacommunauté mathé-
matique le crut! Jean-Pierre Serre, d’or-
dinaire si prudent, tira le «coup de
feu qui fit le tour du monde» en
publiant de profondes conjectures dont
découlait le théoréme de Fermat. Peu
de temps apres, en 1987, B. Mazur et
K. Ribet prouveérent ces conjectures
pour la représentation hypothétique
du groupe de Galois absolu qui serait
liée a une solution non triviale de
I’égquation de Fermat, mais a une condi-
tion : il fallait que la courbe E(A,B,C)
vérifie la conjecture de Taniyama.

Stimulé par le théoréme de Ribet,
le mathématicien britannique Andrew
Wiles s’embarqua seul pour un long
voyage sur des «océans étranges de
pensée».

La navigation fut rude, et ce n’est
qu’en 1991 que quelques oiseaux dans
le ciel signalérent la proximité d’une
terre. En 1992, il pensait arriver prés
du but, et le 21 juin 1993, a I'Institut
Newton, il annonga que le théoreme
de Fermat était démontré.

Las, I'annonce était prématurée, et
les oiseaux disparurent de I’horizon. Un
autre mathématicien aurait sans doute
abandonné, mais A. Wiles n’écouta que
son courage et son collegue R. Taylor ;
celui-ci I'incitait a revenir sur sa route.
C’est alors que, le 19 septembre 1994,
il vit en un éclair la solution tant cher-
chée : un procédé découvert par Ehud
de Shalitouvraitun chemin plus direct
vers laconjecture de Taniyama pour les
courbes E(A,B,C).

Un chef-d’ceuvre est né et un mythe
est mort : le théoréme de Fermat est
enfin démontré. De plus, le travail
d’Andrew Wiles ouvre la voie a un
vaste continent de recherches futures
ou de nombreuses conjectures restent
a prouver.

Par ailleurs, la liste des équations
diophantiennes abordables par la
méthode des courbes E(A,B,C) est loin
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LES DIFFERENTES ROUTES
EMPRUNTEES DEPUIS FERMAT

LA ROUTE DES PIETONS

Cette route a été empruntée par Fermat lui-méme pour l'exposant 4, puis par
Lamé et Lebesgue pour l'exposant 7.

On se rameéne a l'impossibilité de la résolution en nombres entiers des équations
t2=r4+4s* lorsque n est égal a 4, ett 2=r* —3/4r 2s 2 + 1/7s 4, lorsque n est
égal a 7 (rst différent de zéro) et on procede par descente infinie.

LES FORMES QUADRATIQUES

On peut penser que, pour les exposants p premiers impairs, Fermat associait a
son équation la forme quadratique X 2 + (-1)P*1/2py 2. C'est du moins ainsi que
procédérent Euler pour p égal a 3, puis Legendre et Dirichlet pour p égal a 5.

LES EXTENSIONS CYCLOTOMIQUES

Depuis De Moivre au XVIII® siecle, on sait factoriser x P + y P en produit de facteurs
du premier degré en x et y, et cela conduit a considérer I'ensemble des nombres
déduits par additions, soustractions et multiplications de Z, = e?™P, c'est-a-dire
I'anneau des entiers cyclotomiques. C'est ainsi que Kummer parvint a démontrer
I'assertion de Fermat pour tous les nombres premiers "réguliers". Malheureu-

sement on ne sait pas démontrer qu'il existe une infinité de tels nombres.

L'APPROCHE ELLIPTIQUE

Elle est beaucoup plus récente que les précédentes (26 ans) et fait I'objet de cet

article.

REMARQUES

1) Les trois premieres méthodes font usage de la descente infinie pour prouver le

second cas (défini dans l'article).

2) Une forme quadratique apparait dans la route des piétons pour lI'exposant 7.

3) Le nombre quadratique ((-1)"-12p)¥/2 apparait implicitement dans la seconde
méthode : il appartient & I'anneau des entiers cyclotomiques.

4) Finalement le corps des nombres cyclotomiques est contenu dans le corps
engendré par les coordonnées des points de p-division de la courbe E(A,B,C).

d’étre close. Pourtant les solutions d’une
équation aussi voisine du théoréme clas-
sique, que x" + y" = 2z"ne peuvent étre
étudiées directement par cette méthode
puisque cette équation possede la solu-
tion non triviale (1,1,1). Fermat n’est
sans doute pas aussi mort qu’on le sup-
pose, et sanote marginale suscitera peut-
étre d’autres découvertes.

A ce stade du panorama et apreés
deuxarticles portant sur le sujet, le lec-
teur aune idée sur le comment du théo-
réeme de Fermat. Le pourquoi de ces
recherches peut lui sembler énigma-
tique : il nous semble que cette ques-
tion ne peut étre examinée en termes
logiques et que le pourquoi des mathé-
matiques reste et restera un choix artis-
tique. Le mathématicien Emil Artin
exprime avec force ce point de vue :
«Nous pensons tous que les mathé-
matiques sontun art... Certes les mathé-
matiques sont logiques : chaque
conclusion est tirée des résultats qui
précédent. Cependant la totalité de I'af-
faire, I’ccuvre d’art véritable, n’est
pas linéaire ; et, ce qui est bien pire, sa

perception ne peut étre qu’instantanée.
Nous avons tous éprouvé, en de rares
occasions, une impression d’exaltation
en réalisant que nous avions permis a
nos auditeurs de voir, I’espace d’une
seconde, I’architecture compléte d’'une
question, et toutes ses ramifications.»
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