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Groupes de Lie et théorème de Noether

1 Exponentielle de matrice et groupes de Lie

Soit M une matrice de Rn × Rn. On pose

exp(M) =
∞∑

n=0

Mn

n!
.

1. En comparant avec l’exponentielle de nombres réels, montrer que si deux matrices A et
B commutent, alors on a exp(A + B) = exp(A) exp(B).

2. Soit M ∈ Rn × Rn, pour tout λ ∈ R, on pose F (λ) = exp(λM). Montrer que pour tout
λ0

F (λ) = F (λ0) + (λ− λ0)MF (λ0) + o(λ− λ0).

En déduire
dF

dλ
(λ = 0).

3. On rappelle qu’un ensemble G muni d’une loi de composition interne · est un groupe si
et seulement il vérifie les axiomes suivants :

- ∀(x,y) ∈ G2, x · y ∈ G ;

- Il existe un élément neutre 1 tel que ∀x ∈ G, 1 · x = x · 1 = x ;

- Pour tout x ∈ G, il existe y = x−1 tel que x · y = y · x = 1 ;

- Pour tout (x,y,z) ∈ G3, (x · y) · z = x · (y · z).

Montrer que GM = {F (λ)|λ ∈ R)} forme un sous-groupe de GLn(R), baptisé groupe de
Lie engendré par M .

4. On considère

σ =

(
0 −1
1 0

)
.

En notant que σ2 = −1, calculer σn puis exp(λσ). Caractériser géométriquement Gσ.
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2 Théorème de Noether

On considère un lagrangien L(qi,q̇i), où les qi=1..n désignent les coordonnées d’un vecteur de
Rn. On cherche qi(t) minimisant l’action

S =

∫
L(qi(t),q̇i(t))dt.

1. Rappeler les équations d’Euler-Lagrange satisfaites par les coordonnées qi.

2. On suppose le lagrangien invariant par le groupe de Lie GM , c’est-à-dire que si l’on note
Fij(λ) les éléments de matrice de F (λ) et q′i(λ) = Fij(λ)qj, alors

∀λ ∈ R,L(qi,q̇i) = L(q′i(λ),q̇′i(λ)).

Dériver cette égalité en λ = 0 et en déduire que

Mij
∂L

∂qi

qj + Mij
∂L

∂q̇i

q̇j = 0.

3. En utilisant les équations d’Euler-Lagrange en déduire que

Mij
∂L

∂q̇i

qj

est une constante du mouvement. L’existence d’une quantité conservée associée à une
symétrie du lagrangien est le théorème de Noether.

4. On considère L = ẋ2 + ẏ2 − V (x2 + y2). Montrer que L est invariant sous Gσ où σ a
été introduit à la question (4). Quelle est la constante du mouvement associée à cette
symétrie?

5. Question subsidiaire. Reprendre l’étude pour un lagrangien invariant par un groupe de
transformations affines

q′i = Fij(λ)qj + ai(λ),

et montrer l’existence d’une constante du mouvement associée à cette symétrie.
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Arild Stubhaug

Abel, des brumes nordiques où les sciences étaient presque ignorées.
Toute so vie,i/ s'est étonné de l'oudoce de so propre pensée mothémotique !

Sophus Lie (1842-rc50J o miraculeusement émergé, comme son prédécesseur

tiques et de la physique mathématique.
jean Dieudonné, un des membres fondateurs de Bourbaki, a
écrit qu'aucun travail sérieux ne pouvait plus être réalisé en
mathématiques sans recours arrx groupes de Lie. C,est direl
Grâce aux travaux d'une longue série de mathématiciens et

ophus Lie est un des grands noms de l'his-
toire des mathématiques, un des visionnaireg
avec Felix Kleiry d'une géométrie rénovée.
Il a créé une nouvelle discipline, les groupes

, de Lie, qui s'est développée et ramifiée dans
presque toutes les branches des mathéma-

de physiciens, parmi lesquels Éfie Cartan et Hermam
Weyl, la physique d'aujourd'hui, où l'on sait le

rôle prepondérant quejoue la syrnéhie, tire abon-
damment profit de la théorie de Lie.

Sophus Liea26 ans quand ildécouvre, selon
ses propres termes, qu'il < abrite un mathémati-
çisn o (il souhaitait devenir astronome). Quand

il repensera sa carrière, il constatera avec
satisfaction qu'il doit davantage à < I'audace

\ de sa pensée > qu'aux connaissances tirées
de ses études. Puissant travailleur, il a, en
30 années de recherche, publié plus de
8000 pages d'écrits mathémafiques.

Fils de pasteur
Lie naît le 17 décembre 7842 à Nordfjor-
deid, une petite vil le à I 'Ouest de la Nor-
vège. Avant-demier de sept enfants, il grandit
dans le presbytère d'un père révéré en tant
quepasteuretserviteurde l'Étatintéressé tout

particulièrement à I'instruction publique. La
mère de Sophus est généreuse et aimante. Quand
Sophus a neuf ans, la famille s'installe à Moss, au
Sud-Est d'Oslo, où son père sera pasteur jusqu'à

* sa mort, 22 ans plus tard.

Un an après le déménagement à Moss, sa mère meurt et
Sophus, qui a dix ans, sort brutalement de I'enfance et acquiert
le sérieux qui convient au fils d'un guide spirituel. Le ieune
Sophus passe de la cinquième à la première place de sa
classe et sa scolarité est marquée, dès le début, par un large
éventail de goûts. L'école de Moss n'offre pas la préparation
au certificat finaf le baccalauréa! aussi, à 15 ans, Lie va étu-
dier à l'École Hartvig Nissen, dans la capitale de la Nowège,
alors dénomméeChristiana. Cetteécole a été fondée ouatorze
ans plus tôt par les deux plus éminents réformateurs du sys-
tème éducatif norvégien, Nissen et son ami Ole Jacob Broclç
mathématicien etpoliticien (rare combinaison), qui sera direc-
teur du Bureau intemational des poids etmesurès de Sèvres I

Le but de cette école, au prestige énorme, est de donner
aux langues modemes et aux sciences une meilleure place
que dans les écoles latinistes traditionnelles. Sophus s;inté-
resse à un processus de réforme scolaire qui, cômme dans
tous les pays et de tout temps, alimente Ie débat public : aussi
écrira-t- il plusieurs articles sur les améliorations à apporter
au système norvégiery en le comparant aux systèmes alle-
mand et français, et soulignera le rôle de fer de lance de I'Uni-
versité. Après deux années à I'École Nissen, Sophus décroche
son diplôme avec d'excellentes notes. Seuls une centaine de
bacheliers norvégiens sont qualifiés pour des études uni-
versitaires. Sophus passe, en tête de sa classe et en trois
semestres, des examens de qualification ardus. Tout I'inté-
resse, mais son choix se porte sur les sciences, qui n,ont, à
l'époque, pour seul débôuché, que le professoràt dans un
lycée: aussi, parmi les 560 étudiants de I'Université d'Oslo,
seuls une dizaine choisissent les sciences.

Les études entreprises par Sophus Lie se divisent en
trois domaines. La première partie, portant sur les mathé-
matiques, la géométrie, la mécanique, les constructions méca-
niques et Ie dessin technique, est la plus ardue. Il a pour
professeurs Broch et Carl Anton Bjerknes; le mathématicien
Ludwig Sylow, de réputation mondiale en théorie des groupes
(il continuera les travaux de Lagrange sur le sujet en préci-
sant les caractéristiques d'un sous-groupe), remplace pendant
quelques semestres Brockç nommé ministre.1.5ophus Lie dessiné parson collègue Gustav Lærum
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,,, !"-.oyr de Sylow, en 7g62_1g63,compte hois étudiants
!"*::opnyrryt grandenouveauté, il portè surla théorie des
:::lllT:lg.jl1?ues d'Abel et de Gâtois. I marquera plusquraotement Sophus que les cours de physique_chimie etd'histoire naturelle où sôs résrlt".*;;rit;'""r "îsi brillants.De ce fait, il n'obtientpas à son dipb_Ëi;;;"tion qu,ilespérait et en sera affecté: les demières année, à Atua"s t,ontrendu mélancolique et excentrique, p"r, .onfi*t dans ses< capacités intellectuelles >. Lariguew d,une éducatron pro_testante n'admettaitpas les défaillances et l,on disceme déjàune tendance à la dépression.

Il est heureusement entouré d,amis avec qui il se pro_mène le week-end le long du fjord et dans les fiàt a,Orlo.Il pratique.la gymnastique, sientraînant uu* urr.,.uu" .,au cheval-d'arçon; en hiveq, il skie, patine "t iuiia" h luge.Lie est fidèle en amirié: Ernst Moi*eldt;;;;;*u.ade declasse.à I'Ecole Nissen, deviendra "r";;;;laut fonc_tionnaire, etrestera toute savie I'amietle déférleurde Sophus.
- ll$*j::plu*,Sophus loge chez la mère de son ami
".,ï:tyïiflltlaquelle.le 

rraite comme un fils. Lie rire plai_srr er Denêflce des conférences de L,Association résîisfu,constituée par des étudiants en science; chaque grande dis_.tplir" universitaire a sa propre association dont le but estd,"ppr:f:..11et de compiéter r. .u*"r. iiËàJ]" *u*ur" t"prus acff de L' Asncintian réaliste, ettrdormeunesérie de conférencgs de géométrie devant une douzaine d,auditeurs.
Après I'obtention de son diplôme, Lie s,intéresse à l,as_tronomie, l'enseigne ou la vulgarise, et suit un enseigne_ment pratique à I'observatoire, sans obtenir le pËsted'astronome auquel il aspire. pour gagner su uiu, fie fui a.,remptacements à I'Ecole Nissen ouil prépare aux exarnensles étudiants en mathémariqu"r, pnyjqrri àiuriàr,orni". nest un professeur très appréiie.

2. Sopius Lie,_homme,d,intérieur et homme d,extérieur,Ci dessus,;us,lchotographié avec sa femme A.;,;ilfil, lj.-_;;,
l'"ll9.:':,.^1y1tet.sanlecadettàDA;s.iô;;;Ëiiun formidabte randonneur et it deirir;iË;AË;.1Hilài:

le croquis ci-dàsious-date de 1-gg7.

Mathémaricien péripatéricien ç
La gymnastique et le sport sont à la mode. Sophus Lie est un
fl{ T::,:,""1 :pcrtif 

confirmé et un formidabË montagnard.
vuano L âssocntton touristique nonftgienne estfondée ei 1g6gpour améliorer le confort des alpinistes, Sophus Lie utiliseles refuges qu'glle propose. Car à,est ;;"d""rd.aire ran_donneur : 30 à 40 kilomèhes constituent une ioumee de marchenormale, 70 à 80 une randonnee-sportive.'On rapporte qu,ita, un joq, fait I'aller-retour entre la capitale et MJss, soit une
lÎT'f*t 

H:mètre+ pour aller chercherun livre qu'it avaitouole. il marche si vite qu,on le prend pour un cloËhard, ou
fT, q:Td il passe en flèche aà, ,"riot"rr,"r,i, de grossetoile, râpés et retroussés aux jambes et aux bras.

Soninsertion socialeestmoins réussie: iln,a pas de voca_tiory ce qui le tracasse et l empêche a" t orue, iu paix inté_rieure. Il se sent isolé. En mars 1g6g, il ;;; son ami
Y:ii:l*::: glTd l" thi dit au,uuoi, uu*ixJer, je pen_t:ï q:: c etait pour toujours. J'avais I'intention de me sui_

:,::.:: ::' 
r t:,I'en ai pas la force. It va donc falloir que j,essaieqe vlvre. ), Ne pas savoir ce qu'on veut faire dani la vie estarors une tare: le choix d'une carrière (et l,obligation per_

i",ï:H:l ïrfe de s.'y renir) "st un iàea ,ociul. sopr,u,
Lrene decouvre sa vocation qu,en 1g6g (à 26 ans !), aprèô unerencontre avec le mathématicien danois Hyeronfmus Zeu_then. Zeuthen a étudié à paris sous la direcÉor,-a,1seo*et "
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()le Jacob Broch [ 1818-1889J

Michel Chasles et cette rencontre incite Lie à lire avec
ravissement Ie kaité des propriétés projectiaes des figures de

]ean-Victor Poncelet. Une des innovations de Poncelet
était I'introduction et I'utilisation des nombres complexes
en géoméhie projective. Le sujet fascine Sophus qui dévore,
en plus de la géoméhie de Poncelet, les travaux de l'Alle-
mandlulius Plùcker : ilne renconhera hélas, ni l'unni l'autre.

Au début deL869, Lie achève son premier traité sur Ia
représentation réelle des nombres imaginaires, publication
aujourd'hui < étrange >, car notre vision des nombres
complexes en géométrie estfortdifférente de celle des années
1860 et certains aspects sont aujourd'hui oubliés. Les mathé-
matiques se diversifient et certains domaines deviennent
caducs, alors que les autres sciences, comme la physique,
progressent en s'attachant à expliquer le réel. Lie examinait
ainsi l'ensemble des droites (aujourd'hui le ( complexe de
Reye ") qui coupent selon un birapport constant les plans
constituant les faces d'un tétraèdre et le résolvait en
engendrant ces droites par les éléments d'un groupe qui
laissent invariant les sommets du tétraèdre.

Son article de huit pages de 1869 est accueilli avec plus
d'admiration que de compréhension par les deux plus émi-
nents professeurs de mathématiques du pays, Broch et
Bjerknes; il est publié en allemand la même année dans le
prestigieux /ournal de Crelle.Sophus Lie attire ainsi l'atten-
tion et peut demander une bourse de voyage pour Berlin,
Gôttingen et Paris; à son retout il est nommé membre de
I'Université, et un an plus tard professeur de mathématiques.

Ce prernier voyage à l'étranger est capital. Il y rencontre
les mathématiciens qui inspireront son travail et qui resteront
à vie ses amis et collègues, notammenf à Berliru Felix Kleiru
à Gôttingerç Alfred Clebsch et, à Paris, Gaston Darboux et
Camille Jordan. Lie devient le meilleur ami de Klein, et ils
publient trois articles de géométrie, I'un d'eux, en 1870, sur
des transformations de contact qui établissent une bijection
entre droites et sphères de façon que des sphères tangentes
correspondent à des droites concourantes. Klein y est venu
rendre visite à Lie, et ils voient ensemble Darboux et Jordan.
Ils s'intéressent aux travaux de Darboux sur la courbure des
surfaces; jordan, travaillant sur les idées d'Abel et de
Galois, vient de publier sonMémoire sur Iæ groupes de trans'

formntions, sujet que Lie a étudié grâce au cours de Sylow.

Héros malgré lui
Quand éclate la guerre franco-prussienne enjuillet 1870 Klein
doit quitter précipitamment Paris, car il est appelé sous les
drapeaux dans la guerre contre la France : il passe la frontière,
mais tombe malade et ne combat pas. Lie deviendra célèbre
par un fait d'armes passif. 11décide d'aller à pied de Paris à
Milan pour voir le mathématicien Luigi Cremona, mais, arrivé
à Fontainebleau, il est emprisonnÇ soupçonné d'être un espion
allemand. La u une > d'un quotidien norvégien titre: Scisnti'

fique noraégien emprisonné comme espion allemand.
Lie racontera le mois passé en prison à Fontainebleau : les

gardiens de prison sont persuadés que les $rmboles mathé-
matiques de ses camets sont des codes, mais ils lui laissent
néanmoins une chance de prouver qu'il est tur mathémati-
cien en voyage. Le danger de la situation incite Lie à les
convaincre de sa qualité et il commence: < Messieurs,

Ludwig Sglow [ 1832-1918J

Jean-Victor Poncelet [ 1788-1867) Julius Plûcker [ 1801. 1868 J

Alfred Clebsch [ 1833-18i2J Michel Chasles [ 1793-1880 J

Felix Klein [ 1849-1925] Gaston Darboux I L842-L9!7)

3. Maîtres et collègues mathématicislts de sophus Lie.
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4. Ëroupes, groupes de Lie et algàbres de Lle
La notl0n de groupe, introduite au début du XtXe siècle par

Évariste Galois lors de ses travaux sur la résolubil ité des équauons
algébriques, s'est révélée d'une grande richesse: la théorie des
groupes i r r igue aujourd 'hui  une bonne par t ie  des mathéma-
tiques, la physique des pafticules élémentaires, la science des cris-
taux et celle des molécules, etc.

Les groupes les plus simples sont les groupes finis, qui contien-
nent un nombre l imité d'éléments" Par des chemins divers, notam-
ment en relation avec l'étude des équations différentielles, Sophus Lie
a fondé, dans les années 1 870-1 880, la théorie des groupes conti-
nus. Ces groupes contiennent une infinité d'éléments que I 'on peut
étiqueter par un 0u plusieurs paramètres variant de façon conti-
nue. 0n les nomme aujourd'huigroupes de Lie. Comme l'ont mon-
tré les travaux de Sophus Lie, ces structures mathématiques sont
étroltement liées à d'autres structures, les algèbres de Lie.

Considérons un exemple de groupe fini, un ensemble de six
transformations: les permutations de trois objets A, B et C. Par-
tant de ABC, on a six résultats possibles. ABC, CAB, BCA, ACB,
BAC et CBA. Notons les translormations correspondantes | (pour
" identité "), p, q,4 s et I respectivement. Par exemple, la per-
mutation sconsiste à échanger les deux premiers objets et à ne
pas toucher au troisième: s(ABC) = BAC. Appliquons successi-
vement deux permutations, disons d'abord s et ensuite r, à ABC:
cela s 'écr i t  r .s(ABC) = r Is(ABC)]  = r (BAC) = BCA puisque r
laisse inchangé le premier objet et échange les deux derniers. 0n
voi t  donc que r"s  = q.  0n t rouverai t  de la  même façon que
s"1'= p, c'est-à-dire que r.sn'est pas égal à s"r: ce gr0upe n'est
pas commutatif. Cet ensemble G des permutations vérif ie les
propriétés suivantes:

. La composition (ou u produit ') de deux éléments de G est
un élément de G.

. Associativité: quels que soient les éléments x, y eI zde G,
on a x. (y. z) = (x" y). z.

. Existence d'un élément neutre l: quel que soit l 'élément x
de  G ,  on  a  l " x=  x . l  =  l .

. Existence des inverses: quel que soit xde G, i l existe un
élément  x 'de G te l  ouê x.x '= x ' "x=1.

Tout ensemble G dont les éléments vérif ient ces quatre pro-
priétés est, par définit ion, un groupe (l 'opération interne, notée
ici ., peut être autre chose qu'un produit de composition).

Considérons à présent un exemple de groupe de Lie dans le
plan, les rotations fr(a) d'angle a autour de l 'origine du système
de coordonnées. Lensemble de ces rotations, pour toutes les
valeurs possibles de I 'angle a, forme un groupe noté S0(2) :

. une rotati0n d'angle a suivie d'une rotation d'angle b est
encore une rotation, d'angle a + b;

. on a IF(a)"rî(b)].R(c) = R(a).[R(b)"R(c)J;

. pour tout a, on a l. R(a) = Æ(a). I =,9(a) (l étant la transfor
mation identité, c'est-à-dire la rotation R(0) d'angle nul) ;

. pour t0ut a, on a R(a). R(-a) = R(-a).R(a) =1.
Ce groupe de rotations est un groupe de Lie à un paramètre,

celui-ci étant l 'angle de rotation. Pour qu'un groupe infini soit un
groupe de Lie, des conditions de régularité doivent être vérif iées;
elles garantissent notamment que I 'on peut passer régulièrement
d'un élément du groupe à un autre en faisant varier continûment
le paramètre. C'est le cas pour le groupe des rotations considéré.

Le groupe S0(2) est un gr0upe de Lie un peu trop simple,
car commutatif : R(a)" R(b) est égal à R(D). B(a) pour toutes les
valeurs de a et de b. Dans I 'espace à trois dimensions, le groupe

S0(3) des rotations autour de l 'origine n'est pas commutatif. Par
exemple, si R" et R, désignent les rotations d'angle 90. autour
des axes 0xet 0z respectivement, la transformation Rx. 4trans-
forme le poinl (x, y, z/ de coordonnées (1, 0, 0) en le point (0, 0, 1 ),
tandis que Rr.Rr le t ransforme en le point  (0,  1,0)  :autrement
dit, Bx.4n'est pas égal à Rz" Rr

Des informations importantes sur un tel groupe sont four-
nies par l 'algèbre de Lie qui lui est associée. C'est une structure
mathématique qui apparaît lorsqu'on étudie le groupe au voisi-
nage de l ' identité, c'est-à-dire pour des angles de rotation infini-
tésimaux dans le cas d'un groupe de rotations. Pour comprendre,
revenons au cas simple des rotations dans le plan. Dans une
rotation d'angle a autour de l 'origine, t0ut point (x, y) du plan est
transformé en un point (x', y'), avec;'= (cos a)x- (sin a)yet
y'= (sin a)x+ (cos a)y. Cette rotation peut s'écrire sous la forme
d 'unemat r i ce2x2 :

Si I 'angle â est très petit (et exprimé en radians), sina est à
peu près égal à a et cos a à 1 ; dans ce cas, la rotation d'angle infi-
nitésimal a correspond à la transformation x'= x- ayel l'= ax + !.
Sous forme matricielle, la rotation s'écrit alors:

/ r ' l  lcos a -  s in a\/x\
I  |  =  |  t l  I

\v ' l  \s in  a , " to l \v l

fi) (: î)(,)={;o \ l t " \  / o  - a \ / , \
i l  t+ t  i l  I

1 l \Y l  I a  0 / \Y /
t a L

où / est la transformation identité (rotation d'angle nul) et L est le
( générateur infinitésimal > des rotations dans le plan. Une rota-
tion plane d'angle a quelconque s'exprime alors de façon simple
(par exponentiation) en termes de a et du générateur infinitésimal :
R(a) = gxP 12U.

Dans le cas de S0(3), les rotations dans I 'espace, la f0rmu-
lation, bien que plus compliquée, est analogue. l l  y a trois para-
mètres pour décrire le groupe, car une rotation quelconque peut
être décomposée en trois rotations successives d'angles a, b et c
autour, respectivement, des axes 0x,0y eI 0z Pour des angles
infinitésimaux, on obtient:

R(a, b, c) = | + alx+ bLr+ cL,
où | est la transformation identité (matrice unité à trois dimen-
sions) et 1", L, et L, sont des matrices 3 x 3 constantes, qui
représentent les générateurs infinitésimaux des rotations aurour
de chacun des trois axes.

Le groupe n'est pas commutatif et l 'on montre que ces géné-
rateurs satisfont aux relations:

(.) L"Ly - LnL, = L z Lf z- Lly = lo Ll,- Lf , = Ln
Pour des angles non infinitésimaux, la rotation s'écri i sous ra

forme d'un produit de trois matrices construites avec les généra-
teurs infinitésimaux: R(a,4 c) = exp (aL") exp (bLr) exp (cL,).

La structure mathêmatique constituée par les générateurs infi-
nitésimaux d'un groupe (et leurs combinaisons) vérif ie des pro-
priétés générales, indépendantes du groupe considéré, et définissent
une algèbre dite de Lie.

Les relations (.) ci-dessus sont spécifiques et varient d'une
algèbre de Lie à une autre, La caractérisation des l iens (non uni-
voques) qui existent entre une algèbre de Lie et le groupe de Lie
a été I 'un des principaux chantiers de la théorie des groupes.

o PouR LA sclENcE - MathdnlaTif iues



,fs!$É

î***'*

une proche parente d'Abel, mon idéal inaccessible. > Ils se

marient 20 mois plus tard, après quelques hésitations de la

part d'Anna, car, à l'époque,30 ans est l'âge canonique des

u barbons >. Après son mariage, la vie de Sophus Lie com-

prend trois parties: les années à Oslo, jusqu'en 1886, puis

âouze années à Leipzig et enfin un court retour en Norvège

avant sa mort. Lors de ses années à Oslo, il travaille d'arrache-

pied sans aucune compagnie scientifique stimulante, mais

sa vie de famille est harmonieuse; Sophus et Anna s'enten-

dent bien et ils ont trois enfants.
La transformation droite-sphère que Lie a développée

en une théorie générale de hansformation dite de contact le

conduit au cæni d" tot *nure. À partir de 1873, il enheprend

un classement systématique des groupes de transformations,

et veut appliquer les résultats obtenus à la recherche des solu-

tions dei équations différentielles. Inspiré par Darboux, il

publie également des études sur les surfaces minimales'

En réaction contre le conservatisme de la communauté

scientifique norvégienne, Lie participe à la création d'un nou-

veau journal où il publie un grand nombre d'articles, sou-

vent despremiers jets, ou des prepublications dont lesversions

définitives sont publiées ensuite dans des journaux étran-

gersplus connus. En 1881, ilconseille àMittag-Lefflerde créer

un journal de mathématiques scandinave. Sa suggestion

débouche l'année suivante sur la naissance dActa Mathema-

tica, aulowd'htnencore un joumal mathématique prestigieux'

En 1 882, Lie travaille avec Klein et son ami Adolph Mayer

àLeipzig, et sdloume deux mois à Paris où il échange des idées

aneCDarbou*, Jordan, Hermite, Poincaré, Picard, Halphéru

Lély; ceux-ci ont conscience de I'importance des recherches

et théories de Lie. En 1884, Klein et Mayer veulent lui facili-

ter la vie et lui envoient leur étudiant Friedrich Engel pour le

seconder dans la formulation et la rédaction de ses idées. Le

travail d'Engel et de Lie se transforme en trois volumes,

Theorie der Transt'ormationsgruppen (Théorie des groupes de

transformations), qui paraissent en 1888, 1890 et l'893, en

tout plus de deux mille Pages.
En 1886, on offre à Lie la chaire de professeur à Leipzig

(où il succède à Klein), une position prestigieuse dans un

environnement scientifique stimulant où il devient une

figure de proue de la communauté mathématique: des

éùdiants fiançais et américains viennent étudier auprès de

lui, comme Arthur Tresse et Ernest Vessiot de l'Ecole nor-

male supérieure. La famille Lie est bien reçue àLeipzig;

Anna et les enfants sont si bien intégrés qu'il leur sera dif-

ficile de revenir en Norvège. Sophus contribue à l'éduca-

tion intellectuelle et sportive de ses enfants : les dimanches,

toute la famille part pour de longues promenades, en

hiver sur des skis norvégiens, une nouveauté à Leipzig'

Quand il passe avec ses enfants les gens les montrent du

doigt en s'écriant: n Des eskimos I ,

Toutefois, l'enseignement et I'encadrement des étu-

diants commencent à l'accaparer et il se lasse d'être en per-

manence mobilisé par des étudiants médiocres. Les

n Champs-Élysées de Leipzig > ne sont pas le paradis

espéré ' Lie tte maîtrise pas complètement I'allemand et

I'université est le théâtre de divisions politiques et de conflits

personnels dont les motifs lui échappent et {ue son éduca-

tionprotestante I'amène à juger sévèrement. Sesamis de Chris-

tiana et la nafure norvégienne conunencent à lui manquer'

"t-{#
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5. Sophus Lie et son Guvre princiPale,
la thébrie des groupes de transfôrmation. l l  g
expose une partie de ses ressentiments contre
Kiein, qui à'son avis, ne lui a pas rendu justice
dans la conception du programme d'Erlan-
gen, programme qui exprimait leurs vues
coniointès sur le traitement de la géométrie.
< J-e ne suis pas un élève de Klein, écrit Lie,
ni Klein mon élève, bien que cela puisse être
plus prêt de la vérité.>

"r'1S,.,æ
d'@€o imaginez trois axes pelpendiculaires

sécants en un point, l'axe x,l'axe y et I'axe z"'''

Ses gesticulations ne font qu'aggraver son cas et tendent à

p.ouve. sa culpabilité. Quand Lie leur demande ce qu'ils

iont habituellement de leurs prisonniers, on lui répond : < Nous

les fusillons à six heures du matin. >

Heureusement, Darboux, qui a des relations enhautlieu,

fait libérer le prisonnier. Des années plus tard, Lie notera

que sa détention à Fontainebleau a été une période de paix

et de calme pendant laquelle il a écrit I'essentiel de sa thèse

de doctorat: les mathématiciens tirent mieux parti d'une incar-

cération que quiconque. La thèse, qu'il soutient devant un

auditoire ahuri à Oslo un an plus tard, s'intitule ' Une classe

de hansformations géoméhiques. " A en croire E. Holst, ami

et premier biographe de Lie, le jury de thèse norvégien est

auisi incompétent que les gardiens de prison français.

Sophus Lie, prophète en son Pags
En Europe, les recherches de Lie sont plus appréciées: Dar-

boux juge que Ia thèse est une des plus belles découvertes de

la géométriè moderne. I- administration norvégienne donne

àLie demeilleures conditions de travailet, en 1872,les membres

du Parlement présentent une motion afin de créer une

chaire de professeur exhaordinaire pour Sophus Lie' Ils ne

veulent pas répéter I'erreur commise avec Abel qui n'a

jamais obtenu de poste : Sophus Lie devient professeur à trente

ans. Ce même automne, en septembrc 1872, il se rend en

Allemagne pour rencontrer FelixKlein. Celui-ci, nommé pro-

fesseur à Erlangen, prépare sa conférence inaugurale, le célèbre

progamme d'Erlangen, qui sera source de friction future'
- 

Après son court séjour allemand, Lie rentre à Oslo très

amoureux. Il a rencontré quelques mois auparavant Arura Bfuch,

âgée de 18 ans et cousine de son ami Motzfeldt et il la demande

en mariage par écrit! O tempora,0 mlres. La demande sur-

prend tous ses amis, qui ont abandonné l'idée de le voir un

pur marié. le grand-père d'Anrn était f oncle d'Abef et Sophus

voit là un signe. Il écrit: < Vous ne Pouvez pas imaginer comme

cela me semble une comcidence étrange que ma fiancée soit
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Des problèmes de collaboration apparaissent: le conflitest, en,grande partie, lié à la volonté de Lie de travaillerqans des domaines où peu de personnes ont accès. I lcraint d'être mal compris ét que I'on abuse de lui- Ces désac_
coros lur tont perdre le sommeil et le dépriment: il estt"l:.n tu: propres termes . en proie à un dàsespoir inson_
dable ". En novembre 1gg9, on l,envoie d;;;;. clinique
psychiatrique près de Hanovre. Il y reste sepimois, traitéparl'opium et des somnifères, mais ilprétend'que c.estgrace
à de longues marches qu'il guérit. 

r a---

Quand sa femme Anna iient le chercheq, le bulletin desortie évoque néanmoins une mélancolie non guàrie. nn effet,
]] 

ne 
39ra 

plu.s jamais le même. Les difficultéi à" .ottuUo.u_
tion s'intensifient et ses soupçons détruisent les vieilles ami_tiés: Lie es.t.devenu paranolaque, accusant les autres devoter ses rdees. La démarcation entre utilisation et vol estténue, nous l'avons vu avec beaucoup d,ho**" J. r.i"r,."r lSa relation avec Klein toume à l,aigà: rcein eri ft,rs souptedans la perceprion des idées a"J uutr"r, ià!"i qu,il saitrânirgrâce à son immense talenç Lie estplus introvert aansses recherches, d,où sa réflexion sur l,auàace a" ru pu.rO".

Sophus Lie, génie malheureux
Lie continue son travail mathématique créatif, qui est publié,
j:ff:^1 .* tl ï .1 n lrc u p o réci é. La' reconnJrrL.. p u rfi qu.
qrx le roucne re plus est son admission à lAcadémie deô scierrces
de Paris en7892 et c,est un artisan a" tu.J.or,. i l iation
franco-allemande. En 1g93, sur invitation à" Oarborlx etTânnery, Lie se rend de nouveau à paris etapprécie sa ren_contre avec Élie Cartan, qur est sans doute sa motivation
première pourvenir à paris (il ne le connaît qu.indirectement,
par I'intermédiaire de son étudiant Tresse, flq""i u *o.,t e aCartan les travaux de Lie). Ainsi, en u"rii'iÀd3;. voit sou_vent Lie. et Cartan (et d'autres mathématicierlr;-uttublé, u,Café de la Source, où Lie couvre régulièrement âe symboles
mathématiques le plateau de marbie Uturr" j. iu-tufrc.
, 

Lie pense qu'avant de pouvoir utiliser la théorie des groupes
de hansformations pour iésoudre les équatior,, àiffe.".,ti"tt"r,
il est nécessaire deilassifier iu ,t ".ruL j. i;l;, groupes
de transformations de dimension fi"i". i,;;;; suivante,
en 7894, Élie Cartan, qui havaille a"pui, ur"r * À un article
sur les groupes de transformations simples, publie son mer_veilieux article Sur la structure des groupeifinis à continus.Lews
travaux respectifs convergent.

En 1895, Lie est encore invité avec les honneurs à paris,
powle centenaire de l'École normale supérieure. Àc"tte oc.a_sion,.en nolTut" à ses travaux sur la théorie de Galois desequanons dfterentielles, on lui demande deprononcerle dis_cours sur Evariste Galois, et cela, bien que picard soit enkain de rediger.une biographie deCalois]

Lle est egatement apprécié en Norvège et, dans lesannées 1890, il se plaint tant de la vie à f"ipziiquei"aucoup
pensent qu'ii est grand temps que I'enf*i ittirt. de la Nor_vege rentre au pays. Une autre raison,est que la Norvège
veut rassembler ses forces vives dans la luite pour l,indé_
pendance.,Depuis lgl4, IaNorvège fo..r," un.'*ion poli_trque avec la Suède, union qui serà dissoute pacifiquement
en 1905. Le Parlement change le titre de ia châire de Lie, quidevient Professeur de théorieies grorpæ a, t;on fo;Mions, et
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6. < Un théorème de M. Sophus Lie domine x
. Henri poincaré, dans La science et l,hypothèse,a appréciéle travail de Sophus Lie en géomOtrie : . f_e nimni, o* ulior*implicitement introduits dans les démonstrations rlurriqrrr rrtplus grand qu'il ne serait nécessaire, et on a cherché à le réduireau minimum. M. Hilbert semble avoir donne fa sof uiion Oelni-tive de ce problème. 0n pouvait a priorise OemanOei O aOorOsi cette réduction est possibre, si re nombre des axiomes néces-saires et celui des géométries imaginables n est pas intini.

Un théorème de M. Sophus [ie domine toutu-.rii* oir_cussion. 0n peut l 'énoncer ainsi :
Supposons qu'on admette les prémisses suivantes:
1' L'espace a n dimensions.
2' Le mouvement d'une figure invariable est possible.

.. 3" llfaut p conditions pour détermine, ta posiiiàn Je cettefigure dans l'esoace.
Le nombre des géométries compatibles avec ces prémisses

sera limité.

. _ 
le P.yil.mêmeajouter que si nest donné, on peut asstgnerà p une limite supérieure.

. Si donc on admet la possibilité du mouvement, 0n ne pourra
inventer.qu'un nombre fini (et même assez restôintj ol'guo_métries à trois dimensions. o
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ïH. HAWKINS, tmerg ence ofthetheorg olLie groups,springer.Verlag, 2000.

lui ot{19 un ylaire presque double de celui de professeur d,uni_verslre ordrnaire. En 1997, Lie reçoit le prestigieux prixLobatchevski qui couronne de.s t uu** ""."!ilonoels en géo_métrie, en géométrie non euciidienn" "r", pulrl*ii...

,^..,T^n,11nïund 
Sophus Lie rentre enNf.uaj" a t,ete iSOS,tour re monde remarque qu'il est malade. Il Jouffre d,anéimrepemlcreuse, maladie incurable à l,époque et qui le minait

l,:l*t:llt 
depuis ptusieurs annéeô. ÀI,automne, il par_vlent a peme à donner ses cours, même de son lit. Il môurtle 18 février 1899.

Les nombreuses nécrologies qui paraissent alors souli_gnent qu'il laisse derrière lui une àru." inachevée. Onreconnaît aujourd'hui unanimement que l,outil créé par Liedans I étude des équarions différentieilàs, ei qJii "àera"ppo
en théorie des groupes de transformrtlô.rt devenu(grace aux trava ux d'Elie Cartan, Hermann Weyl, Claude Che_valley et d'auhes) une branche des mathém#q*, pf"n" "t
ïlti: 11.h:orie des sroupes de Lie et des aijjtles ae rie,qur mtervrent dans de vastes domaines des màthématiques
et de la physique mathématique.

Cette reconnaissance univàrselle confirme la confiance de
!]:- 1* 

t 
.1"0":" de sa pensée mathé-udq;;. tb;t fois quand

:".l.t i*t]mathématique démentait so" l"tuiti*,I se met_ralr a douter cle lui_même et cela le rendait atrocement mal_heureux, jusqu'à la démence. De surcroîtil étaiturrà, porr"rrif
et il dépréciait toutes les simprifications et éclaircissements
apportés à son æuvre. Ii n,y ipas de genie heureu;.


